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基于禁闭夸克物质模型的夸克星研究

摘 要

本文基于禁闭夸克物质模型，对夸克物质和夸克星性质进行了研究。该模型

唯象地考虑了夸克禁闭、渐近自由、高密处手征对称恢复与夸克退禁闭。本文对

夸克物质的稳定性进行了重新讨论。我们发现如果夸克物质满足传统的稳定窗口，

即奇异夸克物质比核物质稳定同时核物质比 ud 夸克物质稳定，那么由奇异夸克

物质组成的奇异夸克星的最大质量 𝑀TOV = 2.05𝑀�，不能解释 GW190814 事件的

次星体质量 2.59+0.08
−0.09𝑀�（90% 置信区间）。然而，如果重新考虑夸克物质稳定性，

我们发现，如果允许 ud 夸克物质比核物质和奇异夸克物质都更加稳定，相应的夸

克星为由 ud 夸克物质组成的 ud 夸克星，则在 GW170817 事件对状态方程的约束

Λ̃ ≤ 720 下，ud 夸克星的最大质量可以到达 2.77𝑀�，同时可以符合 NICER 对 PSR
J0030+0451 和 PSR J0740+6620 的质量-半径测量结果。

在本文的第二部分，我们利用引力波原始数据，考虑状态方程相关性，进

行贝叶斯分析。我们考虑了目前能提取致密星潮汐极化率的两个引力波事

件 GW170817 和 GW190425，同时考虑目前已经明确观测的最重致密星 PSR
J0740+6620 的质量 𝑀 = 2.08 ± 0.07𝑀�（68% 置信区间），对奇异夸克星和 ud
夸克星的性质进行了研究。结果发现，奇异夸克星的最大质量为 2.03+0.04

−0.07𝑀�（90%
置信区间），并不能解释 GW190814 事件的伴星。相反，如果 ud 夸克物质最稳

定，则 ud 夸克星的最大质量为 2.26+0.46
−0.20𝑀�（90% 置信区间），符合 GW190814 事

件伴星的质量约束。进而，我们的模型对 1.4𝑀� 处的潮汐极化率 Λ1.4 给出限制

Λ1.4 = 279+365
−98 （90% 置信区间）。我们的研究表明引力波事件 GW190814 的次星体

可能是一颗 ud 夸克星。

关键词：夸克星，引力波，贝叶斯分析，夸克物质稳定性
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ABSTRACT

STUDIES ON QUARK STARS WITHIN THE CONFINING
QUARK MATTER MODEL

ABSTRACT

Within a confining quark matter model which considers phenomeno-
logically the quark confinement and asymptotic freedom as well as chiral
symmetry restoration and quark deconfinement at high baryon density, this
thesis study properties of quark matter and quark star. The stability of quark
matter is reconsidered here. If quark matter satisfies so-called stability
window, i.e. strange quark matter is more stable than ordinary nuclear
matter and ordinary nuclear matter is more stable than up-down quark
matter, the maximum mass of strange quark star which composed of strange
quark matter 𝑀� = 2.05𝑀�. This result can not explain GW190814’s
secondary component with a mass of 2.59+0.08

−0.09𝑀�(90% confidence level,
CL). However, if we reconsider the stability of quark matter and assume
that up-down quark matter is more stable than both of strange quark matter
and ordinary nuclear matter, with constraint from GW170817 Λ̃ ≤ 720 the
maximum mass of up-down quark star is 2.77𝑀� and can fit the constrain
from the mass-radius relation measured from PSR J0030+0451 and PSR
J0740+6620 by NICER.

In the second part of this thesis, we reanalyse the original gravitational
wave data by considering its dependence on equation of state using Bayesian
method. We consider GW170817 and GW190425 which can extract tidal
parameter so far and take into account of the heaviest neutron star PSR
J0740+6620 with 𝑀 = 2.08 ± 0.07𝑀�(68% CL) to study the properties of
strange quark star and up-down quark star. We find that the maximum mass
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of strange quark star is 2.03+0.04
−0.07𝑀�(90% CL) and can not explain the nature

of GW190814. On the contrary, if up-down quark matter is the most sta-
ble matter, the maximum mass of up-down quark star is 2.26+0.46

−0.20𝑀�(90%
CL) and can explain the GW190814’s secondary component. Based on our
model, we give constraint of tidal deformability at 1.4𝑀�: Λ1.4 = 279+365

−98
(90% CL). Our results thus provide circumstantial evidence suggesting the
recently reported GW190814’s secondary component with could be an up-
down quark star.

KEY WORDS: quark star, gravitational wave, bayes analysis, stability of
quark matter
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第一章 引言

1.1 夸克星与夸克物质

中子星作为超新星爆发的产物，由于内部高密低温的特点，是研究致密物质

状态方程（Equation of State，EOS）的天然实验室。实际上，中子星并不是只由中

子物质构成，其内部结构至今尚不清楚。图1–1给出了几种可能的中子星内部组成

情况。其中最简单的情况即由图中传统中子星（traditional neutron star）所示，中

子星由质子、中子、电子和 𝜇 子组成。其内部也可能有超子出现，在这种情况下

中子星叫做“超子星”更合适。

图 1–1 中子星内部可能的结构[1]。

粒子物理标准模型告诉我们，中子和质子并不是组成物质的基本粒子，它们

也是由更加基本的夸克组成的。在中子星高密条件下，其内部强子物质有可能退

禁闭为自由的夸克物质。基于 Bodmer[2]、Terazawa[3] 和 Witten[4] 的假设，夸克物

质的稳定性满足所谓的稳定窗口[5]，即由退禁闭的 u、d 夸克和轻子组成的 ud 夸

克物质（ud quark matter，udQM）的每重子能量要比普通核物质每重子能量高，

以免核物质转变为 ud 夸克物质；同时由退禁闭的 u、d、s 夸克和一些轻子组成的
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奇异夸克物质（strange quark matter，SQM）每重子能量要比普通核物质每重子能

量低，以保证奇异夸克物质绝对稳定。很多研究[6-8] 表明中子星可能转变为由奇

异夸克物质组成的奇异夸克星（strange quark star, SQS）。

致密物质的性质主要由其状态方程决定。状态方程描述的是对给定能量密度

𝜖 时压强 𝑝 的大小，即函数关系 𝑝(𝜖)。原则上，致密物质的性质可以从量子色动

力学（Quantum Chromodynamics，QCD）拉氏量出发，进行第一性原理计算。但

是在致密星的特征密度内，无法进行微扰 QCD 计算，所以我们对致密星相关的夸

克物质的计算仍然依赖于有效模型[1, 9]。其中，最著名的就是 MIT 袋模型[10]。该

模型是一个唯象模型，其认为夸克物质处在一个“袋”中，袋内物质受到袋产生的

压强，并用袋常数 𝐵来参数化压强大小。在袋内可以进行微扰 QCD 计算，在最低

阶修正下袋模型给出的夸克物质热力学势密度为[11]：

Ω =
∑
𝑖

Ω0
𝑖 +

3
4𝜋2 (1 − 𝑎4)

( 𝜇𝑏
3

)4
+ 𝐵, 𝑖 = 𝑢, 𝑑, 𝑠, 𝑒 (1–1)

其中 𝜇𝑏 = 𝜇𝑢 + 𝜇𝑑 + 𝜇𝑠 为重子化学势，𝑎4 为微扰 QCD 修正的参数。

实际上，一些模型指出，奇异夸克物质可能不是绝对稳定态[12-17]。特别地，最

近的一项研究[16] 利用唯象夸克-介子耦合模型，表明 ud 夸克物质比普通核物质和

奇异夸克物质更加稳定，其相对应的 ud 夸克星（ud quark star, udQS）的性质也有

了一些讨论[18-21]。

1.2 致密星对致密物质状态方程的约束

致密星的宏观性质（如质量，半径）依赖于致密物质状态方程，所以对致密星

的观测可以反过来约束由微观模型推导出的致密物质状态方程，进而增加人们对

微观世界中物质间相互作用的理解。目前主要通过致密星质量-半径关系、大质量

的致密星、以及双星并合引发的引力波等手段来约束致密状态方程。习惯上，把

致密星叫做中子星，在不引起歧义的情况下，以下都把致密星叫做中子星。下面

分别介绍这三种约束。

1.2.1 中子星质量-半径关系

中子星的质量-半径关系可以通过 Tolman-Oppenheimer-Volkoff（TOV）方

程[22, 23] 与致密物质状态方程联系起来。TOV 方程描述了在广义相对论框架下，球
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对称中子星在流体静力学平衡下的状态：

𝑑𝑝

𝑑𝑟
= −(𝜖 + 𝑝)𝑚 + 4𝜋𝑟3𝑝

𝑟 (𝑟 − 2𝑚)
𝑑𝑚

𝑑𝑟
= 4𝜋𝑟2𝜖 (1–2)

其中已采用 𝑐 = 𝐺 = 1，𝑚 为在半径 𝑟 之内中子星包裹的质量。把状态方程 𝑝(𝜖)代
入 TOV 方程，可以得到中子星质量 𝑚 和其半径 𝑟 的关系 𝑚(𝑟)。我们假设观测到

的中子星中的致密物质都处在其最稳定的基态上，如果一个状态方程可以正确地

描述致密物质的性质，则其给出的质量-半径关系必须满足已有的质量-半径关系

的约束。

目前，对中子星质量-半径关系测量方式主要有两种。一种是分析低质量 X 射

线双星（Low-Mass X-ray Binary）发射出的 X 射线暴，这种方式需要在双星系统中

测量。另一种是分析中子星表面的热斑（hot spot），这种分析方式可以确定孤立中

子星的质量-半径关系，目前主要由国际空间站的 NICER[24]（Neutron Star Interior
Composition Explorer）进行实验观测。

1.2.2 大质量中子星

人们对于大质量中子星的搜寻也可以用来限制致密状态方程。如前所述，正

确的状态方程给出的最大质量 𝑀TOV 应该大于或等于目前发现的中子星最大质量

𝑀ob，如果某个状态方程给出的 𝑀TOV 小于 𝑀ob，则此状态方程应该被排除。更大

质量的中子星往往要求更硬的状态方程，所以一系列较软的状态方程就会被排除。

目前已经发现的最重的中子星是 PSR J0740+6620，其质量为 2.08+0.07
−0.07𝑀�（68% 置

信区间）[25]。

1.2.3 引力波事件

双星并合发出的引力波可以用来限制致密状态方程。对于双星系统，每一颗

星体都处在其伴星的潮汐场中，从而引发中子星的潮汐形变。对于潮汐场 E𝑖 𝑗，忽

略共振效应，其引起的质量四极矩 Q𝑖 𝑗 为

Q𝑖 𝑗 = −𝜆E𝑖 𝑗 , (1–3)

其中 𝜆 即所谓的潮汐极化率，与 𝑙 = 2 的相对论 Love 数 𝑘2 有关[26]：

𝜆 =
2
3
𝑘2
𝑅5

𝐺
. (1–4)

这里我们写出了万有引力常数 𝐺。𝜆 表征了在给定潮汐场下中子星形变的难易程

度，需要通过中子星的状态方程计算出来。一般来说，中子星的状态方程越硬，其

半径就会越大，𝜆 也就越大。
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取 Regge-Wheeler 规范，球对称致密星在最低阶潮汐修正下，固有时[27]

𝑑𝑠2 = − 𝑒2Φ(𝑟 ) [1 + 𝐻 (𝑟)𝑌20(𝜃, 𝜑)] 𝑑𝑡2

+ 𝑒2Λ(𝑟 ) [1 − 𝐻 (𝑟)𝑌20(𝜃, 𝜑)] 𝑑𝑟2

+ 𝑟2 [1 − 𝐾 (𝑟)𝑌20(𝜃, 𝜑)]
(
𝑑𝜃2 + sin2 𝜃𝑑𝜑2) , (1–5)

其中函数 𝐻 满足方程组

𝑑𝐻

𝑑𝑟
=𝛽,

𝑑𝛽

𝑑𝑟
=2

(
1 − 2

𝑚

𝑟

)−1
𝐻

{
−2𝜋[5𝜖 + 9𝑝 + 𝑓 (𝜖 + 𝑝)] + 3

𝑟2

+2
(
1 − 2

𝑚

𝑟

)−1 (𝑚
𝑟2 + 4𝜋𝑟 𝑝

)2
}

+ 2𝛽
𝑟

(
1 − 2

𝑚

𝑟

)−1 {
−1 + 𝑚

𝑟
+ 2𝜋𝑟2(𝜖 − 𝑝)

}
,

(1–6)

其中 𝑓 = 𝑑𝜖/𝑑𝑝。当 𝑟 → 0 时，𝐻 (𝑟) = 𝑎0𝑟
2，𝛽(𝑟) = 2𝑎0𝑟，其中 𝑎0 是常数，决定

了致密星形变程度，在计算 Love 数时会消掉，所以可以任意选择。定义变量

𝑦 =
𝑅𝛽(𝑅)
𝐻 (𝑅) −

4𝜋𝑅3𝜖−
𝑚

, (1–7)

其中 𝜖− 是致密星表面处的能量密度。中子星表面能量密度为 0，上式第二项为 0；
夸克星是自束缚系统，其表面能量密度不为 0，上式第二项不可忽略。有了以上变

量，我们可以计算 Love 数 𝑘2
[27]：

𝑘2 =
8𝐶5

5
(1 − 2𝐶)2 [2 + 2𝐶 (𝑦 − 1) − 𝑦]

× {2𝐶 [6 − 3𝑦 + 3𝐶 (5𝑦 − 8)]

+ 4𝐶3 [
13 − 11𝑦 + 𝐶 (3𝑦 − 2) + 2𝐶2(1 + 𝑦)

]
+3(1 − 2𝐶)2 [2 − 𝑦 + 2𝐶 (𝑦 − 1)] ln(1 − 2𝐶)

}−1
,

(1–8)

其中 𝐶 = 𝑀/𝑅，是星体的致密度。进一步引入无量纲潮汐极化率 Λ：

Λ =
2
3
𝑘2

(
𝑐2𝑅

𝐺𝑀

)5

. (1–9)
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假设双星中 𝑚1 > 𝑚2，引入 Λ 和 𝑚 的组合：

Λ̃ =
8
13

[ (
1 + 7𝜂 − 31𝜂2) (Λ1 + Λ2)

+
√

1 − 4𝜂
(
1 + 9𝜂 − 11𝜂2) (Λ1 − Λ2)

]
,

𝛿Λ̃ =
1
2

[√
1 − 4𝜂

(
1 − 13272

1319
𝜂 + 8944

1319
𝜂2

)
(Λ1 + Λ2)

+
(
1 − 15910

1319
𝜂 + 32850

1319
𝜂2 + 3380

1319
𝜂3

)
(Λ1 − Λ2)

]
.

(1–10)

其中 𝜂 = 𝑚1𝑚2/𝑀2，为对称质量（symmetric mass ratio），𝑀 = 𝑚1 +𝑚2 为双星系统

总质量。

引力波信号通过对 Λ 做出限制，进而约束致密状态方程。中子星有关的并合

事件目前主要有 GW170817[28]、GW190425[29] 与 GW190814[30]。下面对这三个引

力波事件进行简单介绍，进一步的引力波数据分析见第三章。

GW170817 事件是人类第一次直接观测到的由中子星并合引发的引力波事件。

其信噪比为 32.4，是目前为止信噪比最高的双中子星引力波事件。通过 LIGO（Laser
Interferometer Gravitational-Wave Observatory ）和 Virgo 的联合观测，信号源被定

位在天空中 28 deg2 的范围内，进一步的分析中，信号源位置被定位在天空 16deg2

内[31]，与随后电磁对应体的方位一致。在并合 1.7s 后，Fermi 卫星观测到了 𝛾 暴

GRB 170817A[32, 33]，直接证实了这是一次双中子星并合事件。11 小时后，光学对

应体 SSS17a/AT 2017gfo[34] 把该事件的信号源定位到了星系 NGC 4993。随后的可

见光、紫外、红外波段的观测证实了存在由双中子星并合引起的千新星事件。引

力波及其伴随的电磁对应体信号，把人类带入了多信使天文学时代。

中子星参与的并合事件发出的引力波会对中子星的无量纲潮汐极化率 Λ 给出

很强的限制。中子星的自旋会影响到其潮汐极化率参数的推断，所以往往区分低

自旋先验（low-spin priors，| ®𝜒 | ≤ 0.05）与高自旋先验（high-spin priors，| ®𝜒 | ≤ 0.89）
的结果（其中 ®𝜒 = 𝑐 ®𝑆/(𝐺𝑚2)，是中子星自旋 ®𝑆 的归一化无量纲形式）。由于银河系

内双中子星系统给出约束 | ®𝜒 | ≤ 0.05[35]，我们这里重点介绍低自旋先验的结果。在

GW170817 事件报道文章中[28]，Λ1、Λ2 独立变化，利用后牛顿波形模板，给出 90%
置信区间：̃Λ ≤ 800，1.4 倍太阳质量处潮汐极化率Λ (1.4𝑀�) ≤ 800。在接下来的两

个分析中[31, 36]，使用了 PhenomPNRT 模板。该模板考虑了中子星自旋引起的四极

矩，更重要的是，该模板考虑了由于自旋角动量与轨道角动量不共线而引起的进动

效应。通过考虑 EOS-insensitive 关系：通过大量状态方程拟合出Λ𝑎 对Λ𝑠 和 𝑞的关

系 Λ𝑎 (Λ𝑠, 𝑞)（其中，𝑞 ≡ 𝑚2/𝑚1 ≤ 1,Λ𝑠 ≡ (Λ1+Λ2)/2,Λ𝑎 ≡ (Λ2−Λ1)/2），来间接实

现 Λ1,2 对状态方程的依赖，从而对 1.4𝑀� 处的潮汐极化率给出限制 Λ1.4 = 190+390
−120
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（90% 置信区间）[36]。通过使用更广频段的数据和更准确的信号源位置，不考虑状

态方程依赖性，对 Λ̃ 可以给出更强限制 Λ̃ = 300+420
−230 （90% 置信区间）[31]。

相比于 GW170817，GW190425 与 GW190814 对物态方程限制比较弱。

GW190425 与 GW190814 事件都没有明确的电磁对应体。GW190425 的信噪比为

12.9，因为探测器信噪比过低，Virgo 探测器对信号探测阶段没有贡献。在低自旋

先验下，采用 PhenomPv2NRT 波形，GW190425 给出 Λ̃ ≤ 600（90% 置信区间）[29]。

GW190814 事件更为特殊，已经明确知道其主星体为质量在 22.2–24.3𝑀� 的黑洞，

其次星体质量 𝑚2 = 2.59+0.08
−0.09𝑀�，至今仍不清楚次星体是黑洞还是中子星。由于质

量不对称度太大，在次星体发生潮汐形变之前双星系统就已经发生了并合[37]，无

法从引力波信号中提取出潮汐极化率信息。

1.3 论文安排

本文分为两部分：在第二章，我们利用禁闭夸克物质模型，探讨 GW190814 事

件的次星体是奇异夸克星还是 ud 夸克星。我们发现 ud 夸克星可以解释 GW190814
事件的次星体，于是研究了 ud 夸克物质的性质和 ud 液滴的表面张力。在第三章，

我们同时考虑 GW170817 事件、GW190425 事件以及目前已经明确发现的最重中

子星 PSR J0740+6620 的质量，基于禁闭夸克物质模型进行贝叶斯分析，继续探讨

GW190814 事件的次星体的性质。第四章给出了总结与展望。
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第二章 GW190814:存在 ud夸克星的可能证据

2.1 背景介绍

最近，LIGO 和 Virgo 合作组宣布了 GW190814 事件[30]，一个质量为 23.2+1.1−1.0𝑀�

的主星和一个质量为 2.59+0.08
−0.09𝑀�（90% 置信区间）的次星体发生了并合。目前已经

明确其主星为一颗黑洞，但是其次星体的质量却落入了所谓的中子星与黑洞之间

的“质量间隙”[38-41]（mass gap）里。利用密度泛函模型，通过对有限核、GW170817
事件中子星潮汐极化率限制[28, 31, 36, 42]、重离子碰撞对高密度处对称核物质状态方

程限制[43] 的同时分析，静态中子星的最大质量 𝑀TOV ≈ 2.3𝑀�[44]。中子星最大质

量 𝑀TOV ≈ 2.3𝑀� 相对较小主要是因为在重离子碰撞的约束下，对称核物质的状

态方程较软，这一点也被基于相对论平均场的计算所证明[45, 46]。最大质量 𝑀TOV ≈
2.3𝑀� 也与对 GW170817 的分析结果很好地符合[47-49]。因此，次星体不可能是一

颗静态或者缓慢转动的中子星，但是它可以是一颗快速转动的中子星[30, 50-54] 。但

是中子星在如此强大的引力场中，如何保持快速转动直到并合还有待理解[30]。其

他的一些研究[45, 55, 56] 建议该次星体是一个黑洞。

除了快速转动的中子星和黑洞，夸克星是 GW190814 次星体的一个候选者。

一些人认为对于高度磁化的致密星，夸克星无法解释“脉冲星频率陡增”[57]（pulsar
glitches）和准周期震荡[58]（quasi-periodic oscillations），但是由于夸克物质的复杂

结构，对于脉冲星频率陡增也有一些可能的解释[59, 60]。同时，由于对致密星结构

尚不清楚，对于准周期震荡的观测不能完全排除夸克星假设[21, 61]。

在这里，我们利用禁闭夸克物质模型[62, 63] 来探讨 GW190814 次星体是一颗夸

克星的可能性。禁闭夸克物质模型唯象地考虑了 QCD 的基本特点：夸克禁闭、渐

近自由、高密度处手征对称恢复和夸克退禁闭，可以用来描述重子性质[63, 64]。我

们发现 GW190814 次星体不可能是一颗传统的奇异夸克星，即奇异夸克物质不是

物质的基态；其可能是一颗 ud 夸克星，即 ud 夸克物质比普通核物质和奇异夸克

物质稳定以保证进而夸克星是 ud 夸克星。如果次星体是一颗 ud 夸克星，则可以

满足 GW170817[31] 事件对致密星潮汐极化率的约束和 NICER 对 PSR J0030+0451
和 PSR J0740+6620 质量-半径的约束[65-68]。
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2.2 禁闭夸克物质模型

QCD 是强相作用的基本理论，但是由于其在低能情况下非微扰的特点，无法

通过第一性原理计算。于是，人们提出来了一系列唯象夸克物质模型。比如 MIT
袋模型[5]，夸克质量密度相关模型[69, 70] 等。这些模型都反应了 QCD 的两个基本

精神：夸克禁闭与渐近自由。

在非相对论 QCD 情况下，两个夸克 qq 或者夸克反夸克 qq̄ 之间的相互作用势

可以写成𝑉 (r)的形式。由于胶子自相互作用，在长距离情况下，势能正比于两夸克

之间的距离𝑉 (r) ∼ 𝑘r。在短距离情况下，可以 QED 情况来类比，同时考虑到 QCD
比 QED 多了色相互作用，所以夸克与反夸克之间的势能可以写作 𝑉qq(r) = 𝐶 𝛼𝑆

r 。

其中 𝐶 即所谓的色因子。对于 qq̄，𝐶 = −4/3。对于 qq，𝑉qq(r) = +𝐶 𝛼𝑆

r ，𝐶 = −2
3。

直接把长程项和短程项相加，就可以得到 qq̄ 之间势能的经验公式

𝑉qq(r) = −
4
3
𝛼𝑆

r
+ 𝑘r, (2–1)

该公式可以很好地预言 cc̄、bb̄ 束缚态的能谱。

比起这种直接相加的形式，考虑长程情况下的线性禁闭和短程情况下的渐近

自由，我们可以有不同的方式来参数化距离在中等尺度时势能形式。其中最简洁

的形式是 Richardson 在 1979 年提出的 Richardson 势[71]:

𝑉
(
q2) = 𝐶𝐵 1

q2
1

ln (1 + q2/Λ2)

= −4
3

12𝜋
33 − 2𝑛f

1
q2

1
ln (1 + q2/Λ2) ,

(2–2)

其中 𝑛f = 3，为夸克味道量子数，Λ 为参数。对公式（2–2）做傅里叶变换，可以

得到在坐标空间中的势能表达式

𝑉 (𝑟) = 8𝜋
33 − 2𝑛 𝑓

Λ

(
Λ𝑟 − 𝑓 (Λ𝑟)

Λ𝑟

)
. (2–3)

从公式（2–2）中可以看出，在大的动量转移情况下，势能趋于零，即实现渐近自

由，从公式（2–3）可以看出，在大距离间隔情况下，𝑉 (𝑟) ∝ 𝑟，即实现线性禁闭。

Richardson 利用这个势能，进行非相对论的计算，可以很好得符合重介子 𝐽/Ψ
和 Υ 的质量谱。Dey 等人[64] 利用这个势能进行了相对论的 Hartree-fock 计算，发

现当 Λ = 400MeV 时，该势能可以很好地描述重子 Ω− 的磁矩和质量。考虑到渐近

自由与夸克色禁闭的能标不相同，Bagchi 等人[63] 用两个标量参数 Λ、Λ′来分别描
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述渐近自由项和禁闭项，提出了改进的理查德森势，相应的势能即为

𝑉𝑖 𝑗 =
12𝜋
27


1(

k𝑖 − k 𝑗

)2 ln
(
1 + (k𝑖−k 𝑗)2

Λ2

) − Λ2(
k𝑖 − k 𝑗

)4 +
Λ′2(

k𝑖 − k 𝑗

)4


, (2–4)

并通过相对论 Hartree-Fock 计算拟合重子 Ω− 和 Δ++ 的性质，定出渐近自由参数

Λ =100MeV，禁闭参数 Λ′ = 350MeV。

有了势能的形式，我们可以写出禁闭夸克物质（confining quark matter model ，

CQM）模型的哈密顿量

𝐻 =
∑
𝑖

(𝛼𝑖 · p𝑖 + 𝛽𝑖𝑀𝑖) +
∑
𝑖< 𝑗

𝜆(𝑖) · 𝜆( 𝑗)
4

𝑉𝑖 𝑗 , (2–5)

其中 i,j 代表不同味夸克，𝛼𝑖、𝛽𝑖 来自于狄拉克方程，𝜆是 Gell-Mann SU(3) 色矩阵。

𝑉𝑖 𝑗 是两夸克之间的矢量势，即改进的理查德森势，𝑀𝑖 是介质中组分夸克的有效

质量。为了实现在高密处手征对称恢复，𝑀𝑖 参数化为如下形式：

𝑀𝑖 = 𝑚𝑖 + 𝑚∗𝑖 sech(𝜈𝑖𝑛𝐵/𝑛0), (2–6)

其中 𝑚𝑖 为流夸克质量，𝑚∗𝑖 是参数，通过组分夸克质量 𝑀𝑖 在重子数密度 𝑛𝐵 等于

0 时，也就是真空中的值确定。𝑛0 = 0.17 fm−3 是正常核物质密度，𝜈𝑖 是参数，用来

改变夸克有效质量对重子数密度的依赖。如果忽略夸克的流质量，在高密处，夸

克有效质量趋于零，从而可以实现手征对称恢复。

对于矢量势部分，我们采用的是之前讨论的改进的理查德森势。同时，考虑

在夸克物质中，胶子对夸克相互作用的屏蔽效应：

𝑉𝑖 𝑗 (q2) =
12𝜋
27

[
𝑉AF(q2) +𝑉CF(q2)

]
, (2–7)

其中

𝑉AF(q2) =
1

(q2 + 𝑚2
𝑔) ln

(
1 + q2+𝑚2

𝑔

Λ2

) − Λ2

(q2 + 𝑚2
𝑔)2
,

𝑉CF(q2) =
Λ′2

(q2 + 𝑚2
𝑔)2
,

其中 q = k𝑖 − k 𝑗 是两个夸克之间的动量转移。𝑚𝑔 为胶子质量，在最低阶情况下,
写作[72]：

𝑚2
𝑔 =

(
𝐷−1)2

=
2𝛼0

𝜋

∑
𝑖

𝑘 𝑓
𝑖

√(
𝑘 𝑓
𝑖

)2
+ 𝑀2

𝑖 , (2–8)
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其中 𝛼0 是夸克胶子耦合常数，𝑘 𝑓
𝑖 =

(
𝜋2𝑛𝑖

)1/3 是第 i 味夸克的费米动量，𝑛𝑖 是第 i
味夸克数密度。在高密度处，𝑚2

𝑔 很大，𝑉 (q2)趋于零，夸克处于退禁闭的状态。

在这个工作中，我们采用Λ = 100 MeV,Λ′ = 350 MeV, 流夸克质量𝑚𝑢 = 4 MeV,
𝑚𝑑 = 7 MeV ，𝑚𝑠 = 150 MeV ，𝛼0 = 0.65 来保持与 Bagchi 等人[63, 73] 保持一致。我

们同时取 𝑚∗𝑢 = 331 MeV，𝑚∗𝑑 = 328 MeV 和 𝑚∗𝑠 = 377 MeV 来对应 Nambu-Jona-
Lasinio (NJL) 模型在 HK[74] 参数下的真空组分夸克质量 𝑀𝑢0 = 𝑀𝑑0 = 335 MeV ，

𝑀𝑠0 = 527 MeV 。同时, 简单起见，我们假设 𝜈𝑢 = 𝜈𝑑 ≡ 𝜈𝑢𝑑 ，所以我们只有两个参

数，𝜈𝑢𝑑 和 𝜈𝑠。

基于模型的哈密顿量，通过 Hartree-Fork 近似，我们可以得到夸克物质相关

热力学量的表达式。夸克物质的能量密度可以写作

𝜀 = 𝜀𝑘 + 𝜀𝑣 . (2–9)

其中动能部分为

𝜖𝑘 =
∑
𝑖

𝑔𝑖
(2𝜋)3

∫ 𝑘
𝑓
𝑖

0
d3𝑘

√
𝑘2 + 𝑀2

𝑖

=
∑
𝑖

𝑔𝑖𝑀
4
𝑖

16𝜋2

[
𝑥𝑖

√
1 + 𝑥2

𝑖

(
1 + 2𝑥2

𝑖

)
− arcsinh(𝑥𝑖)

]
.

(2–10)

其中

𝑥𝑖 =
𝑘 𝑓
𝑖

𝑀𝑖

,

对于奇异夸克物质 𝑖 对 u、d、s 夸克和轻子求和，对于 ud 夸克物质 𝑖 对 u、d 夸克

和轻子求和。𝑔𝑖 为简并度，对夸克为 6，对轻子为 2。
势能部分能量密度写作

𝜀𝑣 = − 1
2𝜋3

∑
𝑖, 𝑗

∫ +1
−1
𝑑𝑥

∫ 𝑘
𝑓
𝑗

0
𝑘2
𝑗

∫ 𝑘
𝑓
𝑖

0
𝑘2
𝑖× 𝑓

(
𝑘 𝑖, 𝑘 𝑗 , 𝑀𝑖, 𝑀 𝑗 , 𝑥

)
×𝑉

[
𝐷−1,

(
𝑘 𝑖 − 𝑘 𝑗

)2
]
𝑑𝑘 𝑗𝑑𝑘 𝑖,

(2–11)
其中

𝑓
(
𝑘 𝑖, 𝑘 𝑗 , 𝑀𝑖, 𝑀 𝑗 , 𝑥

)
=

(
𝑒𝑖 · 𝑒 𝑗 + 2 · 𝑘 𝑖 · 𝑘 𝑗 · 𝑥 +

𝑘2
𝑖 · 𝑘2

𝑗

𝑒𝑖 · 𝑒 𝑗

)
× 1
(𝑒𝑖 − 𝑀𝑖)

(
𝑒 𝑗 − 𝑀 𝑗

) ,
𝑒𝑖 =

√
𝑘2
𝑖 + 𝑀2

𝑖 + 𝑀𝑖 .

(2–12)
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我们假设夸克物质由夸克和轻子（电子和 𝜇 子）组成，没有中微子，并且处

在 𝛽 平衡和电中性状态。奇异夸克物质中 𝛽 平衡条件可以写作

𝜇𝑑 = 𝜇𝑢 + 𝜇𝑒 = 𝜇𝑠, (2–13)

电中性条件
2
3
𝑛𝑢 −

1
3
𝑛𝑑 −

1
3
𝑛𝑠 − 𝑛𝑒 − 𝑛𝜇 = 0. (2–14)

在以上等式中，直接移除 s 夸克相关量，即可得到 ud 夸克物质中 𝛽 稳定方程。

对于轻子，我们用

𝜇𝑙 =

√(
𝑘 𝑓
𝑙

)2
+ 𝑚2

𝑙 , (𝑙 = e, 𝜇) (2–15)

来计算化学势，其中 𝑘 𝑓
𝑙 =

(
3𝜋2𝑛𝑙

) 1
3 是轻子的费米动量。夸克物质的总的压强可以

从热力学关系得出

𝑃 = −𝜖 +
∑
𝑗

𝑛 𝑗𝜇 𝑗 .

2.3 结果与讨论

在这里，我们主要考虑两种类型的夸克星：传统的奇异夸克星和 ud 夸克星。

这两种夸克星的主要区别为组成夸克星的成分不同。而夸克星又是由最稳定的物

质组成，所以，不同类型的夸克星直接决定了对应夸克物质的稳定性。我们用夸

克物质饱和点处的每重子能量来表征夸克物质的稳定性。饱和点处每重子能量越

高，夸克物质越不稳定。对于传统的奇异夸克星，夸克星由奇异夸克物质组成，所

以奇异夸克物质处于最稳定的状态。同时，ud 夸克物质、核物质、奇异夸克物质的

每重子能量还需要满足所谓稳定窗口。已知每重子能量最低的原子核为 Fe56，取

其结合能为 930 MeV，所以绝对稳定窗口可以写作

𝐸min,ud > 930MeV > 𝐸min,uds, (2–16)

而如果夸克星是由 ud 夸克物质组成的 ud 夸克星，相应的稳定性排序就需要改为：

𝐸min,ud < 930MeV且𝐸min,ud < 𝐸min,uds. (2–17)

通过改变参数 𝜈𝑢𝑑 和 𝜈𝑠，我们可以得到一系列软硬程度不同的状态方程，把状态

方程代入 TOV 方程，我们可以得到静态夸克星不同的质量-半径关系。我们发现

如果夸克星为传统的奇异夸克星，则其最大质量 𝑀TOV 只能到达 2.05𝑀� 。这时
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状态方程参数为 𝜈𝑢𝑑 = 0.50 ，𝜈𝑠 = 1.62 ，这组参数记为 SQS2.05。而在不违背因

果律（声速小于真空中的光速）的条件下，ud 夸克星的最大质量 𝑀TOV 可以到达

3.67𝑀� 这时参数取值为 𝜈𝑢𝑑 = 1.52 , 𝜈𝑠 ≤ 1.06 ，这组参数记为 udQS3.67。因此，

ud 夸克星比 uds 夸克星可以达到更大的最大质量，并且 uds 夸克星的最大质量明

显比 GW190814 事件中次星体质量 2.59+0.08
−0.09𝑀� 要小。

自束缚的夸克星，如果其最大质量 𝑀TOV 变大，则相同质量下其半径也会变

大，从而会有更大的 Λ̃ 。GW170817 事件第一次证实了两个脉冲星并合，并给出

限制 Λ̃ = 300+420
−230 （90% 置信区间），并合的两颗星质量比 𝑞 = 0.73-1.00 ，啁啾质

量M𝑐 = 1.186+0.001
−0.001𝑀�

[31]（低自旋情况下）。假设 GW170817 事件是双夸克星并合，

我们发现对于 udQS3.67 Λ̃(𝑞 = 0.73) = 2244，严重违背了 Λ̃ = 300+420
−230 的限制。对

于给定的M𝑐，Λ̃(𝑞) 会随着 𝑞 的增大而增大，我们取M𝑐 = 1.186𝑀�，采取约束

Λ̃(𝑞 = 0.73) ≤ 720 且 Λ̃(𝑞 = 1) ≥ 70。为了满足 GW170817 事件对 Λ̃ 的约束，我

们发现当 𝜈𝑢𝑑 = 0.965 且 𝜈𝑠 ≤ 0.61 时（这组参数记为 udQS2.77），𝑀TOV = 2.77𝑀�，
Λ̃(𝑞 = 0.73) = 720 ，1.4 倍太阳质量处无量纲潮汐极化率 Λ(1.4𝑀�) = 677。

 NICER(Riley et al.)

M=2.50-2.67M (90% C.L.)

PSR J0030+0451
(68% C.L)

图 2–1 CQM模型中 SQS2.05、udQS2.77、udQS3.67三组参数给出的质量-半径关系。橘黄色
条带给出了 GW190814次星体的质量区间 2.59+0.08

−0.09𝑀�（90%置信区间），青色与灰色阴影分
别给出了 NICER对 PSR J0030+0451和 PSR J0740+6620质量-半径范围的两个独立分析结

果[65-68]。
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图2–1给出了在 SQS2.05, udQS2.77 和 udQS3.67 参数下，夸克星的质量-半径

关系。为了比较，在图中我们给出了 NICER 对 PSR J0030+0451 和 PSR J0740+6620
质量-半径关系的分析结果[65-68]。从图中我们可以看出，udQS2.77 参数预言的质量-
半径关系可以经过 PSR J0030+0451 质量-半径约束的 68% 置信区间边界，并可以

完美符合 PSR J0740+6620 的质量-半径约束。如果 NICER 给出 PSR J0030+0451 质

量-半径约束地 90% 置信区间边界，udQS2.77 参数预言的质量-半径关系则也可以

符合 PSR J0030+0451 的质量-半径约束。另一方面，PSR J0030+0451 是一颗转动

频率为 205.53 Hz 的致密星，我们发现，如果让 udQS2.77 参数下的 ud 夸克星以此

频率转动起来，1.4𝑀� 处的半径会增加 0.06 km。因此，参数 udQS2.77 预言的 ud
夸克星可以同时满足 NICER 对 PSR J0030+0451 和 PSR J0740+6620 的质量-半径

约束。从图中还可以看出，参数 SQS2.05 预言的质量-半径关系明显偏离了 NICER
的约束。所以，我们的结果表明，GW190814 的次星体不可能是传统的奇异夸克

星，而可能是一颗 ud 夸克星。

进一步来看一看我们结果的意义。图2–2给出了 SQS2.05、udQS2.77 和

udQS3.67 参数下夸克有效质量 𝑀𝑢 、𝑀𝑠 和夸克物质中声速的平方 𝑐2
𝑠 = 𝑑𝑝/𝑑𝜖

随重子数密度的变化。作为比较，HK[74] 参数下 SU(3) NJL 模型中 𝑀𝑢 和 𝑀𝑠 的经

验值也一并画出。由于 𝑀𝑑 与 𝑀𝑢 相比只在流质量项上有微小差别，图中没有给

出其变化趋势。在目前的 CQM 模型中，我们有两个自由参数 𝜈𝑢𝑑 和 𝜈𝑠 来决定夸

克有效质量对数密度的依赖，𝜈𝑢𝑑 或 𝜈𝑠 越大，夸克有效质量随数密度衰减的越快。

如果忽略夸克的流质量，可以在高密处实现手征对称恢复。

从图2–2（a）中可以看出，参数 SQS2.05 和 udQS3.67 预测的 𝑀𝑢 明显得偏离

NJL 模型的结果，而 udQS2.77 预测的 𝑀𝑢 与 NJL 模型结果非常相似。另外，从

图2–2（b）中可以看出，参数 udQS2.77 要求 𝜈𝑠 ≤ 0.61，其对应的 𝑀𝑠 与 NJL 模型

结果是一致的。我们的结果表明，udQS2.77 参数下，u、d 和 s 夸克质量与 NJL 模

型的经验结果可以符合得很好。

夸克物质中的声速 𝑐𝑠 是描述其物质特性的重要物理量，可以用来衡量物质物

态方程的软硬程度。从图2–2（c）中可以看出, 夸克物质中的声速在低密处趋于真

空中的光速，明显地破缺了所谓的共形约束 𝑐2
𝑠 ≤ 1/3[75]。在高密处，由于夸克解

禁，夸克间相互作用趋于渐近自由，声速趋于共形极限
√

1/3 。

在夸克星达到最大质量时，其中心点重子数密度 𝑛B,c（表面重子数密度 𝑛B,surf）

为：SQS2.05 参数下 1.33 fm−3（0.48 fm−3），udQS2.77 参数下 0.79 fm−3（0.31 fm−3），

udQS3.67 参数下 0.52 fm−3（0.22 fm−3）。由于夸克物质自束缚的特点，在夸克星表

面处，压强为 0，而能量密度与重子数密度不为 0，故其表面处声速 𝑐𝑠 可以很大。
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udQS2.77 ( s<0.61)
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2=1/3

c s2

图 2–2 CQM模型中，SQS2.05、udQS2.77和 udQS3.67参数下 𝑢夸克质量（a），𝑠夸克质量
（b）和夸克物质中声速的平方 𝑐2

𝑠（c）随重子数密度的变化。作为比较，图中给出了 NJL模型
对 u夸克和 s夸克质量的预测。在图（c）中，最大质量夸克星的中心与表面密度用五角星标

出。

对于参数 udQS3.67，其声速最大值出现在密度最低处，且为真空中的光速，这就

表明其表面处的状态方程很硬，压强随能量密度变化剧烈，而且其表面数密度更

低，从而可以给出更大的最大质量。

我们还检验了奇异夸克物质比 ud 夸克物质稳定，同时 ud 夸克物质比核物质

更稳定的情况，即

930MeV > 𝐸min,ud > 𝐸min,uds. (2–18)
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满足这种稳定性的夸克物质我们称作非传统奇异夸克物质，相应的夸克星称作非

传统奇异夸克星。需要注意的是，在这种稳定性的情况下，奇异夸克物质仍然是

物质的最稳定状态，而“非传统”是因为核物质不再是比 ud 夸克物质稳定了。在

这种稳定排序下，非传统奇异夸克星可以有很大的质量：𝑀TOV = 5𝑀� ，相应的

参数为 𝜈𝑢𝑑 = 3.2 and 𝜈𝑠 = 2.8 ，这组参数记为 ucSQS5.0。但是，参数 ucSQS5.0
给出 Λ̃(𝑞 = 0.73) = 9672，严重超出了 GW170817 事件对 Λ̃ 的限制。为了满足

GW170817 事件的限制，我们发现在 𝜈𝑢𝑑 = 0.91 and 𝜈𝑠 = 1.58（参数记为 ucSQS2.77）
时，非传统奇异夸克星的最大质量可以到达 2.77𝑀�，这时 Λ̃(𝑞 = 0.73) = 720，
Λ(1.4𝑀�) = 677。ucSQS2.77 参数和 udQS2.77 参数给出的质量-半径关系几乎相

同。但是，𝜈𝑠 = 1.58 意味着 𝑀𝑠 需要随密度衰减得很快，和图2–2（b）中 NJL 模

型给出的 𝑀𝑠 经验值相违背。因此，这种情况也被排除。

此外，我们利用其它基于 MIT 袋模型的奇异夸克物质模型[76-80] 进行了计算，

结果表明奇异夸克星的最大质量𝑀TOV 可以比 2.5𝑀�大，但是都违背了 GW170817
对 Λ̃ 的约束。这就表明 GW190814 的次星体不可能是一颗奇异夸克星。

如果 ud 夸克物质是最稳定的状态会有一系列重要结果[16, 20, 21, 81, 82]。其中一个

有意思的例子就是是否存在稳定的 ud 结团或者 ud 液滴，进一步，质量数 𝐴 ∼ 300
附近是否存在整片的稳定 ud 液滴[16]。

计算 ud 液滴的性质有一系列方法，其性质的关键物理量是其表面张力。在这

里，我们先使用简单的液滴模型，即假设 ud 液滴半径为 𝑅，其内部包含密度为 𝑛𝑢

（𝑛𝑑）的 u（d）夸克，总的重子数为 𝐴，电荷数为 𝑍，则其每重子能量可以表示为

𝐸𝑢𝑑lets(𝐴, 𝑍) = 𝐸 (𝑛𝑢, 𝑛𝑑) + 4𝜋Σ𝑅2/𝐴 + 3𝑍2𝑒2/(5𝐴𝑅) (2–19)

其中 Σ 是表面张力。目前，Σ 的具体值仍然不清楚，依赖于计算的方式

和模型[59, 81, 83, 84]。294
118Og[85] 是目前发现的最重的原子核，其每重子能量为

931.975 MeV[86]，则我们要求在 𝐴 = 294，𝑍 = 118 时，𝐸𝑢𝑑lets(𝐴, 𝑍)大于 931.975 MeV
以避免 294

118Og 衰变为 ud 液滴。这种计算方式给出 Σ ≥ 115.6 MeV/fm2。Σ ≥
115.6 MeV/fm2 只是一个非常粗略的估计，其忽略了更高阶的表面对称能项和曲

率项，而这些项的不确定往往更大。

进一步，我们采用 Tomas-Fermi 近似方法[81]，自洽地考虑标量势和矢量势，为

保证 294
118Og 不衰变为 ud 液滴，表面张力需要满足 Σ ≥ 123 MeV/fm2。无论如何，探

索 ud 液滴在各种核过程（如合成超重核、高能重离子碰撞、高能宇宙射线、超新

星爆发和双星并合）中如何产生是值得继续探讨的话题，相比于三味的奇异夸克

液滴[5]，两味的 ud 液滴更加容易在这些有很多重子 (重子数 A≳ 300) 参与的过程

中产生。
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第三章 引力波分析

第一章简单地介绍了一下引力波对致密物质状态方程的约束，第二章我们采

用了 GW170817 的限制 Λ̃(𝑞 = 0.73) ≤ 720。这一章我们深入引力波分析，从原始

的引力波信号出发，考虑状态方程的相关性，利用贝叶斯方法进行分析，直接给

出状态方程的参数范围，而不是简单地只采用 LIGO-Virgo 合作组对 Λ̃ 的结果。

本章首先从理论上介绍了引力波的产生、传播，然后介绍了地面实验对引力

波的探测，再介绍了 LIGO-Virgo 对引力波数据的处理流程，最后，我们利用禁闭

夸克物质模型，对引力波数据进行了重新分析，进一步探讨了 ud 夸克星存在的可

能性。

3.1 引力波：爱因斯坦方程的解

3.1.1 弱场近似下爱因斯坦方程

爱因斯坦场方程描述了时空曲率与物质之间的关系

𝐺𝛼𝛽 ≡ 𝑅𝛼𝛽 − 1
2
𝑔𝛼𝛽𝑅 = 8𝜋𝑇 𝛼𝛽, (3–1)

其中，𝐺𝛼𝛽 为爱因斯坦张量，𝑅𝛼𝛽 为里奇张量，𝑅为里奇标量，𝑇 𝛼𝛽 为能动量张量，

𝑔𝛼𝛽 为度规。

在远离致密物体（比如中子星或黑洞）的地方，时空几何是近似平坦的，我

们可以把度规 𝑔𝛼𝛽 写成闵氏时空度规 𝜂𝛼𝛽 与一微扰度规 ℎ𝛼𝛽 之和：

𝑔𝛼𝛽 = 𝜂𝛼𝛽 + ℎ𝛼𝛽,
��ℎ𝛼𝛽�� � 1. (3–2)

在上式的近似下，爱因斯坦张量化简为

𝐺𝛼𝛽 = −1
2
□ℎ̄𝛼𝛽, (3–3)

其中 ℎ̄𝛼𝛽 ≡ ℎ𝛼𝛽 − 1
2𝜂

𝛼𝛽ℎ，□为达朗贝尔算符。于是，我们就可以得到弱场近似下

爱因斯坦方程：

□ℎ̄𝛼𝛽 = −16𝜋𝑇 𝛼𝛽 . (3–4)

3.1.2 引力波在真空中传播

在真空中，𝑇 𝛼𝛽 = 0。方程（3–4）变为(
− 𝜕

2

𝜕𝑡2
+ ∇2

)
ℎ̄𝛼𝛽 = 0, (3–5)
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其有平面波解

ℎ̄𝛼𝛽 = 𝐴𝛼𝛽 exp (i𝑘𝛼𝑥𝛼) . (3–6)

我们允许解有复数形式，在实际使用时只取解的实部。在横向无迹（transverse-
traceless，TT）规范下，ℎ̄TT

𝛼𝛽 = ℎTT
𝛼𝛽，沿 z 方向传播的平面波的解可以写作

ℎTT
𝛼𝛽 =

©«
0 0 0 0
0 𝐴+ 𝐴× 0
0 𝐴× −𝐴+ 0
0 0 0 0

ª®®®®®¬
cos[𝜔(𝑡 − 𝑧)] =

©«
0 0 0 0
0 ℎTT

+ ℎTT
× 0

0 ℎTT
× −ℎTT

+ 0
0 0 0 0

ª®®®®®¬
. (3–7)

3.1.3 引力波的产生

从方程 (3–4) 可以看出，引力波与电磁波相类似，其也满足达朗贝尔方程，我

们可以用处理电磁波的手段来处理引力波。方程 (3–4) 的解可以写作推迟势的形

式，即在坐标 ®𝑥 处，时间为 𝑡 时，引力波为

ℎ̄𝛼𝛽 (𝑡, ®𝑥) = 4
∫
𝑑3®𝑦

𝑇𝛼𝛽 (𝑡 − 𝑅, ®𝑦)
𝑅

, 𝑅 = | ®𝑥 − ®𝑦 |. (3–8)

其中 ®𝑦 遍历源的所有区域。为得到在横向无迹架构下引力波的解，我们需要引入

投影算符

𝑃𝑖 𝑗 ≡ 𝛿𝑖 𝑗 − 𝑛𝑖𝑛 𝑗 , (3–9)

其中 𝑛𝑖 是引力波的传播方向。定义变量 Λ𝑖 𝑗 ,𝑘𝑙 ≡ 𝑃𝑖𝑘𝑃 𝑗𝑙 − 1
2𝑃𝑖 𝑗𝑃𝑘𝑙 ，横向无迹条件

下的引力波可以写作[87]

ℎTT
𝑖 𝑗 (𝑡, ®𝑥) = Λ𝑖 𝑗 ,𝑘𝑙 ℎ̄𝑘𝑙

= 4Λ𝑖 𝑗 ,𝑘𝑙

∫
𝑑3®𝑦𝑇𝑘𝑙 (𝑡 − 𝑅, ®𝑦)

𝑅
.

(3–10)

当场点远离引力波源，即 𝑟 = | ®𝑥 | � |®𝑦 |时，可以用 𝑟−1 替换上式中的 𝑅−1:

ℎ̄𝛼𝛽 (𝑡, ®𝑥) ≈
4
𝑟

∫
𝑇𝛼𝛽 (𝑡 − 𝑅, ®𝑦) d3𝑦. (3–11)

由能动量守恒 𝜕𝛼𝑇𝛼𝛽 = 0，可以得到 ℎ̄𝛼𝛽 的空间分量：

ℎ̄𝑖 𝑗 (𝑡, ®𝑥) =
2
𝑟
¥𝐼𝑖 𝑗 (𝑡 − 𝑟), 𝐼𝑖 𝑗 (𝑡) =

∫
𝑑3®𝑦𝑇00(𝑡, ®𝑦)𝑦𝑖𝑦 𝑗 . (3–12)
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ℎTT
𝑖 𝑗 可以与引力势多级展开 Φ = −𝑀

𝑟
+ 3

2𝑟3𝑄𝑖 𝑗𝑛
𝑖𝑛 𝑗 + · · · 中的四级矩[88]

𝑄𝑖 𝑗 (𝑡) =
∫
𝑇00(𝑡, ®𝑦)

(
𝑦𝑖𝑦 𝑗 −

1
3
‖®𝑦‖2𝛿𝑖 𝑗

)
d3𝑦

= 𝐼𝑖 𝑗 (𝑡) −
1
3
𝛿𝑖 𝑗 𝐼𝑘𝑘

(3–13)

联系起来。因为公式（3–13）的第二项在Λ𝑖 𝑗 ,𝑘𝑙 作用下为 0，于是Λ𝑖 𝑗 ,𝑘𝑙
¥𝐼 𝑘𝑙 = Λ𝑖 𝑗 ,𝑘𝑙

¥𝑄𝑘𝑙，

所以 ℎTT
𝑖 𝑗 可以写成质量四级矩的形式

ℎTT
𝑖 𝑗 (𝑡, ®𝑥) =

2
𝑟
Λ𝑖 𝑗 ,𝑘𝑙

¥𝑄𝑘𝑙 (𝑡 − 𝑟). (3–14)

3.1.4 双星系统产生的引力波

从上面的推导可以看出，引力波的产生是由于物质的变速运动引起的，超新

星爆发、双星系统并合都可以产生可观测的引力波。这里介绍一下双星系统并合

发出的引力波。考虑最简单的双星系统 𝑚1，𝑚2，选取适当坐标系，两颗星在 𝑥𝑦

平面内运动，原点与质心重合，视线方向 ®𝑛 = ®𝑥/𝑟 = (0, 0, 1) 与 𝑧 轴重合。总质

量 𝑀 = 𝑚1 + 𝑚2，约化质量 𝜇 = 𝑚1𝑚2
𝑀

，两星到原点距离分别为 𝑟1，𝑟2，两星距离

𝑙0 = 𝑟1 + 𝑟2，轨道速度 𝑣 = 𝜔𝑙0。则由开普勒第三定律，可以得到轨道周期

𝜔 =

√
𝑀

𝑙30
. (3–15)

且由能动量张量

𝑇00 =
2∑

𝑛=1

𝑚𝑛𝑐
2𝛿 (𝑥 − 𝑥𝑛) 𝛿 (𝑦 − 𝑦𝑛) 𝛿(𝑧) (3–16)

可以得到

𝐼11 = −𝐼22 =
𝜇

2
𝑙20 cos 2𝜔𝑡, 𝐼12 =

𝜇

2
𝑙20 sin 2𝜔𝑡. (3–17)

上式中已经略去了不随时间变化的常数项。由投影算符

𝑃 𝑗𝑘 = 𝛿 𝑗𝑘 − 𝑛 𝑗𝑛𝑘 =
©«

1 0 0
0 1 0
0 0 0

ª®®®¬ (3–18)

可以得到

𝑄TT
11 = 𝐼TT

11 =
𝐼11 − 𝐼22

2
,

𝑄TT
11 = 𝐼TT

22 = − 𝐼11 − 𝐼22

2
,

𝑄TT
11 = 𝐼TT

12 = 𝐼12.

(3–19)
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把公式（3–19）带入公式（3–14），并与公式（3–7）比较可以得到

ℎTT
+ =

¥𝐼11 − ¥𝐼22

𝑟
= −

4𝜇𝑙20𝜔
2

𝑟
cos[2𝜔(𝑡 − 𝑟)],

ℎTT
× =

2 ¥𝐼12

𝑟
= −

4𝜇𝑙20𝜔
2

𝑟
cos[2𝜔(𝑡 − 𝑟)] .

(3–20)

更一般的，如果轨道角动量方向与观测方向 𝑧 轴有一夹角 𝜄，则

ℎ+ =
4𝜇𝑙20𝜔

2

𝑟

1 + cos2 𝜄

2
cos[2𝜔(𝑡 − 𝑟)],

ℎ× =
4𝜇𝑙20𝜔

2

𝑟
cos 𝜄 sin[2𝜔(𝑡 − 𝑟)] .

(3–21)

上式省略了负号，不影响结果。定义所谓的啁啾质量（chirp mass）

M𝑐 =
(𝑚1𝑚2)3/5

(𝑚1 + 𝑚2)1/5
, (3–22)

其与对称质量比 𝜂 有关系M𝑐 = 𝜂3/5𝑀。可以重写（3–21）式：

ℎ+ =
4M5/3

𝑐 𝜔2/3

𝑟

1 + cos2 𝜄

2
cos[2𝜔(𝑡 − 𝑟)] = 2𝜂𝑀

𝑟
𝑣2 (

1 + cos2 𝜄
)
cos[2𝜑(𝑡)],

ℎ× =
4M5/3

𝑐 𝜔2/3

𝑟
cos 𝜄 sin[2𝜔(𝑡 − 𝑟)] = 4𝜂𝑀

𝑟
𝑣2 cos 𝜄 sin[2𝜑(𝑡)] .

(3–23)

从上式我们可以看出，引力波信号频率是其轨道频率的两倍。

3.2 地面引力波探测

目前运行的地面引力波探测系统主要是美国的 LIGO[89] 和意大利的 Virgo[90]。

此外，还有日本的 KAGRA[91]、德国的 GEO 600[92]、印度的 LIGO-India[93]。

初代 LIGO（Initial LIGO）于九十年代末期建成，在 2005 年 11 月至 2007 年

12 月投入使用[94]。随后，对其激光源和读出系统进行了升级[95]，LIGO 进入了增

强 LIGO（Enhanced LIGO）时代。遗憾的是，在初代 LIGO 和增强 LIGO 时期，都

没有发现引力波信号。随后，LIGO 系统进一步升级，进入了先进 LIGO（Advanced
LIGO）时代[89]，其灵敏度提高了 10 倍。Advanced LIGO 第一个运行时期 O1 从

2015 年 9 月 12 号开始，到 2016 年 1 月 19 号结束，探测到了第一个双黑洞并合

事件 GW150914[96]。Advanced LIGO 的第二个运行时期从 2016 年 11 月 30 号开

始，到 2017 年 8 月 25 号结束。2017 年 8 月 1 日，Advanced Virgo 加入运行[90]，正

式形成了三探测器观测系统：两个 Advanced LIGO 探测器分别位于 Washington 的
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Hanford、Louisiana 的 Livingston，以及位于意大利 Cascina 的 Advanced Virgo。在

O2 期间，第一次观测到了双中子星并合事件 GW180817。目前，Advanced LIGO
和 Advanced Virgo 正处在第三运行期 O3。

图 3–1 LIGO光学配置图[89]。经激光源发出的光在两个长为 4km的垂直测量臂多次往返，最
终形成干涉图样。

图3–1给出了 LIGO 的光学配置图。LIGO 设计本质上是一种迈克尔逊干涉仪。

两条相互垂直的测量臂长度 𝐿 均为 4 公里。当引力波经过时，两条测量臂长度均

会改变，从而改变激光干涉结果，通过干涉图样，可以测出两条测量臂长度的改

变量 Δ𝐿 (𝑡) = 𝛿𝐿𝑥 − 𝛿𝐿𝑦 = ℎ(𝑡)𝐿。其中 ℎ(𝑡) 是度规的微扰项引起的应变在探测器

上的投影，是一个无量纲的量。考虑到引力波的传播方向与探测器的相对夹角，

ℎ(𝑡) = 𝐹+(𝜃, 𝜙, 𝜓)ℎ+(𝑡) + 𝐹×(𝜃, 𝜙, 𝜓)ℎ×(𝑡) (3–24)

其中 𝐹+, 𝐹× 是天线模式函数 (antenna pattern functions)，表征了在给定探测器和引

力波之间夹角的情况下，探测器对时空应变的相应程度。

𝐹+ =
1
2

(
1 + cos2 𝜃

)
cos 2𝜙 cos 2𝜓 − cos 𝜃 sin 2𝜙 sin 2𝜓,

𝐹× =
1
2

(
1 + cos2 𝜃

)
cos 2𝜙 sin 2𝜓 + cos 𝜃 sin 2𝜙 cos 2𝜓.

(3–25)
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其中夹角如图3–2所示。把公式（3–23）带入公式（3–24），我们有[97]

ℎ(𝑡) = 𝐹+ℎ+ + 𝐹×ℎ× = 4𝜂𝑀
C
𝑟
𝑣2 cos [2𝜑(𝑡) + 2𝜑0] , (3–26)

其中

C =
√
𝛼2 + 𝛽2, 𝛼 =

1
2

(
1 + cos2 𝜄

)
𝐹+, 𝛽 = cos 𝜄𝐹×, tan 2𝜑0 =

𝛽

𝛼
(3–27)

图 3–2 探测器平面和天空平面的相对夹角[97]。其中考虑了引力波极化方向与天空平面中的 x
轴夹角 𝜓。
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3.3 引力波数据处理

这一节，主要介绍一下引力波数据处理流程。图3–3给出了 LIGO-Virgo 数据

处理的流程示意图[98]。经过数据校准，可以得到引力波数据的时间序列，LIGO 数

据的采样频率是 16384Hz，校准数据的范围是 10Hz 到 5kHz，Virgo 数据的采样频

率是 20kHZ，校准数据的范围是 10Hz 到 8kHz。探测器还有很多辅助道（auxiliary
channels），用来监视探测器状态和所处环境。

图 3–3 LIGO-Virgo数据处理的简单流程图[98]

3.3.1 噪声

对于噪声的处理非常重要，只有对噪声建立正确的模型，我们才能得到参数

无偏估计的结果。图3–4给出了 LIGO-Hanford 探测器不同频率下的噪声[99]，其他

探测器与此类似。图中纵坐标为探测臂长度的该变量，横坐标为测量频率。图中

给出了不同类型的噪声（如量子噪声、热噪声等）的强度，蓝色实线给出了 𝑂3 期

间的测量噪声。

以下内容涉及到一些信号处理的知识。实际探测器测量得到的信号 𝑠(𝑡) 分为

两部分，一部分是噪声 𝑛(𝑡)，另一部分是由引力波引起的应变 ℎ(𝑡)：

𝑠(𝑡) = 𝑛(𝑡) + ℎ(𝑡). (3–28)
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图 3–4 LIGO-Hanford探测器的噪声[99]。图中 𝑂3（蓝色实线）阶段的测量噪声。由于存在未

知的其他噪声，已知噪声的和（黑色实线）与实际测得的噪声（蓝色实线）并不完全重合。

作为比较，也给出了分别给出了 𝑂1（浅黄色实线）和 𝑂2（灰色实线）阶段的测量噪声。图

中纵坐标为探测臂长度的改变量（differential arm，DARM），横坐标为频率。

我们假设所测得的噪声满足平稳的高斯随机过程。所谓平稳是指噪声的数学

性质满足时间平移不变。我们假设噪声的均值为 0，即：

〈𝑛(𝑡)〉 = 0. (3–29)

其中方括号代表噪声的系综平均[100]，但是由于探测器一个时刻只有一个记录值，

在实际处理时，我们需要根据各态历经假设，将其转化为时间平均来处理。噪声

可以由单边功率谱密度（one-sided power spectral densities，PSD ）𝑆𝑛( 𝑓 )来刻画：

𝑆𝑛( 𝑓 ) ≡ 2
∫ ∞
−∞
𝑑𝜏𝐶 (𝜏)𝑒𝑖2𝜋 𝑓 𝜏 (3–30)

其中 𝐶 (𝜏)为自相关函数，衡量了信号在间隔时间为 𝜏 下的相关性：

𝐶 (𝜏) ≡ 〈𝑛(𝑡 + 𝜏)𝑛(𝑡)〉 (3–31)

根据平稳噪声假设和 𝐶 (𝜏) 为实数这两个条件，我们可以得出 𝑆𝑛(− 𝑓 ) = 𝑆𝑛( 𝑓 )，
𝑆𝑛( 𝑓 )是关于 𝑓 的偶函数，这也是“单边”的来历：在对 𝑆𝑛( 𝑓 )的频率从负无穷到正

无穷积分时，只需要计算正频部分然后乘以 2。
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同样利用噪声的时间平移不变特点，噪声平方的平均值满足[101]

|𝑛(𝑡) |2 =
∫ ∞

0
d 𝑓 𝑆𝑛( 𝑓 ). (3–32)

且有关系

〈�̃�( 𝑓 )�̃�∗ ( 𝑓 ′)〉 = 1
2
𝛿 ( 𝑓 − 𝑓 ′) 𝑆𝑛( 𝑓 ) (3–33)

其中

�̃�( 𝑓 ) =
∫ ∞
−∞

d𝑡𝑛(𝑡) exp(−2𝜋i 𝑓 𝑡) (3–34)

由公式（3–32）可见 𝑆𝑛( 𝑓 )可以衡量单位频率内噪声大小，且具有量纲 1/Hz。
如果噪声不是高斯噪声，需要通过适当方式消除。如在 GW170817 事件中，

在并合发生前 1.1s 时，LIGO-Livingston 探测器出现了瞬态噪声，或者称作“小故

障”（glitch）[28]。这就需要建立合适的 glitch 模型，并从观测数据中减去。

3.3.2 波形模板

相互绕转的双星系统并不是稳定的系统，它们会通过发出引力波而释放能量。

双星系统会先后通过旋进（inspiral）、并合（merger）、铃宕（ringdown）阶段，最

终形成一个致密物体。理论上，爱因斯坦方程可以严格描述双星系统演化全过程，

但是由于其严格求解过于复杂，人们不得不求助于各种近似方法和数值方法。

后牛顿近似[102, 103]（post-newtonian approximation）就是一种近似方法，其可以

用来求解旋进阶段轨道相位 𝜙(𝑡)。后牛顿近似的核心思想是对轨道速度的微扰展

开（取光速 𝑐 = 1）。双星相距 𝑟，轨道相位为 𝜙，轨道角速度 𝜔 = ¤𝜙(𝑡)，引力波频率

𝐹 是轨道频率 𝑓 的两倍，总质量 𝑀 = 𝑚1 + 𝑚2。则由开普勒第三定律，𝑀 = 𝜔2𝑟3，

又有 𝜔 = 2𝜋 𝑓 = 𝜋𝐹，轨道速度 𝑣 = 𝜔𝑟，则 𝑣3 = 𝜋𝑀𝐹，𝜔 = 𝑣3/𝑀。在旋进阶段，

𝑣 = (𝜋𝑀𝐹)1/3 不太大，可以当做小量处理（另一种做法是取 𝑥 = 𝑣2 作为小量）。双

星绕转过程可近似视为绝热过程，在绝热近似下，轨道角速度的相对改变量可以

忽略，即 Δ𝜔
𝜔
� 1。在这种近似下，引力波的光度 F 来源于轨道能量周期平均后

的改变量。对于圆轨道，这就是所谓的能量平衡方程 F = −𝑑E/𝑑𝑡，其中 E = 𝑀𝐸，

𝐸 为轨道的结合能。联立能量平衡方程和开普勒第三定律，则可以得到:

𝑑𝜙

𝑑𝑡
− 𝑣

3

𝑀
= 0

𝑑𝑣

𝑑𝑡
+ F (𝑣)
𝑀𝐸 ′(𝑣) = 0

(3–35)

其中 𝐸 ′ 是结合能对 𝑣 的一阶导数。不同的后牛顿近似方法的区别在于处理
F(𝑣)
𝐸′ (𝑣) 的方式不同。常见的时域波形模板有 TaylorT1、TaylorT2、TaylorT3、TaylorT4、
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TaylorEt[104]。频域的波形模板更加常用。通过所谓的稳态相位近似（stationary phase
approximation，SPA），可以得到频域的波形模板。频域下常用的波形模板 TaylorF2
可写作[97]

ℎ̃( 𝑓 ) = A 𝑓 −7/6𝑒𝑖𝜓 ( 𝑓 ) . (3–36)

其中振幅A = C
𝐷𝜋2/3

√
5
24M

5/6
𝑐 。其中M𝑐 是啁啾质量，C是角度的函数，与式（3–26）

中的 C相对应。

如果考虑双中子星系统，需要考虑潮汐效应对于引力波信号的修正。潮汐效

应需要对结合能量 𝐸 和光度 F 进行修正。这里给出考虑头阶修正和次头阶修正

的表达式[105]：

𝛿𝐸tidal = −
1
2
𝑀𝜂𝑥

[
−

(
9
𝜒1
− 9

)
𝜆1

𝑀5 𝑥
5

−
(

33
2𝜒1
− 11

2
+ 11

2
𝜒1 −

33
2
𝜒2

1

)
× 𝜆1

𝑀5 𝑥
6 + (1←→ 2)

]
𝛿Ftidal =

32
5
𝜂2𝑥5

[(
18
𝜒1
− 12

)
𝜆1

𝑀5 𝑥
5

−
(
176
7𝜒1
+ 1803

28
− 643

4
𝜒1 +

155
2
𝜒2

1

)
× 𝜆1

𝑀5 𝑥
6 + (1←→ 2)

]
.

(3–37)

其中，总质量 𝑀 = 𝑚1 +𝑚2，𝜒1,2 = 𝑚1,2/𝑀。后牛顿法的阶数即上式方括号中 𝑥 的

指数，形式上，潮汐修正的头阶和次头阶属于 5PN 和 6PN。从上式可以看出，5PN
和 6PN 的修正分别乘以了 𝑥5 和 𝑥6，而 𝑥 ∝ 𝑓 2/3

GW，所以引力波频率越高，潮汐修正越

重要。本文关心的是状态方程对于引力波信号的影响，一般来说，在 𝑓GW > 500Hz
，即旋进的后期和并合阶段状态方程对引力波信号影响较大。

结合能 𝐸 与光度 F 可以写作点粒子（point-particle,PP）贡献与潮汐修正之和，

即
𝐸 = 𝐸PP + 𝛿𝐸tidal,

F = FPP + 𝛿Ftidal.
(3–38)

相应的，引力波波形就会需要修正。对于 TaylorF2 波形（3–36式），忽略潮汐对幅

度的改变，相位写作[106]

𝜓 = 𝜓PP + 𝛿𝜓tidal,

𝛿𝜓tidal =
3

128𝜂𝑥5/2

[
−

(
288
𝜒1
− 264

)
𝜆1

𝑀5 𝑥
5

−
(
15895
28𝜒1

− 4595
28
− 5715

14
𝜒1 +

325
7
𝜒2

1

)
𝜆1

𝑀5 𝑥
6

+ (1←→ 2)],

(3–39)

— 25 —



第三章 引力波分析

并且可以表示为 Λ̃, 𝛿Λ̃ 的线性组合形式：

𝛿𝜓tidal =
3

128𝜂𝑥5/2

[(
−39

2
Λ̃

)
𝑥5 +

(
−3115

64
Λ̃ + 6595

364
√

1 − 4𝜂𝛿Λ̃
)
𝑥6

]
. (3–40)

后牛顿模板对旋进的早期描述较好，但是在旋进的后期和并合阶段就不再准

确，这就需要求助于数值相对论结果。于是，有效单体（effective-one-body ，EOB）[107]

模板和唯象波形模板应运而生，它们都同时考虑了解析与数值相对论结果，可以

描述从旋进到并合全过程。

3.3.3 匹配滤波

初始的探测是所谓的爆发搜索 (burst search)，即寻找任何模式的引力波信号。

由双星系统（双中子星、双黑洞、黑洞-中子星）并合发出的引力波信号会随着两个

致密物体相互接近而有更大的频率和强度，这也是所谓的啁啾信号（chirp signal）。
通过对比测量数据与理论计算的模板，我们可以找出藏在数据中的引力波信号，

而这一方法就是所谓的匹配滤波（matched filtering ）。

目前，有两种匹配滤波路线分别是 PyCBC[108] 和 GstLAL[109]。PyCBC 和 Gst-
LAL 的最大的不同在于，PyCBC 分析引力波数据使用的是频域的信号模板，而

GstLAL 是基于时域的信号模板。在处理流程上，二者相似，都是利用模板计算出

观测数据的信噪比（signal-to-noise ratio, SNR）。信噪比衡量了相比于背景噪声，引

力波事件的强弱。当某段数据有高信噪比时，会对其继续进行 𝜒2 检验，以免由于

仪器的 glitches 引起某一窄频率范围内的高信噪比。

所谓的匹配滤波，其实是用了卷积对信号的筛选作用。定义信噪比 𝜌 = 𝑆/𝑁，

对给定滤波器（filter）𝐾 (𝑡)与观测信号 𝑠(𝑡) = ℎ(𝑡) + 𝑛(𝑡)：

𝑆 =
∫ ∞
−∞
𝑑𝑡〈𝑠(𝑡)〉𝐾 (𝑡)

=
∫ ∞
−∞
𝑑𝑡ℎ(𝑡)𝐾 (𝑡)

=
1
2

∫ ∞
−∞

d 𝑓 𝑆𝑛( 𝑓 )�̃� ( 𝑓 )�̃�∗( 𝑓 ),

(3–41)

其中利用了 〈𝑛(𝑡)〉 = 0。�̃� ( 𝑓 )是 𝐾 (𝑡)的傅里叶变换，�̃�∗ 是 �̃� 的复共轭。此外，在

没有信号 ℎ(𝑡)时，定义

𝑁2 =
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
𝑑𝑡𝑑𝑡 ′𝐾 (𝑡)𝐾 (𝑡 ′) 〈𝑛(𝑡)𝑛 (𝑡 ′)〉

=
1
2

∫ ∞
−∞
𝑑𝑓 𝑆𝑛( 𝑓 ) |�̃� ( 𝑓 ) |2.

(3–42)
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则信噪比

𝜌 =

∫∞
−∞ 𝑑𝑓 ℎ̃( 𝑓 )�̃�

∗( 𝑓 )√∫∞
−∞ 𝑑𝑓

1
2𝑆𝑛( 𝑓 ) |�̃� ( 𝑓 ) |2

. (3–43)

剩下的任务就是对取合适的 �̃� ( 𝑓 )，在信号中存在 ℎ(𝑡) 时 𝜌 可以取最大。其中最

优滤波器（optimal filter）就是所谓的 Wiener 滤波器：

�̃� ( 𝑓 ) ∝ ℎ̃( 𝑓 )
𝑆𝑛( 𝑓 )

, (3–44)

其中 ∝代表不同的 �̃� ( 𝑓 ) 可以相差一个常数，不影响结果。在此滤波器下，得到

的 SRN 称为最优 SNR（optimal SNR）。引入所谓的加权噪声内积（noise-weighted
inner product）[110]：

〈𝑎, 𝑏〉 ≡ 2<
∫ ∞
−∞
𝑑𝑓
�̃�∗( 𝑓 )�̃�( 𝑓 )
𝑆𝑛( 𝑓 )

. (3–45)

信噪比 𝜌 和最优信噪比 𝜌opt 可以写作：

𝜌(𝑡) = 〈𝑠, ℎ〉√
〈ℎ, ℎ〉

, (3–46)

𝜌opt(𝑡) =
√
〈ℎ, ℎ〉. (3–47)

实际数据分析过程中，还需要用到所有探测器组成的网络所得到的最优信噪比

𝜌net。由于各个探测器之间的观测相互独立，则 𝜌net 可以定义为：

𝜌net =

√∑
𝑖

𝜌2
𝑖 (3–48)

其中 𝑖 遍历所有独立的探测器。

3.3.4 贝叶斯参数推断

一般来说，由组成双星系统的两个致密物体的质量与自旋即可以找到潜在的

引力波信号，要想对我们探测的系统有更加全面的了解，我们需要进行参数估计。

相比于通过匹配滤波方法来搜索引力波信号，参数推断阶段考虑的参数更多，并

且利用贝叶斯分析方法，可以给出参数的区间估计。

对于双黑洞系统，有 8 个内禀参数：两个黑洞的质量 𝑚1,2，两个黑洞的自旋
®𝑆1,2。7 个外部参数：相较于地球，双星系统的位置（光度距离 𝐷𝐿，赤经 𝛼, 赤纬

𝛿），双星系统的朝向（双星系统的总角动量 ®𝐽 = ®𝐿 + ®𝑆1 + ®𝑆2 与观测者视线方向 ®𝑛的

夹角 𝜃𝐽𝑁，当总角动量 ®𝐽 与轨道角动量 ®𝐿 重合时，𝜃𝐽𝑁 退化为轨道倾角 𝜄；极化角
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度 𝜓），并合时的时间 𝑡𝑐 和相位 𝜙𝑐。双黑洞系统总共有 15 个参数，当考虑双中子

星系统时，内禀参数需要额外考虑两颗中子星的潮汐极化率 Λ1,2。

简单介绍一下引力波贝叶斯分析的数学基础。对于详细推导与步骤，读者可

参阅文献[111, 112]，这里简单总结一下文献[111] 的内容。

贝叶斯分析的最终目的，是在给定观测数据 𝑑 的情况下，给出模型参数 𝜃 的

后验分布 𝑝(𝜃 |𝑑)。根据贝叶斯定理，后验分布

𝑝(𝜃 | 𝑑) = L(𝑑 | 𝜃)𝜋(𝜃)Z . (3–49)

其中，L(𝑑 | 𝜃) 是给定数据 𝑑 和 𝜃 的似然函数（likelihood function），描述了在

给定参数 𝜃 的情况下，观测数据 d 出现的概率；𝜋(𝜃) 是参数 𝜃 的先验分布（prior
distribution）；Z是归一化因子，叫做证据（evidence）：

Z =
∫

dL(𝑑 | 𝜃)𝜋(𝜃) (3–50)

进一步，如果我们只对个别参数的参数感兴趣，可以把后验分布中我们不感

兴趣的参数“边缘化”（marginalise）掉，具体操作为把这些参数积分掉，比如，如

果我们只对参数 𝜃𝑖 感兴趣，则其边缘后验分布（marginalised posterior）为：

𝑝 (𝜃𝑖 | 𝑑) =
∫ (∏

𝑗≠𝑖

𝑑𝜃 𝑗

)
𝑝(𝜃 | 𝑑) = L (𝑑 | 𝜃𝑖) 𝜋 (𝜃𝑖)Z (3–51)

其中 L(𝑑 | 𝜃𝑖)称为边缘概率似然函数（marginalised likelihood）：

L (𝑑 | 𝜃𝑖) =
∫ (∏

𝑗≠𝑖

𝑑𝜃 𝑗

)
𝜋

(
𝜃 𝑗

)
L(𝑑 | 𝜃) (3–52)

证据Z不仅只是归一化因子这么简单，其在模型选择方面有很大作用。以双

中子星并合事件为例。我们假设两个模型，一个是“信号模型”，即假设观测数据中

有引力波信号；另一个是“噪声模型”，即假设观测数据中只有噪声，没有引力波信

号，也叫做空假设。信号模型由 17 个参数 𝜃 来描述，噪声模型没有模型参数。则

信号模型证据Z𝑆 与噪声模型Z𝑁 为：

Z𝑆 ≡
∫
𝑑𝜃L(𝑑 | 𝜃)𝜋(𝜃)

Z𝑁 ≡ L(𝑑 | 0)
(3–53)

其中，

L(𝑑 | 0) ≡ 1
√

2𝜋𝜎2
exp

(
−1

2
ℎ2

𝜎2

)
(3–54)
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这两个模型的证据比就是所谓的贝叶斯因子（Bayes factor）：

BF𝑆
𝑁 ≡

Z𝑆

Z𝑁

(3–55)

在贝叶斯分析过程中，处理各个量取过对数之后的变量是方便的，贝叶斯因子的

对数：

log BF𝑆
𝑁 ≡ log (Z𝑆) − log (Z𝑁 ) (3–56)

贝叶斯因子的绝对值越大，表明一个模型相较于另一个模型更为偏好。一般来说，

| log BF| = 8 作为强证据的标准。

贝叶斯因子考虑了先验概率对模型选择的影响，更严格的对比两个模型好坏

的方法应该消除因为先验选择不同而带来的影响，即采用所谓的可能性比（odds
ratio）：

O𝐴
𝐵 ≡
Z𝐴

Z𝐵

𝜋𝐴

𝜋𝐵
(3–57)

接下来介绍引力波的似然函数。我们对引力波信号的处理建立在噪声满足平

稳的高斯随机过程这一基础上。对于频域信号 s 和波形模板 𝜇(𝜃)，给定频率 j，噪

声 𝑛 = 𝑠 − 𝜇(𝜃)应该满足高斯分布，相应的似然函数可表示为：

L
(
𝑠 𝑗 | 𝜃

)
=

1√
2𝜋𝑃 𝑗

exp

(
−2Δ 𝑓

��𝑠 𝑗 − 𝜇 𝑗 (𝜃)
��2

𝑃 𝑗

)
. (3–58)

其中 Δ 𝑓 是频率分辨率，𝑃 𝑗 是 j 频率下单边噪声功率谱密度，𝜇需要表示为引力波

造成的应变在探测器方向上的投影，即（3–24）式。假设每一个频率的噪声都是

独立的，则在所有频率上总的联合似然函数可表示为单个频率上似然函数的累乘

L(®𝑠 | 𝜃) =
𝑀∏
𝑗

L
(
𝑠 𝑗 | 𝜃

)
, (3–59)

其中 𝑀 是考虑的频率个数。可以同时考虑多个探测器上的贡献，只需要额外加上

探测器指标 𝑙。对上式取对数可得

logL(®𝑠 | 𝜃) = Ξ − 1
2
〈𝑠 − 𝜇(𝜃), 𝑠 − 𝜇(𝜃)〉, (3–60)

加权噪声内积在这里改为对频率求和。常数项

Ξ ≡ −1
2

∑
𝑗

log
(
2𝜋𝑃 𝑗

)
. (3–61)
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该常数项只与探测器性质有关，与模型假设无关，所以在算贝叶斯因子时会自行

消去，且似然函数改变一个常数项并不会改变参数的后验分布，故在以后的计算

中，不考虑 Ξ 的贡献。略去 Ξ 后，对数似然函数可写为

logL(𝑠 | 𝜃) = −1
2
[〈𝑠, 𝑠〉 − 2〈𝑠, 𝜇(𝜃)〉 + 〈𝜇(𝜃), 𝜇(𝜃)〉]

= logZ𝑁 + 𝛼2(𝜃) − 1
2
𝜌2

opt(𝜃),
(3–62)

其中

logZ𝑁 ≡ −
1
2
〈𝑠, 𝑠〉,

𝜌2
opt ≡ 〈𝜇, 𝜇〉,

𝜌mf ≡
〈𝑠, 𝜇〉
〈𝜇, 𝜇〉1/2 ,

𝛼2 ≡ 〈𝑠, 𝜇〉 = 𝜌mf𝜌opt.

(3–63)

其中 𝜌mf 是匹配滤波的信噪比，即（3–46）式；𝜌opt 是滤波匹配的最优信噪比，即

（3–47）式。由此可见，贝叶斯分析阶段，对数似然函数可以分为三项，而匹配滤

波的信噪比与最优信噪比只贡献其中一部分。

贝叶斯分析的重要任务之一是给出模型参数的区间估计，而不是简单的点估

计。可以通过最优化方法来找到多维参数的最大后验概率点，从而以此点作为参

数的点估计值。这种方法不需要提前知道参数完整的后验概率分布情况，只需能

在给定的参数点求出相应的后验概率。原则上，区间估计需要求得后验概率的累

积分布函数，然后作差求得所需的区间估计范围。累积分布函数即对概率分布做

积分。由于对 L(𝑑 | 𝜃)𝜋(𝜃)的积分，一般没有解析解。低维情况时，可以求助于网

格化方法来给出概率分布，从而给出区间估计范围。但是高维时往往涉及到维度

爆炸问题，这种方法效率极低，特别是对双中子星并合参数推断问题，总共有 17
个参数。所以，我们必须寻求其他近似方法。蒙特卡洛采样法是常用的方法。其

先通过一定算法进行采样，用采样点的个数的相对多少来近似代替概率分布情况。

3.4 基于禁闭夸克物质模型的贝叶斯分析

这一节，我们基于禁闭夸克物质模型，考虑引力波信号与夸克星状态方程之

间的相关性，从头分析引力波数据。我们这里联合 GW170817 和 GW190425 的引

力波数据和 NICER 已观测到的最重致密星 PSR J0740+6620 的质量，分别研究奇

异夸克星和 ud 夸克星的性质。
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3.4.1 处理方法

由于两个引力波事件与 NICER 观测独立，则其联合似然函数 L 可以写作

L = LGW17(𝜃GW17) × LGW19(𝜃GW19) × LNICER, (3–64)

其中
𝜃GW17 = 𝜃EOS ∪

{
𝑚1,GW17, 𝑚2,GW17, · · ·

}
𝜃GW19 = 𝜃EOS ∪

{
𝑚1,GW19, 𝑚2,GW19, · · ·

}
,

(3–65)

这里 NICER 是指 NICER 观测到 PSR J0740+6620 的质量分布，其质量 𝑀 = 2.08±
0.07𝑀�（68% 置信区间），我们用高斯分布 N(2.08, 0.072) 来近似代替这一结果。

GW17 指 GW170817 事件，GW19 指 GW190425 事件，我们不再让 Λ1,2 作为自由

参数独立变化，而是让其依赖于状态方程：

Λ𝑖 = Λ𝑖 (𝜃EOS, 𝑚𝑖), 𝑖 = 1, 2. (3–66)

在这里，我们假设并合的两颗致密星均处在其基态，可以用同一套状态方程来描

述并合的两颗致密星。探测器探测到的质量 𝑀det 是经过了红移之后的质量，需要

根据关系

𝑀 =
𝑀det

1 + 𝑧 (3–67)

来进行修正。其中 𝑧 为红移值。

考虑状态方程相关性之后，我们考虑事件的参数还有 31 个参数（1 个状态方

程参数 𝜈𝑢𝑑，GW170817 和 GW190425 事件各 15 个参数）。对如此多的参数进行抽

样计算强度太大。而我们关心的是状态方程对引力波信号的影响，其只会通过公

式（3–66）影响参数 Λ1,2，而不会直接影响其他参数的计算。所以，我们可以采用

边缘似然函数（3–52）式，把我们不关心的变量（如引力波源的位置参数）积分

掉，只保留似然函数对我们关心的参数 𝜔 = {Λ𝑖 (𝜃EOS, 𝑚𝑖), 𝑚𝑖, 𝑖 = 1, 2}的依赖，然

后再进行抽样。则总的边缘似然函数 L𝑀 可以写作：

L𝑀 = L𝑀,GW17(𝜔GW17) × L𝑀,GW19(𝜔GW19) × LNICER (3–68)

其中
𝜔GW17 = 𝜃EOS ∪

{
𝑚𝑖,GW17,Λ𝑖,GW17(𝑚𝑖,GW17, 𝜃EOS)

}
, 𝑖 = 1, 2

𝜔GW19 = 𝜃EOS ∪
{
𝑚𝑖,GW19,Λ𝑖,GW19(𝑚𝑖,GW19, 𝜃EOS)

}
, 𝑖 = 1, 2

(3–69)

Francisco 等人[113] 利用随机森林方法，分别利用 IMRPhenomDNRTidal 和 IMRPhe-
nomPv2NRTidal 两个模板分析了 GW170817 和 GW190425 事件，并给出插值边缘
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似然函数，并公开了相关的代码。他们通过积分，得到一系列给定 𝜔 数据点处的

边缘似然函数，再通过随机森林的方式，利用这些给定的参数点进行训练，得到

插值的边缘似然函数。使用他们提供的似然函数可以大大提高计算效率，参数的

先验范围见文献[113]。

在我们的计算中，除了要求并合的两颗致密星满足同样的状态方程，还做以

下约束：（1）夸克星内部的声速的平方 𝑐2
𝑠 = d𝑝/d𝜖 ≤ 1，以不违背因果律。（2）对

奇异夸克星，夸克物质稳定性排序应为 𝐸min,ud > 930MeV > 𝐸min,uds；对 ud 夸克星，

ud 夸克物质的每重子能量最低点 𝐸min,ud ≤ 930MeV，以保证 ud 夸克物质是最稳定

的状态。

3.4.2 结果与讨论

与第二章分析类似，我们先检查一下如果夸克物质稳定性满足传统排序，即

𝐸ud,min > 930MeV > Euds,min，奇异夸克星最大质量分布情况。我们采用均匀先验分

布 𝜈𝑢𝑑 ∼ 𝑈 [0.3, 1.5]，𝜈𝑠 ∼ 𝑈 [0.5, 3]。图3–5给出了传统稳定性排序下，奇异夸克

物质状态方程参数 𝜈𝑢𝑑-𝜈𝑠 的联合后验概率分布。通过贝叶斯分析，参数 𝜈𝑢𝑑 与 𝜈𝑠

的 90% 最大后验概率区间分别为 0.50+0.01
−0.03 和 1.54+0.40

−0.45。

有了状态方程参数分布，我们就可以查看对应的夸克星最大质量 𝑀TOV 的分

布情况。图3–6给出了传统稳定排序下，奇异夸克星最大质量分布。其 90% 最大后

验概率区间为 2.03+0.04
−0.07𝑀�。显然，这种质量分布并不能解释 GW190814 事件中次

星体质量范围。我们可以来检验一下，在该参数分布下，奇异夸克物质每重子能量

最低点的分布情况。图3–7给出了 𝐸uds,min 和 𝐸ud,min 的后验概率分布情况，𝐸uds,min

的 90% 置信区间为 801+17
−10MeV。从图3–7（b）中可以看出，𝐸ud,min 越低，概率越

高。

依照第二章的思路，我们来探讨如果夸克星是 ud 夸克星，相应的夸克物质稳

定排序为 𝐸min,ud ≤ 930MeV 的情况下，ud 夸克星最大质量 𝑀TOV 分布情况。我们采

用均匀先验分布 𝜈𝑢𝑑 ∼ 𝑈 [0.3, 1.5]。图3–8给出了在 ud 夸克物质为最稳定情况下，

其状态方程参数 𝜈𝑢𝑑 的后验概率分布直情况。图中纵坐标为概率密度函数，横坐

标为参数 𝜈𝑢𝑑 大小。参数 𝜈𝑢𝑑 的 90% 置信区间为 0.69+0.25
−0.10。相较于前文根据 Λ̃ 给

出的限制 𝜈𝑢𝑑 ≤ 0.965，贝叶斯分析给出 𝜈𝑢𝑑 的 90% 置信区间中的上限为 0.94，参

数限制确实更加紧。但是，这里 𝜈𝑢𝑑 的上限只是从 0.965 下降到 0.94，下降的数值

并不明显。同时，由于考虑了最大质量下限的限制，参数 𝜈𝑢𝑑 有下限 0.59。
我们可以进一步查看 𝜈𝑢𝑑 = 0.69+0.25

−0.10 对夸克物质的意义。首先来看一看 ud 夸

克物质每重子能量最低点的分布情况。图3–9给出了 ud 夸克物质每重子能量最低
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图 3–5 传统稳定性排序下，参数 𝜈𝑢𝑑-𝜈𝑠 的后验概率分布情况。对角线上两幅图分别给出了
𝜈𝑢𝑑、𝜈𝑠 的后验概率分布。左下角的阴影图给出了 𝜈𝑢𝑑-𝜈𝑠 的联合后验概率分布。参数 𝜈𝑢𝑑 与

𝜈𝑠 的 90%最大后验概率区间分别为 0.50+0.01
−0.03 和 1.54+0.40

−0.45。

点 𝐸ud,min 的分布情况，其 90% 的最大后验概率分布为 850+40
−78MeV。可以看出，该

范围仍然满足 𝐸ud,min < 930MeV。

有了参数分布，我们可以进一步研究 ud 夸克星最大质量的分布。图3–10（a）
给出了 ud 夸克星最大质量 𝑀TOV 的后验概率分布，图中纵坐标为概率密度函数，

横坐标为 ud 夸克星最大质量 𝑀TOV 的大小。最大质量 𝑀TOV 的 90% 置信区间为

2.26+0.46
−0.20𝑀�。可见，该模型给出的最大质量范围可以解释 GW190814 事件中伴星

2.59+0.08
−0.09𝑀� 的质量分布。

进一步，图3–10（b）给出了 1.4 倍太阳质量处 ud 夸克星潮汐极化率的后验概

率分布情况。由该模型给出的 Λ1.4 为 279+365
−98 （90% 置信区间）。相比于前文参数

udQS2.77 给出的结果 Λ1.4 = 677，这里对给出的限制更加紧。
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图 3–6 传统稳定性排序下，奇异夸克星最大质量 𝑀TOV 的后验概率分布。图中横坐标为奇异

夸克星最大质量 𝑀TOV，纵坐标为概率密度函数。𝑀TOV 的 90%最大后验概率区间为
2.03+0.04

−0.07𝑀�。

图 3–7 传统稳定性排序下，（a）奇异夸克物质每重子能量最低点 𝐸uds,min和（b）ud夸克物质
的每重子能量最低点 𝐸ud,min 的后验概率分布。
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图 3–8 ud夸克物质最稳定情况下，状态方程参数 𝜈𝑢𝑑 后验概率分布。横坐标为参数 𝜈𝑢𝑑 大

小，纵坐标为概率密度函数。

图 3–9 ud夸克物质为最稳定状态下，ud夸克物质每重子能量最低点的后验概率分布。图中
横坐标为 ud夸克物质每重子能量最低点，纵坐标为概率密度函数。

图 3–10 ud夸克物质为最稳定状态下，（a）ud夸克星最大质量 𝑀TOV 和（b）1.4倍太阳质量
处潮汐极化率 Λ1.4 的后验概率分布。𝑀TOV 的范围为 2.26+0.46

−0.20𝑀�，Λ1.4 的范围为 279+365
−98

（90%置信区间）。
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第四章 总结与展望

4.1 总结

本文利用禁闭夸克物质模型，对夸克物质和夸克星的性质进行了研究。结论

总结如下。

(1) 如果夸克物质满足传统的稳定窗口，即奇异夸克物质比核物质稳定同时核

物质比 ud 夸克物质稳定，那么由奇异夸克物质组成的奇异夸克星的最大

质量 𝑀TOV = 2.05𝑀�，不能解释 GW190814 事件的次星体质量 2.59+0.08
−0.09𝑀�

（90% 置信区间）。

(2) 如果允许 ud 夸克物质比核物质和奇异夸克物质都更加稳定，相应的夸克

星为由 ud 夸克物质组成的 ud 夸克星，则在 GW170817 事件对物态方程

的约束 Λ̃ ≤ 720 下，ud 夸克星的最大质量可以到达 2.77𝑀�，可以解释

GW190814 事件的次星体质量，且可以同时符合 NICER 对 PSR J0030+0451
和 PSR J0740+6620 的质量半径测量结果。

(3) 考虑目前能提取致密星潮汐极化率的两个引力波事件 GW170817 和

GW190425，同时考虑目前已经明确观测的最重致密星 J0740+6620 的质量

𝑀 = 2.08 ± 0.07𝑀�（68% 置信区间），利用禁闭夸克物质模型对引力波原

始数据进行贝叶斯分析，重新研究了奇异夸克星和 ud 夸克星的性质。结果

发现，奇异夸克星的最大质量分布为 2.03+0.04
−0.07𝑀�（90% 置信区间），并不能

解释 GW190814 事件的次星体质量。相反，如果 ud 夸克物质最稳定，则 ud
夸克星的最大质量分布为 2.26+0.46

−0.20𝑀�（90% 置信区间），符合 GW190814 事

件次星体的质量约束。

(4) 综合 (1-3)，我们认为引力波事件 GW190814 的次星体可能是一颗 ud 夸克

星。进而，我们利用禁闭夸克物质模型对 ud 夸克星的 1.4𝑀� 处的潮汐极化

率 Λ1.4 给出限制 Λ1.4 = 279+365
−98 （90% 置信区间）。

4.2 展望

如果 ud 夸克物质是最稳定的状态，那么由 ud 夸克物质组成的 ud 液滴的表面

张力为多少才能避免现实中的原子核衰变为 ud 液滴是一个值得探讨的问题。这

里我们只采用了液滴模型经验公式和 Tomas-Fermi 近似来计算 ud 液滴的表面张

力，需要更细致的方法（如 Hartree-fock 近似）来处理这一问题。
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如何联合现有的引力波数据、致密星质量-半径关系和地面试验（如重离子碰

撞、铅中子皮测定 PREX-2 等）并通过贝叶斯方法来共同约束致密物质状态方程

是一个有趣的问题。截止目前，还没有工作同时考虑以上约束来限制从低密到高

密的致密物质状态方程。如果能找到同时满足这些约束的状态方程，人类对于微

观世界的探索必将迈出一大步！
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与陈老师的讨论中得到解答。对于物理图像，陈老师有清晰的认识，总能逻辑严

谨地指出我的问题所在。陈老师对科研一丝不苟、精益求精的态度，也一直影响

着我。我虽然是硕士，但是陈老师仍然像对待组内博士生一样关心我，这令我十

分感激。

感谢物理与天文学院的老师们。丁国辉老师的高等量子力学、孙弘老师的高

等分析力学与电动力学、赵玉民老师的原子核理论、杨海军和陈列文老师的粒子

物理与原子核物理、高俊老师的群论，这些课程都为我的今后的研究工作打下了

坚实的基础。感谢贺刚老师和薛颖老师在行政上提供的帮助。

硕士期间的生活当然少不了同学们的帮助。非常感谢我的师兄，青岛理工的

初鹏程教授。可以说初教授是我的第二导师，读研期间我经常和他讨论，一些比

较细节的问题，他都会给我仔细解答。感谢已经毕业的张振师兄、王睿师兄、周

颖师姐、普洁师姐，还有在读的李帆、黄旭润、王斯沛、岳侗钢、白济民，博后杨

志栋师兄，有了他们我的硕士生活才丰富多彩。感谢我的同桌孙进同学，与他的

交流总是让我感到快乐。

感谢厦门大学缪志强同学在引力波贝叶斯分析方面提供的帮助，与他的讨论

让我少走了很多弯路。感谢李政道研究所的查帅博士，查帅博士在国外系统地学

习过引力波方面的知识，与他关于引力波的讨论让我受益匪浅。感谢李政道研究

所的朱镇宇博士，他目前主要从事双夸克星并合模拟，能遇到做夸克星的同行也

是乐事一件。感谢东南大学的张乃波副教授，和他关于中子星方面的讨论解决了

我很多问题。感谢山东大学威海分校的同学们。感谢在科大读研的李钊同学，他

邀请我参加引力波会议，与他在引力波理论方面的讨论也解决了我许多困惑。特

别感谢我的本科舍友王旭东同学。我刚接触核物理时，王旭东同学给予了我很多

帮助，从核物理理论到编程实现，他都是我学习的榜样。

最后，我想感谢我的父母。从小到大，他们一直把我带在身边，养育之恩，无

以为报，我爱你们。
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