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摘 要

部分子分布函数 (PDF) 是反映核子内部结构最重要的物理量之一，在
标准模型精确检验和未来新物理的探测中都扮演着重要的角色。对于高能
散射过程，通过因子化的方法可以把散射振幅因子化成两部分，即可以采
用微扰论计算的短程硬散射部分以及长程的非微扰部分。而非微扰的长程
部分则反应了强子的内部结构，对于核子来说就是我们要讨论的 PDF。由
于无法微扰计算，传统上得到 PDF 的方法是给出 PDF 的参数化形式，通
过大量的实验数据不断的参数拟合来抽取，最后得到想要的结果。
近年来，大动量有效理论的提出成为了从 QCD 第一性原理出发计算

核子内部部分子分布的新方法。其主要思想是：构造等时关联的准 PDF,由
于不包含对时间的依赖，准 PDF 是可以通过格点 QCD 模拟直接数值计算
的，在动量趋于无穷大的情况下，准 PDF通过一定的匹配可以回到我们想
要的光锥分布 PDF。这样的话，我们就可以先对准 PDF 进行格点计算而
后再抽取出相应的光锥 PDF。这个抽取的过程对应为一个连接光锥分布与
准分布的匹配系数，那么关键就在于这个匹配系数的获得，并且要求这个
匹配系数是与红外结构无关的，这也是本文章重点要讨论的。
本文的主要目标是要在大动量有效理论的框架下，通过微扰计算得到

单圈层次的匹配系数，并证明匹配系数与红外结构无关。首先第一部分将
简要介绍标准模型和量子色动力学随后对部分子分布函数的概念做出讨论，
回顾传统上对部分子分布函数的研究方法和不足而引出大动量有效理论的
思想以及在部分子分布函数中的主要应用。接着，第二部分从部分子态下
光锥 PDF 和准 PDF 的定义式出发，分别计算两种 PDF 的树图及单圈层
次的结果。对于部分子态下的 PDF 来说红外结构是微扰可算的，因此，在
这里将采用三种不同的正规红外发散的方法来计算。三种方法分别为：外
线不在壳；维数正规化；胶子质量不等于零。最后一部分给出主要结论，通
过匹配公式和微扰计算出的两种 PDF的结果得到匹配系数，匹配系数在不
同红外正规化方案下是一样的，表明匹配系数与红外结构是无关的。最后，
以其中一种单圈情况为例对准部分子分布函数作动量积分区域展开，讨论
两种 PDF 之间的深层关系, 从中可以看出,LaMET 方案将两种 PDF 的红
外结构视作相同的合理性。
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ABSTRACT

Parton distribution function (PDF) is one of the most important phys-
ical quantities reflecting the internal structure of nucleon. It plays an im-
portant role in the accurate test of standard model and the probe for new
physics beyond the standard model. In the high-energy scattering process,
the scattering amplitude can be factorized into two parts by the factoriza-
tion method: the short-range hard scattering part which can be calculated
by perturbation theory and the long-range nonperturbative part. The non-
perturbative long-range part reflects the internal structure of hadrons. The
traditional way to get PDF is to adopt the parametric form of PDF, extract
it through a large number of experimental data and continuous parameter
fitting, and finally get the desired results.

In recent years, Large momentum effective theory (LaMET) has become
a new method to calculate PDF based on the first principle of QCD. The
main idea is to construct the quasi-PDF of equal-time correlation. Since
it does not depend on time, the quasi-PDF can be calculated directly by
lattice QCD simulation. When the momentum approaches infinity, the PDF
of light cone distribution can be obtained through a perturbative matching.
This process requires a matching kernel connecting the light cone distribution
and quasi distribution, so a key is to obtain the matching kernel, and it is
required that the matching kernel is independent of the infrared structure,
which is also the focus of this article.

The main focus of this thesis is to obtain the matching kernel of one-
loop level through perturbation calculation under the framework of LaMET,
and prove that the matching kernel is independent of infrared structure. The
first part will briefly introduce the standard model and quantum chromo-
dynamics, then we will review the traditional research methods of PDF and
the shortcomings of these methods which are overcome by large momentum
effective theory, and its main applications in PDF. In the second part, start-
ing from the definitions of light cone PDF and quasi-PDF in parton states,
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we calculate two kind PDFs of tree-level and one-loop levels respectively. for
the PDF in parton states, the infrared structure is perturbative. Therefore,
three different methods of deal with infrared divergence will be used here:
off-shell external legs; Dimensional Regularization; nonzero gluon mass. Fi-
nally, we will get the matching kernel through the matching formula, from
which we can see that the matching kernel is independent of the infrared
structure. Finally, integration by region to quasi-PDF and based on the
results, the internal relationship between the two PDFs will be discussed.

Key words: QCD,Parton distribution function, LaMET, Infrared divergence
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第一章 绪论

自人类发展出文明到如今，对自然界最基本规律探索的脚步就从未停
下。对于还原论者来说，自然的一切皆可复原为构成万物的基本粒子及其
之间的相互作用。那么，从基本的微观世界出发，结合最底层的逻辑及相互
作用关系，来建立描述万物的终极统一理论是一代又一代粒子物理学家的
终极追求。粒子物理学是一门探索物质基本组成及其相互作用的学科，它
建立在标准模型 (Standard Model) 的理论基础上。标准模型是一个描述已
知的最基本粒子的性质并融合了已知相互作用中强、弱及电磁相互作用的
理论，关于它的大部分理论预测都已经得到实验的证实，目前来说是一个
十分可靠的理论。本章将首先对标准模型及其中的量子色动力学做简要介
绍，第二部分将介绍部分子分布函数 (Parton Distribution Function PDF)
并引入大动量有效理论，最后讨论对部分子分部函数研究的意义。

1.1 标准模型及量子色动力学简介

经过一代代众多物理学家的长期探索与发展，粒子物理标准模型得以
较为成功的建立。我们现在所知的最基本的四种相互作用力和最基本的几
十种粒子被造物主作为起始代码输入，而衍生出这个丰富多彩纷繁复杂的
世界。从古到今，人类刻在基因中的好奇心及社会文明发展的需要就不断
地驱使着我们拨开层层迷雾，探索自然界表象之下那些最底层的指令。古
希腊的哲学家认为所有的物质都是由空气、土壤、火、水而组成，而中国
古人认为是金、木、水、火、土聚合成了世间的一切事物。虽然我们现在知
道这两种古人提出的模型过于粗糙和简单化了，但他们的理论目标和标准
模型是一脉相承的。标准模型的发展史记录了还原论者一直以来的探索过
程。进入近代和现代，随着思想，文化，生产力的解放，粒子物理迎来巨大
的发展时期。

1808年，道尔顿提出“原子论”，认为世间万物是由原子这一最基本的
元素组成，且原子是不能再被分裂的。在原子论的基础上，门捷列夫发现
了元素性质的规律，总结出著名的元素周期表呈递给世人。但原子论不是
终点，1897 年，J.J. 汤姆逊在阴极射线中发现了电子，这是一种比原子更
基本的带负电的粒子。1912 年，卢瑟福根据 α 粒子轰击金箔的大角度散射

1
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现象提出了原子的“行星-太阳”模型，将原子内部解释为有集中了正电荷
区域的原子核以及绕原子核运动的电子，这些理论与模型的发展使人们进
一步看清了更小的世界。1932 年，查德威克对中子的发现进一步揭开了原
子核的面纱，同年在宇宙射线中安德森发现了正电子，第一次证实了狄拉
克在 1929 年通过量子场论计算预言的反粒子的存在。
之后,随着高能加速器的建造和对宇宙射线的研究，大量新奇的似乎毫

无关系的粒子登上了舞台。这些粒子的出现似乎使问题变得复杂了起来，人
们逐渐开始相信是由更基本的粒子构成了这些看似毫无关系的粒子。在上
世纪六十年代初期，盖尔曼和尼埃曼从对称性入手[1, 2, 3]，发现了在 SU(3)
味对称性下强子的八重态，十重态规律。这些规律提示了强子内部的可能
结构，在 1964 年，盖尔曼和茨威格彼此独立的建立了夸克模型，将当时已
经发现的强子，包括质子和中子解释为是由三个更基本的粒子 u,d,s 夸克
组成。夸克模型与 1969 年费曼提出的部分子模型结合为夸克-部分子模型，
该模型可以较为清晰的描述强子的内部结构。1970 年提出的 GIM 机制预
言了第四种夸克也就是粲夸克 (c) 的存在[4]，1974 年丁肇中和里克特在实
验上分别发现粲夸克的正反夸克束缚态 J/ψ 粒子[5, 6]。1977 年，由莱德曼
领导的费米实验室发现了第五种正反夸克束缚态的介子——ϒ粒子[7]，这种
夸克称为底夸克。最重的一个夸克，顶夸克也在 1995 年被发现[8, 9]。除了
构成强子的夸克，还有前面提到的电子，以及后续分别在 1936 年和 1975
年发现的 µ 子和 τ 子。这三种较轻的带负电的粒子又分别有对应于自身的
电中性的中微子，它们被统称为轻子。轻子和夸克同为费米子，其自旋都
是二分之一，满足费米-狄拉克统计构成物质的基本组分。
自然界最基本的组分之所以能构成万物，是离不开产生于它们之间最

基本的相互作用的。对于仅发生在夸克与夸克色自由度下的相互作用称为
强相互作用，它是由胶子承载的。弱相互作用是一种出现在基本粒子内部的
力，主要参与粒子的衰变过程，它是由W及 Z玻色子的交换所引起的。由
于强弱相互作用的力程都非常短，与人类的可感知范围不在一个尺度以至
于在日常中都直接忽略了它们。对于我们生活中最为常见的能直接感受的
电磁力，它是由光子的交换带来的。至于引力，我们认为引力的承载粒子是
引力子，只不过它还未被标准模型纳入其中。承载相互作用的粒子，它们自
旋都是整数，是满足玻色-爱因斯坦统计的玻色子。对于电磁和弱相互作用，

2
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由格拉肖、萨拉姆和温伯格三位物理学家将二者统一为 SU(2)×U(1)的电弱
统一理论，而电弱相互作用与强相互作用的统一即为 SU(3)×SU(2)×U(1)
的局域规范理论——标准模型，它描述了不同费米子对应不同玻色子的关
联组合而产生的费米子之间的相互作用。2012 年 7 月，位于欧洲的大型强
子对撞机宣布发现了标准模型预言中的最后一个粒子——希格斯粒子，自
此标准模型预言的所有粒子都在实验上得到了证实并获得了巨大的成功，
我们将这些粒子展示在下图中。我们看到费米子分成了三代，代与代之间

图 1-1 标准模型中的基本粒子

的差异仅体现在质量上的不同，代的数目越高表明质量越大。为什么存在
三代？是否还要更高代的存在？这些问题还有待未来更深入的研究。已有
的各种现象表明，标准模型还并不是一个完整的理论，依然面临着种种困
难，对于中微子质量，暗物质暗能量等仍存在着很多尚未明了的问题。
在二十世纪初期，相对论及量子力学的提出和发展给经典物理带来了

3
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巨大的冲击，同时也为粒子物理的发展带来了必要的工具——量子场论。量
子场论认为，相较于粒子，场是更基本的实体存在，不同的粒子不过是对
应于不同场的激发，当所有的场都处于能量最低的基态时对应物理上的真
空，所以真空并不是真的空无一物。因为场并不是不可入的，所以不同粒子
的场可以相互交织重叠而弥散在全空间。不同场的不同激发状态体现为出
现不同粒子的不同运动状态，我们之前提到的基本相互作用其实是存在于
场与场之间的相互作用，既然粒子其实就是场激发状态的体现，那么粒子
间的相互作用实际上也就是场与场之间的相互作用。例如，两个电子之间
交换光子的相互作用图像可以理解为，一个表现为电子的电子场的激发态，
激发了光子场后表现为一个光子而作用到另一个电子场的激发态上。不同
场通过不同的方程来描写，自旋为零的标量粒子对应的标量场方程为克莱
因—高登方程：

(
∂ 2

∂ t2 −∇2 +m2)ϕ(x) = (∂ µ∂µ +m2)ϕ(x) = 0 (1.1)

自旋为二分之一的费米子对应的旋量场方程为狄拉克方程：

(iγµ∂µ +m)ψ(x) = 0 (1.2)

传递相互作用的矢量粒子，描述它们的矢量场是我们较为熟悉的麦克斯韦
方程。在量子场论的框架下，研究电磁相互作用的理论发展为量子电动力
学 (QED)，描述产生于夸克胶子之间强相互作用的理论则为量子色动力学
(QCD)，它们同为局域规范理论下的量子场论, 量子电动力学对应于 U(1)
的规范不变性，而与量子色动力学相关的对称性则是 SU(3) 下的局域规范
变换

ψ(x)→ ψ ′(x) = exp[igsαa(x)T a]ψ(x) (1.3)

其中 αa(x)是关于时空坐标的函数，T a 是 SU(3)群的八个生成元，a是为了
解决自旋和统计对称性上的矛盾而引入一种新的自由度——色自由度，它
对应“红”，“绿”，“蓝”三种 SU(3) 色空间下的量子态，承载强相互作用
的胶子对应 SU(3) 群的八个生成元，对应的相互作用荷为色荷，只有携带

4
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非零色荷的粒子才会发生强相互作用。由于色空间中 SU(3) 群的生成元不
对易，所以量子色动力学是一个非阿贝尔的规范理论，表现为胶子自身也
是携带色荷的，那么胶子就可以发生自相互作用而使得量子色动力学变得
较为复杂且拥有一些独特的性质。
夸克和胶子作为量子色动力学的基本自由度，它们之间的相互作用决

定了强相互作用的独特性质，例如色禁闭或者说夸克禁闭。虽然大量的实
验和理论向我们表明夸克是一定存在的，但自由的夸克从未被直接探测到，
实验上也从未探测到带色的强子态，也就是说强子都是不带色量子数的。这
表明，带有色荷的对象总是被禁闭在一个色单态，不可能有任何实体作为
一个携带有色荷的粒子自由传播。色禁闭的原因被认为是由于胶子间的自
相互作用带来的，当夸克间的距离被拉开时，夸克间的相互作用会随着距
离增大而增大，使得夸克被禁闭在强子内部，因此找不到孤立的夸克或胶
子。1973 年，维尔切克，波利策和格娄斯发现了强相互作用存在渐近自由
的特殊性质[10, 11]，意思是当夸克之间的距离很小，或者说当动量转移很大，
相互作用能量很大时，夸克与夸克之间的相互作用会变的很小从而可以将
其近似地看成自由粒子。强相互作用耦合常数本身是依赖于重整化能标 µ
而跑动的，记作 αs(µ)。我们取 µ 值为某一特定过程下的动量转移 Q，此
时的 αs(µ) 就是在此特定过程下的有效耦合常数,αs(µ) 随能标的跑动方程
为：

µ2 ∂
∂ µ2 αs = β (αs) =− β0

4π
α2

s −
β1

(4π)2 α3
s − . . . (1.4)

QCD 的渐近自由正是来自上式等号右侧每一项前的负号，由图 1-2[12] 可
见，随着转移动量 Q 的增大耦合常数逐步减弱。根据曲线趋势，在转移动
量趋于无穷大时耦合常数也变成一个很小的值，那么在这个高能的区域我
们可以采用微扰理论来计算物理过程，当 Q 逐渐减小时，耦合常数迅速增
大也导致微扰论迅速失效。渐近自由这一性质直接将 QCD 相关问题拆分
成高能区的微扰 QCD 部分和低能区的非微扰部分。在实际问题中，我们
会遇到的两个能区同时包含的情况，对于这种情况最直接的想法就是将两
个能区分开并用不同的方法加以研究，在下一节将要讨论的部分子分布函
数正是这种思路的具体体现。
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图 1-2 QCD 耦合常数跑动行为

1.2 部分子分布函数与大动量有效理论

在上一节中，我们提到的夸克模型其实是对当时大量涌现的强子的一
种分类方法，夸克仅作为一个神奇的数学符号存在于那段时期而并没有被
视作一个实体的物理对象。对于核子内部图景的研究，最直接的想法就是
深入其中探索一番，比较具有代表性的实验是深度非弹性散射 (DIS)[13, 14]，
如图 1-3，主要做法是将高能电子打入核子内部，根据末态粒子的动力学性
质来推断核子内部的状况。在 DIS 实验中我们发现微分散射截面中的结构
函数，在较高转移动量 Q 下表现出与 Q 较弱的相关性，这种现象称为比
约肯标度无关性[15]，说明与高能电子发生相互作用的是核子内部的点状粒
子。为解释此现象，部分子模型在 1969 年由费曼提出[16]，表明一些自由运
动的点粒子构成高速运动情况下核子的内部图景。而对于实验的另一个重
要发现 Callan-Gross 关系[17] 表明：电子核子深度非弹的背后，实际上是电
子与构成核子内部半整数自旋的点状粒子的弹性散射，这两点都指向一个

6
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e−

e−

q

P

X

图 1-3 电子-质子深度非弹性散射

结论，夸克就是构成核子的部分子。将两种模型结合得到夸克-部分子模型，
在夸克模型中核子是由三个夸克组成而部分子模型并没有限定部分子的个
数。如今我们知道，夸克模型给出的是标志核子特性的价夸克，除此之外，
在能量较高时由于量子涨落还存在着不断产生湮灭的海夸克对和胶子，它
们都是组成核子的部分子。
由于 QCD 存在色禁闭和渐近自由的性质，部分子被禁闭在强子内部

无法分离出来，当面临与强子相关的具体问题时我们必须要回答夸克胶子
作为部分子在强子内部是如何分布的，对于这个问题我们可以引入部分子
分布函数 (PDF)，它被定义为：部分子动量占核子动量分数 x 的概率分布
函数 f (x)。在大动量迁移的物理过程中，得益于 QCD 的因子化理论我们
可以将对应的矩阵元分解为短程上可微扰计算的硬散射核及长程非微扰的
分布振幅或部分子分布函数[18, 19]，分布振幅对应于遍举过程部分子分布函
数对应于单举过程，在这里我们主要讨论部分子分布函数。硬散射部分为
夸克胶子等部分子直接参与的相互作用可由微扰论直接精确计算，无法微
扰计算的 PDF则反应了强子内部动力学结构的分布情况，具有普适性，两
者卷积给出强相互作用具体结果的理论预言。由此可见，部分子分布函数
作为强相互作用理论计算中必要的输入参量，它的重要性不言而喻。
目前对于部分子分布函数最为成熟和广泛的确定方法是全局拟合数值

7
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分析，这种方法的主要思想是假设一种连续可导的多项式参数化形式，依
据深度非弹性散射实验，半单举深度非弹性散射实验 (SIDIS)、核子对撞和
重夸克对产生等实验的大量数据对未知参数进行拟合。深度非弹性散射过
程中反映核子结构特征的独立动力学参量有两个：x 和 Q2。其中 x 定义为
“比约肯变量”,就是受打击的部分子的动量所占整个核子的动量分数。变量

Q2 定义为转移虚光子的四动量平方的负值, 表征散射的强度以此划分不同
的散射类型。部分子分布函数关于 Q2 的依赖由 DGLAP 方程描述[20, 21, 22]。
DGLAP 方程的提出源于实验上测量到深度非弹性散射过程的标度律破坏
现象，标度律的破坏表明随着标度的变化部分子的数量及核子内部的动量
分布也会随之变化。以得到质子部分子分布函数为例，全局拟合一般可概
括为三步：第一步为非微扰的参数化输入，即选取一个初始标度 Q2

0，并在
此标度下确定一个合适的参数化函数形式来描写部分子分布。第二步，结
合第一步 Q2

0 下的部分子分布函数参数化形式和 DGLAP 方程将其演化到
较高 Q2 下，并计算得出与之相相关的可观测物理量的理论值。第三步，将
实验测量的观测量值与第二步计算的理论值进行比较，得到理论预测值与
实际测量值之间的偏差，用 χ2 来表示[23]，寻找最佳的初始部分子分布使
得 χ2 最小。拟合结果达到最佳后便确定了最初参数化下部分子分布函数
的具体形式，那么在往后任何更高标度 Q2 下的部分子分布函数都可以通
过 DGLAP 方程的演化计算而得出。经过多年的发展和努力，质子部分子
分布函数在全局分析的方案下取得了较大进展和突破, 见图 1-4[24]。虽然在
完善质子部分子分布的数据库上目前已经获得了不少的成果，但是在动量
分数 x 很小和很大区域的分布仍然没有足够多的实验数据去限制[25, 26]。另
外，不同的合作组预言的分布之间也存在着一定的差异[27, 28, 29]。差异的来
源多种多样，例如：在输入拟合数据集选择上的不同、有关可观测量的理
论计算、部分子分布函数参数化方法的选择、部分子分布函数不确定度的
估计和传递以及相关的外部参数的处理等方面。
数值全局拟合的方法获得 PDF 取得了巨大的成功，但人们同样也努

力想要从第一性原理出发计算得到 PDF，而格点 QCD 就是一个强有力
的非微扰工具。格点的思想在于将时空离散化模拟真实的物理过程[30]，为
了保证对泛函积分有更好的收敛性其格点上主要模拟的是欧氏时空。然而，
这样对于定义在闵氏时空中光锥关联的部分子分布函数却是不友好的，在

8
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后面的讨论中我们将会看到部分子分布函数是一个非定域的算符，若直接
对时间维度作维克转动将使其变为虚时，而光锥关联的时空间隔为零, 那
么 xµxµ = 0 导致我们无法区分局域算符和非局域算符，所以格点无法直接
计算非定域的光锥关联 PDF。通常格点对 PDF 的确定主要是集中在对其
“矩”的计算上，PDF作为非定域的算符矩阵元它的矩相当于将其展开到定
域的算符矩阵元，不再含有光锥间隔。理论上，如果所有的矩都知道了，就
可以往回重建出对应的 PDF。然而，对于高阶矩的计算过于复杂且需要消
耗大量的计算资源，事实上格点 QCD能计算的矩数目有限[31, 32, 33]，不足以
精确重建出 PDF。在这个问题上，基于近些年发展起来的大动量有效理论
(LaMET,large momentum effective theory)，人们可以依据在较大动量下运
动核子的性质来提取出部分子的物理信息，如此一来从 QCD 第一性原理
入手直接计算部分子分布函数成为了一项切实可行的工作。

图 1-4 CT18 全局拟合 PDF 结果
Phys.Rev.D 103(2021) 1,014013
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2013 年，论文 [34] 首次提出，可以通过对大动量极限下等时关联的准
部分子分布算符矩阵元的研究而得到光锥关联的部分子分布函数，等时关
联的物理量因为不含对时间的依赖所以可以在格点上直接计算[35, 36, 37, 38, 39]，
这套方法论称为大动量有效理论。该理论通过将部分子退化为高速运动质
子态中的静态关联函数，为计算时间依赖的 PDF 提供了系统的解决方案。
大动量有效理论可以绕开对矩的计算，通过格点计算直接得到最终光锥
PDF 结果的原因是：依据狭义相对论效应，大动量运动情况下的结果会
存在一个大动量方向上的洛伦兹 boost，洛伦兹对称性使得以光锥算符表示
的标准部分子态可以被一个等价的具有大动量态的算符替代，且这个算符
是时间无关的，普适的，称为准的部分子分布函数。基于此理论的大致工作
路线可概括为：首先构造一个合适的静态算符矩阵元 (准观测量)，在外部
的强子趋于大动量极限下可近似趋近于部分子可观测量。用这种方式构造
的准观测量通常只依赖于强子的动量，但不依赖于时间，就不存在我们之
前讨论的众多问题并可以很容易的在格点上计算出来。其次，计算格点上
的准观测量，并采用合适的方案对其进行非微扰重整化。最后，微扰计算
出光锥分布函数与准分布函数的匹配系数，通过因子化公式，将重整化后
的准观测值与部分子可观测量进行匹配。如图 1-5，光锥关联的 PDF 坐落

图 1-5 光锥部分子分布函数
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于四维闵氏时空的光锥上，从图中我们看到它是包含时间依赖的非定域算
符，不能直接在格点上算出，记作 f (x)。依据上述讨论，准分布函数被定义
为等时关联的部分子分布函数，仅包含对欧氏时空的空间分量的依赖，如
图 1-6 所示，可以直接通过格点 QCD 的方法进行计算, 记作 f̃ (x)。格点计

图 1-6 准部分子分布函数

算得到准分布函数后，当动量趋于无穷时准分布函数通过洛伦兹 boost 会
无限逼近回到光锥形式，如图 1-7 所示。假设二者包含相同的红外结构通
过因子化理论可将其写成如下的匹配公式[40, 41]。

f̃q/q0(x,µ
2, pz → ∞) =

∫ 1

0
C(

x
y
,

µ
pz
) fq/q0(y,µ

2)
dy
y
+O

(
M2

p2
z ,
,
Λ2

p2
z

)
(1.5)

其中 µ 为重整化能标，pz 为大动量方向上的动量大小，C 为匹配系数，M

为强子质量，Λ 表示 QCD 特征能标。我们注意到，准 PDF 在类空区域时
空间隔小于零，光锥 PDF 是类光的时空间隔等于零，而洛伦兹 boost 是
保证时空间隔不变的变换，是不可能通过洛伦兹 boost 使二者直接相等的，
但是我们可以看到，在大动量分量远大于强子质量和 QCD 特征能标时两
者的差异以高阶无穷小的形式略去。在此情况下，准 PDF可以在格点上算
出，通过匹配系数及匹配公式可以得到光锥 PDF，那么匹配系数就成为此
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图 1-7 准分布到光锥分布

方法下一个至关重要的量。关于这个匹配系数是怎么得到呢？答案是通过
微扰计算。当然，我们前面表明，PDF 是一个非微扰的物理量我们无法进
行微扰计算，但是这种情况是针对于强子态下考虑的。对于广义的部分子
态下的 PDF 没有像强子态 PDF 中那样的非微扰结构，是可以对其进行微
扰计算的。广义的部分子分布函数不拘泥一定要在强子外态中考虑部分子
而是包含了在部分子态中去研究部分子，例如我们在接下来的计算中会采
用的在夸克态中计算夸克部分子分布的情况。我们的目标是找到匹配系数，
对部分子态下的 PDF作微扰计算得出光锥的分布及准的分布之后，通过匹
配公式就可以得到在部分子态下二者之间的匹配系数。事实上，部分子态
下的匹配系数和强子态下的匹配系数是一致的[42, 43]。

能够依据匹配公式从准 PDF 匹配到光锥 PDF 的条件是光锥 PDF 和
准 PDF满足相同的红外结构且匹配系数与红外部分无关。这样的话就可以
把强子态下包含非微扰红外部分的准 PDF在格点计算上得出，通过与红外
无关的匹配系数，匹配得到光锥的结果。接下来的两章，就是从常用的三

12



上海交通大学学位论文 第一章 绪论

种正规红外发散的方法出发，分别计算部分子态下光锥部分子分布和准部
分子分布的单圈结果，并依据匹配公式分别得到匹配系数。我们将会在结
果中看到匹配系数中的红外正规子被一一消去，表明匹配系数确实与红外
部分无关。

1.3 本章小结

本章一一回顾了标准模型中的基本粒子及相互作用力，从标准模型承
接描写强相互作用的量子色动力学及其色禁闭与渐近自由的特殊性质，在
第二节从 DIS实验出发引入了夸克-部分子模型，介绍了部分子分布函数的
定义和传统方法上对部分子分布函数的研究及缺陷, 进一步引出了大动量
有效理论及其思想和应用。大动量有效理论为 PDF的研究提供了一种新思
路，使得从第一性原理出发理论计算得出 PDF 成为了一项切实可行的工
作。
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第二章 光锥部分子分布函数

2.1 光锥坐标系及光锥部分子分布

在上一章中我们已经详细介绍了部分子的概念以及部分子分布函数的
引入和意义，接下来将直接进入对其定量计算的细节展示。在实际的实验
测量中及部分子模型下，核子通常都是以无限大动量运动的，无限大动量
意味着在四维时空下贴近到光锥上。为了所研究问题的便利，可以将坐标
系选取在光锥上而建立光锥坐标系[44]。在光锥坐标系下得到得到部分子分
布函数称为：光锥部分子分布函数 (light-cone PDF)。在光锥坐标系的建立
中，首先要选定两个类光的单位矢量，分别写作：

n+µ =
1√
2
(1,0,0,1), n−µ =

1√
2
(1,0,0,−1), (2.1)

这两个类光的光锥单位矢量的关系满足：

n+ ·n− = 1, n2
± = 0 (2.2)

在光锥坐标系下，任意一个四维矢量 aµ 都可以分解为沿光锥的光锥分量
a+ 和 a− 与垂直方向上的垂直分量 a⊥

aµ = n− ·an+µ +n+ ·an−µ +a⊥µ

= a−n+µ +a+n−µ +a⊥µ (2.3)

其中，光锥分量的表达式为：

a+ =
a0 +a3

√
2

, a− =
a0 −a3

√
2

(2.4)

当采用光锥分量时，四维积分和 d 维积分应分别拆解为：

d4k = dk+dk−d2k⊥, µ4−dddk = µ4−ddk+dk−dd−2k⊥ (2.5)
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其中，对于引入 µ4−d 的目的是为了平衡在 d 维情况下积分测度的量纲。
在高能情况下，强子的动量方向几乎处于光锥上，因此它们的质量几

乎可以忽略。可以选取动量 P 的方向为 n− 方向，那么 P 所取的光锥分量
即为 P+。对于坐标选取的方向为沿着 n+ 方向，同样，对于坐标的光锥分
量为 ξ−。由上，可以给出在算符层次上，夸克的部分子分布函数定义式[45]：

fq/H(x) =
∫ dξ−

2π
e−ixp+ξ−⟨P(p)|(q̄Wc)(ξ )

/n+

2
(W †

c q)(0)|P(p)⟩ (2.6)

公式中 x 表示部分子动量占强子动量的动量分数。从以上的夸克部分子分
布表达式中可以看出这是一个非局域算符矩阵元，为保证规范不变性而引
入作为规范链接[46] 的 Wilson 线 Wc

Wc(ξ ) = P̄exp(−igs

∫ ∞

0
dsn+ ·Aa(ξ + sn+)T a) (2.7)

Wilson 线中的 P 为类比编时算符的编路径算符，T a 为色矩阵。因为量子
场论认为场是最基本的所以对时间的依赖都是包含在场算符中，场随着时
间的演化而演化，所以量子场论中的表达式一般都是定义在海森堡绘景下
的。但在微扰计算中，要将随时间演化的相互作用项显露出来才能按耦合
常数逐阶展开，那么需要做的就是把海森堡绘景下的表达变换到相互作用
绘景下而自然的分离出相互作用项，接着把相互作用项按耦合常数做微扰
展开：

ÔH = ÔIexp[igs

∫
d4xq̄ /AaT aq] = ÔI[1+ igs

∫
d4xq̄ /AaT aq+o(gs)] (2.8)

以上引出了光锥坐标系,光锥单位矢量，以及在此坐标系下的部分子分
布函数的定义式。介绍完这些必要的基本概念接下来将会进行具体的计算，
给出微扰计算下光锥部分子分布函数树图阶的结果及在三种不同的正规红
外发散方法下的单圈结果。

2.2 微扰计算树图阶及单圈结果

因为在强子态中的部分子分布函数包含着非微扰的红外结构，所以人
们是无法通过微扰计算的方法直接得到在强子外态下的矩阵元结果的。然
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而，我们最终的目的是为了得到光准分布函数和准分布函数之间的匹配系
数。若只是为了得到匹配系数的话，实际上可以绕过对强子外态下矩阵元
的计算，而是对可微扰的夸克外态下矩阵元的计算。因为夸克态的红外结
构是可微扰的，所以可分别采用外线离壳，维数正规化及胶子质量不等于
零的三种不同方法来正规红外发散。这样，在夸克态下计算出光准分布和
准分布，通过二者的匹配公式就可得到匹配系数。已有理论与实践表明，取
部分子外态微扰计算得到的匹配系数同样适用于强子外态，那么，接下来
的计算过程都是将强子外态改为夸克态下进行演示的，用 fq/q0(x)来表示夸
克态下的夸克部分子分布函数，意思是在夸克中找到动量分数为 x 的夸克
部分子的几率分布，是广义的部分子分布函数。

2.2.1 光锥 PDF 的树图阶结果

从光锥部分子分布函数定义式出发进行微扰计算时，需要分别对 Wil-
son 线和相互作用项中的耦合常数作微扰展开，组合成关于耦合常数 gs 平
方的多项式。对于树图阶，Wilson 线和相互作用项都展开到 gs 的最低阶，
即这两项都取“1”得到的树图阶费曼图如下。

图 2-8 树图阶光锥 PDF

树图阶计算结果如下：

fq/q0(x) =
∫ dξ−

2π
e−ixp+ξ−⟨q(p)|q̄(ξ )

/n+

2
q(0)|q(p)⟩

16
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=
1
2

∫ dξ−

2π
ei(p+−xp+)ξ− tr[/p/n+]

2
= δ (x−1) (2.9)

在这里及后续的计算中都考虑了夸克的极化并对其取了平均。

2.2.2 外线离壳方案下单圈结果

对于单圈，是将Wilson线和相互作用项按耦合常数 gs 分别展开，组合
到 gs 平方阶。根据场之间不同的收缩方式完成计算，后验的发现有五张对
最终结果有贡献的费曼图。光锥部分子分布单圈情况下包含紫外和红外两
种发散，对于紫外发散我们采取的正规化方案是维数正规化[47, 48, 49, 50]，并
将此种方案下出现的紫外结构 1

ε + ln4π − γ 简记作 1
ε̂。对与红外发散，在此

节我们采取的正规化方案为外线不在壳，即外线四动量平方不为零，在计
算种保留 p2 ̸= 0 且 p− = p2

2p+。单圈的光锥部分子分布函数费曼图如下:

图 2-9 单圈光锥 PDF

17
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接下来开始演示各图的计算细节，首先是图 a 将相互作用项展开到两阶:

fq/q0(x) =
∫ dξ−

2π
e−ixp+ξ−⟨q(p)|[igs

∫
d4η2q̄(η2) /Aa(η2)T aq(η2)]q̄(ξ−)

/n+

2
q(0)

× [igs

∫
d4η1q̄(η1) /Ab(η1)T bq(η1)]|q(p)⟩

=
−g2

sCF

2 ∑
s

∫ dξ−

2π
e−ixp+ξ−

∫
d4η1

∫
d4η2ū(p)eipη2γµ

∫ d4k2

(2π)4

i/k2

k2
2 e−i(η2−ξ )k2

/n+

2

∫ d4k1

(2π)4

i/k1

k1
2 e−i(0−η1)k1γν

∫ d4q
(2π)4

−igµν

q2 e−i(η2−η1)qu(p)e−ipη1

=
−ig2

sCF

2 ∑
s

∫ dξ−

2π
ei(p+−q+−xp+)ξ−

∫ d4q
(2π)4

ū(p)γµ(/p−/q)/n+(/p−/q)γµu(p)
2(p−q)2(p−q)2q2

=−ig2
sCF

1
2 ∑

s

∫ d4q
(2π)4

ū(p)γµ(/p−/q)/n+(/p−/q)γµu(p)
2[(p−q)2]2q2 δ (p+− xp+−q+)

相互作用项展开到二阶产生的系数 1
2 与对称因子 2抵消,对于夸克场，需要

考虑对旋量指标求和并取平均。通过场与场之间收缩为传播子并进行积分
运算，会得出一系列德尔塔函数使表达式得到一定程度的化简，从费曼图
可以看出，这是相互作用顶点上动量守恒的必然结果。在这里及以后的计
算中均采用了费曼规范，化简后仅留下对胶子传播子的四动量积分，此积分
会带来发散，因为这里采取了维数正规化方案在 D 维时空下来正规紫外发
散，所以对于分子上 γ 结构的缩并与在四维情况下会略有不同。按照惯例取
D = 4−2ε，此时 γ 结构为:γµ(/p−/q)/n+(/p−/q)γµ = (2−D)(/p−/q)/n+(/p−/q)

[51]，
承接上式可以得到：

fq/q0(x) = ig2
sCF µ2ε(D−2)

1
2

∫ dDq
(2π)D

tr[/p(/p−/q)/n+(/p−/q)]
2[(p−q)2]2q2 δ (p+− xp+−q+)

为了平衡在 D 维下积分测度的量纲而引入 µ2ε , 对于分子 trace 结构化简如
下[52]：

tr[/p(/p−/q)/n+(/p−/q)] = 4[p(p−q)(p+−q+)− p+(p−q)(p−q)

+ p(p−q)(p+−q+)]

= 4[p2 p++q2
⊥p++2p−(q+)2 −2p2q+]
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代入上式得：

fq/q0(x) =
ig2

sCF

2

∫ dDq
(2π)D

[µ2ε(D−2)]4[p2 p++q2
⊥p++2p−(q+)2 −2p2q+]

2[p2 +2q−(q+− p+)−q2
⊥−2p−q++ iε]2

× δ (p+− xp+−q+)

[2q+q−−q2
⊥+ iε]

= ig2
sCF µ2ε (D−2)

(2π)2

∫ dD−2q⊥

(2π)(D−2)dq−

q2
⊥+p2x2

[q−−
p2x−q2

⊥+iε
2xp+

]2[q−−
q2
⊥−iε

2(1−x)p+
]

8x2(1− x)(p+)2

最后一步依据 p2 ̸= 0 推出 p− = p2

2p+ 代入化简后得到上式。我们可以看到，
上式关于 q− 有两个一阶极点分布在实轴两侧，接下来我们取下半平面作
关于 q− 的围道积分，根据留数定理此时需要取下侧极点，而下侧极点的留
数即关于 q− 的主值积分

fq/q0(x) = ig2
sCF µ2ε (D−2)

(2π)2

∫ dD−2q⊥

(2π)(D−2) (−2πi)
q2
⊥+ p2x2

8x2(1− x)(p+)2

[
p2(x−1)x+q2

⊥
2x(1−x)p+

]2

= g2
sCF µ2ε (D−2)

4π
(1− x)

[
p2x2

(4π)D−2
2

Γ(2− D−2
2

)(x(x−1)p2)(
D−2

2 −2)

+
1

(4π)D−2
2

D−2
2

Γ(1− D−2
2

)(x(x−1)p2)(
D−2

2 −1)

]

=
g2

sCF(1− x)
8π2 [

1
ε̂
− ln[

p2x(x−1)
µ2 ]+

2− x
x−1

] (2.10)

圈动量各分量积分完成后，将 ε 视作无穷小量并作展开且忽略高阶小项，
得到最终的结果。ε̂ 作为紫外正规子趋于零时带来紫外发散，p2 为红外正
规子。依据同样的思路，可以依次得到剩下四种情况的结果。
对于图 b 则是展开初态相互作用项和末态 Wilson 线得到:

fq/q0(x) =
∫ dξ−

2π
e−ixp+ξ−⟨q(p)|q̄(ξ−)[−igs

∫ ∞

0
dsn+ ·Aa(ξ + sn+)T a]

/n+

2

×q(0)[igs

∫
d4η q̄(η)/Ab

(η)T bq(η)]|q(p)⟩
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= g2
sCF

1
2 ∑

s

∫ dξ−

2π
e−ixp+ξ−

∫ ∞

0
ds

∫
d4η ū(p)eip+ξ−

n+µ
/n+

2∫ d4k
(2π)4

i/k
k2 e−ik(0−η)γν

∫ d4q
(2π)4

−igµν

q2 e−i(ξ+sn+−η)qu(p)e−ipη

= g2
sCF

1
2 ∑

s

∫ dξ−

2π
ei(p+−xp+−q+)ξ−

∫ ∞

0
dse−isn+q

∫
d4ηei(k+q−p)η

∫ d4k
(2π)4

∫ d4q
(2π)4

1
q2 ū(p)

/n+

2
/k
k2/n+u(p)

其中对 ds 的积分中，为了保证结果收敛，需要在被积函数 e 指数上加上
一个小量 −iε 且 ε 是比 s 在趋于无穷大时更高阶的无穷小。此时表达化为∫ ∞

0 dse−is(n+q−iε)，得到的结果为 −i
q+

fq/q0(x) =−ig2
sCFδ (xp+− p++q+)

1
2 ∑

s

∫ d4q
(2π)4

1
q+

ū(p)/n+(/p−/q)/n+u(p)
2(p−q)2q2

=−ig2
sCF µ2εδ (xp+− p++q+)

1
2

∫ dDq
(2π)D

4p+

q+

p+−q+

(p−q)2q2

=−ig2
sCF µ2ε 1

2

∫ dq−dD−2q⊥

(2π)D

xp+

1− x
1

−x(1− x)p+p+× [q−− 2(1−x)p−p++q2
⊥−p2−iε

−2xp+ ]× [q−− q2
⊥−iε

2(1−x)p+ ]

= ig2
sCF µ2ε 1

2

∫ dD−2q⊥

(2π)D

1
(1− x)2 p+

(−2iπ)
2x(1− x)p+

q2
⊥+ p2x(x−1)

=
1

4π
g2

sCF
2x

1− x
µ2ε(4π)ε−1[p2x(x−1)]−εΓ(ε)

=
g2

sCF

8π2

x
1− x

[
1
ε̂
− ln(

p2x(x−1)
µ2 )] (2.11)

对于图 c 的矩阵元可以写出并化简为：

fq/q0(x) =
∫ dξ−

2π
e−ixp+ξ−⟨q(p)|[igs

∫
d4η q̄(η)/Aa

(η)T aq(η)]q̄(ξ−)
/n+

2

× [igs

∫ ∞

0
dsn+ ·Ab(sn+)T b]q(0)|q(p)⟩

=
−g2

sCF

2 ∑
s

∫ dξ−

2π
e−ixp+ξ−

∫ ∞

0
ds

∫
d4η ū(p)eipηγµ

∫ d4k
(2π)4

i/k
k2 e−ik(η−ξ−)
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/n+

2
n+ν

∫ d4q
(2π)4

−igµν

q2 e−i(η−sn+)qu(p)

=−g2
sCF

1
2 ∑

s

∫ dξ−

2π
ei(k+−xp+)ξ−

∫
d4ηei(p−k−q)η

∫ ∞

0
dseiqsn+

∫ d4k
(2π)4∫ d4q

(2π)4 ū(p)γµ
/k
k2

/n+

2
n+

µ 1
q2 u(p)

=−ig2
sCF

1
2 ∑

s

∫ dξ−

2π
ei(p+−xp+−q+)ξ−

∫ d4q
(2π)4

1
q+

ū(p)/n+(/p−/q)/n+u(p)
2(p−q)2q2

(2.12)

可以看到，从矩阵元出发，通过化简计算图 b 和图 c 会给出相同的结果。
此结论同样适用于图 d 和图 e，对于结果相同的两种情况我们只需要计算
其中一种即可。接下来，我们首先计算同时展开初态相互作用项和 Wilson
线的图 d 结果：

fq/q0(x) =
∫ dξ−

2π
e−ixp+ξ−⟨q(p)|q̄(ξ−)

/n+

2
[igs

∫ ∞

0
dsn+ ·Aa(0+ sn+)T a]

×q(0)[igs

∫
d4η q̄(η) /Aa(η)T aq(η)]|q(p)⟩

= ig2
sCF

1
2 ∑

s

∫ dξ−

2π
ei(p+−xp+)ξ−

∫ d4q
(2π)4

1
q+

ū(p)/n+(/p−/q)/n+u(p)
2(p−q)2q2

= ig2
sCF2µ2εδ (1− x)

∫ dq+dq−dD−2q⊥

(2π)D

p+−q+

q+

1
[p2 +2q−(q+−P+)−2p−q+−q2

⊥+ iε]∗ [2q+q−−q2
⊥+ iε]

= ig2
sCF2µ2εδ (1− x)

∫ dq+dq−dD−2q⊥

(2π)D

p+−q+

q+

1

2(q+− p+)× [q−− 2p−q++q2
⊥−p2−iε

2(q+−p+) ]×2q+(q−− q2
⊥−iε
2q+ )

(2.13)

此时 q− 有两个极点，可以令 q+ = (1− y)p+ 且 0 < y < 1 使两个极点分布
在实轴两侧。因为 q 对应的胶子动量是从部分子动量 p 中劈裂出来，所以
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这么做是合理的。同样，选取下侧极点做留数定理可以给出:

fq/q0(x) = ig2
sCF2µ2εδ (1− x)

∫ dq+dq−dD−2q⊥

(2π)D

y
1− y

1

−4y(1− y)p+p+[q−− q2
⊥−p2+2p−(1−y)−iε

−2yp+ ][q−− q2
⊥−iε

2(1−y)p+ ]

=−1
2

ig2
sCF µ2ε

∫
d(1− y)

y
1− y

δ (1− x)
y(1− y)p+

∫ dD−2q⊥

(2π)D

−2πi
2y(1− y)p+

q2
⊥+(y−1)p2 +2p−(1− y)2 p+

=− 1
4π

g2
sCF µ2ε

∫
d(1− y)

2yδ (1− x)
(1− y)

∫ dD−2q⊥

(2π)(D−2)

1
q2
⊥+ p2y(y−1)

=− 1
4π

g2
sCF µ2ε

∫
d(1− y)

2yδ (1− x)
(1− y)

[(4π)
2−D

2 [p2y(y−1)]
D
2 −2Γ(2− D

2
)]

=−g2
sCF

8π2

∫ 1

0
d(y)

yδ (1− x)
(1− y)

[
1
ε̂
− ln(

p2y(y−1)
µ2 )] (2.14)

自此，我们已经演示了在外线离壳方案下上述五种情况单圈部分子分
布函数的结果。在将所有的结果加起来之前还有一种情况需要我们额外讨
论即外线的自能修正。

+
p

+

q

p− qp p
+ ......

图 2-10 链近似下夸克传播子展开

夸克传播子可写作 (/p−m)−1, 忽略质量并在“链近似”(即表示不考虑
辐射的胶子有交叉的情况, 见图 2-10)[53] 下可表达为 2.15 式：

S0
n =

i

/p
+

i

/p
Σ

i

/p
+

i

/p
Σ

i

/p
Σ

i

/p
+ · · · (2.15)

其中 Σ 是夸克单圈自能修正贡献，用图像表达出来对应于下图 2-11。只取
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图 2-11 夸克自能图

S0 的前两项为：

S0
2 =

i

/p
(1+Σ

i

/p
) (2.16)

通过费曼规则 (取费曼规范)，可以将 Σ 的结果计算出来

Σ =
∫ d4q

(2π)4 igstaγµ i(/p−/q)
(p−q)2 igstaγµ

−i
q2

=−g2
sCF

∫ d4q
(2π)4

γµ(/p−/q)γµ

(p−q)2q2

= g2
sCF(D−2)µ2ε

∫ dDq
(2π)D

(/p−/q)
(p−q)2q2

其中，对于 /q 的积分是一个奇函数积分，结果为零

= g2
sCF/p(D−2)µ2ε

∫ dDq
(2π)D

1
(p−q)2q2

= g2
sCF/p(D−2)µ2ε

∫ 1

0
dx

∫ dDq
(2π)D

1
[(q− xp)2 − x(x−1)p2]2

= g2
sCF/pµ2ε

∫ 1

0
dx(D−2)

(−1)2i
(4π)(D

2 )

Γ(2− D
2 )

Γ(2)
[x(x−1)p2]

D
2 −2

=
ig2

sCF

8π2 /p
∫ 1

0
dx
[

1
ε
+ ln4π − γ −1− ln[x(x−1)p2]+ ln(µ2)

]
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=
ig2

sCF

8π2 /p
[

1
ε̂
+1− ln(

−p2

µ2 )

]
(2.17)

根据 Σ 的结果代回 2.16 式可以推导出：

S0 =
i

/p

[
1− g2

sCF

8π2 [
1
ε̂
+1− ln(

−p2

µ2 )]

]
(2.18)

S0 为裸量，引入重整化常数 Z 使得 Sr = Z−1S0 为有限量，使用固定动量点
减除方案 (MOM), 以此得出 Z 为：

Z−1 = 1+
g2

sCF

8π2 [
1
ε̂
+1− ln(

−p2

µ2 )] (2.19)

Z = 1− g2
sCF

8π2 [
1
ε̂
+1− ln(

−p2

µ2 )] (2.20)

拿 Z −1 乘上树图阶结果即得到包含外线自能修正的结果：

(Z −1)δ (1− x) =−g2
sCF

8π2 δ (1− x)[
1
ε̂
+1− ln(

−p2

µ2 )] (2.21)

再将结果求和前，我们引入形如： 1
(1−x)+

= 1
1−x −δ (1−x)

∫ 1
0

1
1−ydy 的 Plus 函

数, 通过演算比较可知图 b,c 与图 d,e 可以分别凑成 Plus 函数，而图 a 可
以和自能修正结果凑成 Plus 函数。最终将所有结果相加，得到在外线离壳
方案下光锥部分子分布函数单圈的结果为：

fq/q0(x) =
g2

sCF

8π2

[
x2 +1
1− x

[
1
ε̂
− ln(p2x(x−1))]+(x−2)

]
+

(2.22)

2.2.3 胶子质量方案下单圈结果

在维数正规化正规红外发散的情况下，因为光锥部分子分布函数结果
中的紫外与红外发散形式一致，所以紫外和红外将相互抵消使其最终结果
为零，在这里不做过多的论述而直接进入下一种方案的讨论。“胶子质量”
方案是指在胶子传播子中加入一个小的质量 mg 作为正规子来正规红外发
散，计算思路与上一种情况类似，所以我们将直接给出必要的计算过程和
结果。在这种方案下外线是在壳的，所以 p2 = 2p+p− = 0。对于 a 图同样
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是将相互作用项展开到两阶得到：

fq/q0(x) =
∫ dξ−

2π
e−ixp+ξ−⟨q(p)|[igs

∫
d4η2q̄(η2) /Aa(η2)T aq(η2)]q̄(ξ−)

/n+

2

×q(0)[igs

∫
d4η1q̄(η1) /Ab(η1)T bq(η1)]|q(p)⟩

=− ig2
sCF

2 ∑
s

∫ dξ−

2π
ei(p+−q+−xp+)ξ−

∫ d4q
(2π)4

ū(p)γµ(/p−/q)/n+(/p−/q)γµu(p)
2(p−q)2(p−q)2(q2 −m2

g)

= ig2
sCF(D−2)µ2ε

∫ dDq
(2π)D

p+q2
⊥+2p−q+2

[(p−q)2]2(q2 −m2
g)

δ (p+− xp+−q+)

=
g2

sCF

2π
(D−2)µ2ε

∫ dD−2q⊥

(2π)D−2

(1− x)[2p+p−(x−1)2 +q2
⊥]

2[q2
⊥+2p+p−(x−1)2 + xm2

g]

=
g2

sCF

4π
µ2ε(2−2ε)(1− x)[

1
(4π)1−ε (1− ε)

Γ[ε]
Γ[2]

(xm2
g)

−ε ]

=
g2

sCF

8π2 (1− x)[
1
ε̂
− ln(

xm2
g

µ2 )−2] (2.23)

b 图结果为展开初态相互作用和末态 Wilson 线：

fq/q0(x) =
∫ dξ−

2π
e−ixp+ξ−⟨q(p)|q̄(ξ−)[−igs

∫ ∞

0
dsn+ ·Aa(ξ + sn+)T a]

/n+

2

q(0)[igs

∫
d4η q̄(η) /Ab(η)T bq(η)]|q(p)⟩

= g2
sCF

1
2 ∑

s

∫ dξ−

2π
ei(p+−xp+−q+)ξ−

∫ ∞

0
dse−isn+q

∫
d4ηei(k+q−p)η

∫ d4k
(2π)4

∫ d4q
(2π)4

1
(q2 −m2

g)
ū(p)

/n+

2
/k
k2/n+u(p)

=−ig2
sCF

1
2 ∑

s

∫ d4q
(2π)4

1
q+

ū(p)/n+(/p−/q)/n+u(p)
2(p−q)2(q2 −m2

g)
δ (xp+− p++q+)

=−ig2
sCF

∫ dDq
(2π)D

µ2ε [2p+(p+−q+)]δ (xp+− p++q+)

q+[2q+q−−q2
⊥−2(p+q−+ p−q+)][2q+q−−q2

⊥−m2
g]

= (−2πi)
ig2

sCF

4π2 µ2ε
∫ dD−2q⊥

(2π)D−2

x
(1− x)

1
q2
⊥+2p+p−(x−1)2 + xm2

g

=
g2

sCF

2π
x

(1− x)
µ2ε

∫ dD−2q⊥

(2π)D−2

1
q2
⊥+ xm2

g
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=
g2

sCF

2π
x

(1− x)
µ2ε 1

(4π)1−ε Γ[ε](xm2
g)

−ε

=
g2

sCF

8π2

x
1− x

[
1
ε̂
− ln(

xm2
g

µ2 )] (2.24)

d 图结果为展开初态的相互作用项和 Wilson 线：

fq/q0(x) =
∫ dξ−

2π
e−ixp+ξ−⟨q(p)|q̄(ξ−)

/n+

2
[igs

∫ ∞

0
dsn+ ·Aa(0+ sn+)T a]

q(0)[igs

∫
d4η q̄(η) /Ab(η)T bq(η)]|q(p)⟩

= ig2
sCF

1
2 ∑

s

∫ dξ−

2π
ei(p+−xp+)ξ−

∫ d4q
(2π)4

1
q+

ū(p)/n+(/p−/q)/n+u(p)
2(p−q)2(q2 −m2

g)

=
ig2

sCF

2
δ (1− x)

p+ ∑
s

∫ d4q
(2π)4

1
q+

ū(p)/n+(/p−/q)/n+u(p)
2(p−q)2(q2 −m2

g)

=
ig2

sCF

p+

∫ dDq
(2π)D

2µ2ε2p+(p+−q+)δ (1− x)
q+[2q+q−−q2

⊥−2(p+q−+ p−q+)][2q+q−−q2
⊥−m2

g]

= (−2πi)
ig2

sCF

4π2 p+

∫ ∞

−∞
dq+

∫ dD−2q⊥

(2π)D−2

µ2ε p+(q+− p+)δ (1− x)
q+[p+(q2

⊥+m2
g)+q+(2p−q+−m2

g)]

取 q+ = (1− y)p+ 代入原式

fq/q0 =
g2

sCF

2π
δ (1− x)

p+
µ2ε

∫ 1

0
p+dy

∫ dD−2q⊥

(2π)D−2

p+(−yp+)

(1− y)p+[p+q2
⊥+ yp+m2

g]

=−g2
sCF

2π
δ (1− x)µ2ε

∫ 1

0
dy

∫ dD−2q⊥

(2π)D−2

y
1− y

1
q2
⊥+ ym2

g]

=−g2
sCF

8π2 δ (x−1)
∫ 1

0
d(y)

y
(1− y)

[
1
ε̂
− ln(

ym2
g

µ2 )] (2.25)

同上一节，图 b 图 c 结果一致，图 d 图 e 结果一致。考虑自能修正，
将所有结果求和，写成 Plus 函数形式：

fq/q0(x) =
g2

sCF

8π2

[
x2 +1
1− x

[
1
ε̂
− ln(xm2

g)]−2(1− x)
]
+

(2.26)
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2.3 本章小结

本章主要目的是微扰计算夸克部分子态下光锥部分子分布函数，在开
头首先引入了为方便计算而定义的光锥坐标系，介绍了光锥坐标系中的光
锥单位矢量及单位矢量间的关系，演示了任意四矢量在光锥坐标系下的拆
分，在此之后则给出部分子分布函数在光锥坐标系下的定义式。在第二部
分通过对耦合常数展开，逐阶计算了树图阶及单圈的结果。其中，对于单
圈结果中的红外发散，我们采取了外线离壳和引入胶子质量两种正规化方
案，对于维数正规化方案因为结果为零所以没有做过多论述。同时，在夸
克传播子“链近似”下考虑了外线自能修正的结果，最后将所有结果求和
以 Plus 函数的形式给出。下一章我们将以同样的思路给出另一种部分子分
布函数的结果。
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第三章 准部分子分布函数

在第一章我们提到，要想使用格点 QCD 直接计算光锥部分子分布函
数会有诸多难以解决的问题。如光锥分布函数是定义在闵氏时空光锥上且
包含时间依赖的非局域矩阵元，由于格点模拟的是欧式时空 (见图 3-12)，
若想在格点上直接计算光锥分布要对其含时部分作维克转动处理，这样的
话光锥上可观测量的时空间隔为零将导致局域量和非局域量无法区分。为
了绕开这些问题，大动量有效理论引入了准部分子分布函数。从图 1-6可以
看到准部分子分布函数定义在类空区域且是与时间无关的，那这样就可以
不用考虑对时间部分的依赖而直接采用格点 QCD 对其经行数值计算。当
在某一方向上动量趋于无限大时洛伦兹 boost 使得准分布函数在我们可接
受的误差范围内非常近似的回到现实情况下的光锥部分子分布，对于建立
光锥分布与准分布匹配关系有一个至关重要的匹配系数，在绪论中我们已
经讨论了它的重要性以及关于它要做的工作。

图 3-12 欧式时空格点 QCD

与上一章类似，这一章仍要在夸克外态下来做微扰计算，从准部分子
分布函数的定义式出发，为可微扰的红外结构采用三种不同的正规化方法
来计算出树图阶，单圈阶结果。
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3.1 准分布函数定义式及树图阶结果

准部分子分布函数所涉及的单位矢量即四维坐标下的时间单位矢量 n0

与某一空间单位分量 n3。对于这两个单位矢量可以直接给出表达式以及它
们之间的相互关系：

n0µ = (1,0,0,0), n3µ = (0,0,0,−1)

n0 ·n0 = 1, n3 ·n3 =−1, n0 ·n3 = 0

任意矢量在此完备坐标系下可以分解为时间分量，空间第三分量和垂直分
量，并且可以验证垂直分量单位矢量与 0 分量 3 分量单位矢量都正交：

aµ = a0n0µ +a3n3µ +a⊥µ (3.1)

矢量 a 拆分的时间分量记作 a0，第三空间分量记作 a3，垂直分量记作 a⊥。
在这里，我们规定 n3 ·a = a3，然后给出关于准部分子分布函数定义如下：

f̃q/H(x) =
∫ dξ 3

2π
eixp3ξ 3⟨P(p)|(q̄Wc)(ξ ){

/n3

2
,
/n0

2
}(W †

c q)(0)|P(p)⟩ (3.2)

由上式可见，定义式中的 Γ 结构并不唯一，可以分别取 n0 方向和 n3

方向。对于要从准分布函数出发最终要得到光锥分布来说，中间的结构取
零分量还是三分量并没有明显的优劣可言，都可以在算得匹配系数并在动
量取无限大得情况下通过洛伦兹 boost 将准分布函数匹配到光锥分布。只
是取不同的结构微扰计算时会得到不同的准分布函数结果且对应的匹配系
数也不同，但这并不影响最终的光锥部分子分布函数。而从另一方面考虑，
准部分子分布函数要在格点上数值模拟计算，在取 n3 时会出现算符混合的
情况而带来难以处理的不确定性[54, 55, 56, 57] , 在文献 [58]，[59] 中提到当取不
同的 Γ 时面临的算符混合问题是不一样的，为了使问题得到简化, 考虑格
点上的计算成本，在这里我们选取 n0 进行计算。
从定义式可以看到，准分布函数作为非局域算符同样需要引入 Wilson

线来保证规范不变性：

Wc(ξ ) = P̄exp(−igs

∫ ∞

0
dsn3 ·Aa(ξ + sn3)T a) (3.3)
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对于准部分子分部函数在微扰计算时同样选取的为部分子外态，对相互作
用项以及 Wilson 线中的相互作用常数展开到零阶，可以得到树图阶结果:

f̃q/q0(x) =
∫ dξ 3

2π
eixp3ξ 3⟨q(p)|q̄(ξ ) /

n0

2
q(0)|q(p)⟩

=
1
2 ∑

s

∫ dξ 3

2π
eixp3ξ 3

ū(p)eip·ξ /n0

2
u(p)

=
1
4

δ (xp3 − p3)tr[/p/n0] =
1
4

4p0δ (x−1)
p3

在选取的三种正规红外发散的方法下 p0和 p3都满足一定的关系，外线
离壳时，p2 ̸= 0我们取 p2 =−ρ p2

3其中 ρ 为一小量，那么 p2 = p2
0− p2

3 =−ρ p2
3

得到 p0 =
√

1−ρ p3, 在维数正规化与胶子质量不为零方案下，外线在壳
p2 = 0 得到 p0 = p3。这里以外线离壳为例重新回到上式可以得到：

f̃q0/q(x) =
p0

p3
δ (x−1) =

√
1−ρδ (x−1)∼ δ (x−1) (3.4)

对于另外两种 p0 和 p3 的关系，很容易验算结果同样为 δ 函数，接下来将
在三种方案下给出单圈的计算。

3.2 不同红外方案下的单圈结果

准部分子分布函数包含以下几种有贡献的费曼图，最后同样要考虑自
能修正与图 a凑成 Plus函数。依据前述讨论，可验证图 b，图 c结果相同，
图 d, 图 e 结果相同，事实上，图 g 和 h 结果也是一致的。对于结果一致的
两张图我们只演示前一张，最终将所有结果求和时只需乘二即可。准分布
的计算思路与光锥分布类似，只是准分布不包含紫外发散，关于这一点可
以直接从接下来计算过程中的积分测度上看出，紫外发散源于动量积分区
域为无穷时带来的发散，在准分布函数中将会看到，虽然积分动量的区域
仍是无穷但分母上关于动量的幂次比分子上动量积分测度的幂次要高，所
以这个积分结果在趋于无穷时是收敛的并不会引起紫外发散。另一个角度，
光锥分布函数坐落于光锥上所以时空间隔为零而引起动量的不确定度为无
穷大所以带来紫外发散，而准分布函数是位于类空区域时空间隔并不会趋
于零，那么动量的不确定度不会达到无穷所以并不引起紫外发散。除紫外
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发散部分之外对于两者共通的部分在这里将直接给出。

图 3-13 单圈 Quasi-PDF

3.2.1 维数正规化方案

在此正规化方案下有 p2 = 0 将 p2 按 0 分量 3 分量以及垂直分量展开
我们可以得到 p0 = p3, 对于图 a。将相互作用项展开到两阶：

f̃q/q0(x) =
∫ dξ 3

2π
eixp3ξ 3⟨q(p)|[igs

∫
d4η2q̄(η2) /Aa(η2)T aq(η2)]q̄(ξ )

/n0

2
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×q(0)[igs

∫
d4η1q̄(η1) /Ab(η1)T bq(η1)]|q(p)⟩

=−ig2
sCF

1
2 ∑

s

∫ dξ 3

2π
ei(xp3−p3+q3)ξ 3

∫ d4q
(2π)4

ū(p)γµ(/p−/q)/n0(/p−/q)γµu(p)
2(p−q)2(p−q)2q2

=
(D−2)ig2

sCF µ2ε

2 ∑
s

∫ dξ 3

2π
ei(xp3−p3+q3)ξ 3

∫ dDq
(2π)D

ū(p)(/p−/q)/n0(/p−/q)u(p)
2[(p−q)2]2q2

= (D−2)ig2
sCF µ2ε 1

2

∫ dξ 3

2π
ei(xp3−p3+q3)ξ 3

∫ dDq
(2π)D

tr[/p(/p−/q)/n0(/p−/q)]
2[(p−q)2]2q2

对分子 trace 结构处理细节如下：

tr[/p(/p−/q)/n0(/p−/q)] = pµ(p−q)νn0ρ(p−q)σ ·4(gµνgρσ −gµρgνσ +gµσ gνρ)

= 4[p · (p−q)(p0 −q0)− p0(p−q) · (p−q)+ p · (p−q)(p0 −q0)]

= 4p0[q2
0 +q2

⊥+q2
3 −2q0q3]

对于分母进行费曼参数化[60]：

1
q2[(p−q)2]2

=
∫ 1

0
dξ

2ξ
[(1−ξ )q2 +ξ (p−q)2]3

=
∫ 1

0
dξ

2ξ
[q2

0 −2ξ p0q0 +2ξ p0q3 −q2
3 −q2

⊥]
3

代回原式可以得到:

f̃q/q0(x) =
∫ dξ 3

2π
ei(xp3−p3+q3)ξ 3

∫ dDq
(2π)D

∫ 1

0
dξ

[ig2
sCF µ2ε(D−2)]2ξ p0[q2

0 +q2
⊥+q2

3 −2q0q3]

[q2
0 −2ξ p0q0 +2ξ p0q3 −q2

3 −q2
⊥]

3

=
∫ dD−2q⊥dq0

(2π)D

∫ 1

0
2ξ dξ

[ig2
sCF µ2ε(D−2)]p0{[q0 − p3(1− x)2 +q2

⊥]}
[q2

0 −q2
⊥+2ξ p0 p3(1− x)−2ξ p0 p3 − (1− x2)p2

3 + iε]3

q0 存在两个极点分布在实轴两侧，取下侧极点并求留数

q0 = ξ p0 ±
√

ξ 2 p2
0 −2ξ p0 p3 +2ξ p0 p3x+ p2

3x2 −2p2
3x+ p2

3 +q2
⊥− iε

Res(q0+) =
p0

8{[ξ p0 + p3(x−1)]2 +q2
⊥}

3
2
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将留数带入原式，对费曼参数及动量垂直分量分别积分，并对 ε 展开。
在此处我们发现结果需要对 x 进行分段讨论，需要将 x 分为 0 到 1 之

间的物理区域的结果和此区间之外非物理区域的结果：

f̃q/q0(x) = (D−2)ig2
sCF µ2ε(−2πi)

∫ dD−2q⊥

(2π)D

∫ 1

0
2ξ dξ Res(q0+)

=
g2

sCF

4π
(1− ε)µ2ε

∫ 1

0
ξ dξ p−2ε

0
1

(4π)1−ε

Γ(1+2ε
2 )

Γ(3
2)

[(ξ + x−1)2]
−1−2ε

2

=
g2

sCF

8π2


(x−1) ln x−1

x +1 x>1

(x−1)[ 1
ε̂ + ln µ2

4p2
0x(1−x) ]+ x 0<x <1

(1− x) ln x−1
x −1 x <0

(3.5)

b 图为展开初态相互作用项和末态 Wilson 线的结果：

f̃q/q0(x) =
∫ dξ 3

2π
eixp3ξ 3⟨q(p)|q̄(ξ )[−igs

∫ ∞

0
dsn3 ·Aa(ξ + sn3)T a]

/n0

2

×q(0)[igs

∫
d4η q̄(η) /Ab(η)T bq(η)]|q(p)⟩

=−ig2
sCFδ (xp3 − p3 +q3)

1
2 ∑

s

∫ d4q
(2π)4

ū(p)/n0(/p−/q)/n3u(p)
2q3(p−q)2q2 + iε

=
−ig2

sCF µ2ε

q3

∫ dDq
(2π)D

∫ 1

0
dy

p0[2p0 −q0 −q3]δ [(x−1)p3 +q3]

[q2
0 −q2

⊥−q2
3 −2yp0(q0 −q3)+ iε]2

其中，对于分子的处理细节为：

/n0(/p−/q)/n3 = 2(p0 −q0)/n3 − (/p−/q)/n0/n3

∑ ū(p)/n0(/p−/q)/n3u(p) = 4p0[2p0 −q0 −q3]

取 q0 下侧极点计算留数：

q0 = yp0 ±
√
(yp0 −q3)2 +q2

⊥− iε

Res(q0+) =
(y−2)p2

0 +q3 p0

4[(yp0 −q3)2 +q2
⊥]

3
2
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将留数结果代回原式得到：

f̃q/q0(x) =−2πg2
sCF µ2ε

∫ dD−2q⊥dq3

(2π)D

∫ 1

0
dy

p0[(y−2)p0 +q3]

4[(yp0 −q3)2 +q2
⊥]

3
2

δ [(x−1)p3 +q3]

q3

=−g2
sCF

2π
p0

4
µ2ε

∫ 1

0
dy

∫ dD−2q⊥

(2π)D−2

(y− x−1)p0

[q2
⊥+(x+ y−1)2 p2

0]
3
2

1
(1− x)p0

=−g2
sCF

2π
p0

4
µ2ε

∫ 1

0
dy

1
(4π)D−2

2

Γ[3−D+2
2 ]

Γ[3
2 ]

y− x−1
1− x

[(x+ y−1)2 p2
0]
− 1+2ε

2

=
g2

sCF

16π2


1

x−1 [2x ln x−1
x +1] x>1

2x
x−1 [

1
ε̂ + ln µ2

4p2
0x(1−x) ]+

2x−1
x−1 0<x<1

1
1−x [2x ln x−1

x +1] x<0

(3.6)

对于 c图的结果是展开末态相互作用和初态Wilson线，其振幅可以写
出并化简为：

f̃q/q0(x) =
∫ dξ 3

2π
eixp3ξ 3⟨q(p)|[igs

∫
d4η q̄(η)/Aa

(η)T aq(η)]q̄(ξ )
/n0

2

× [igs

∫ ∞

0
dsn3 ·Ab(0+ sn3)T b]q(0)|q(p)⟩

=−g2
sCF

1
2 ∑

s

∫ dξ 3

2π
ei(xp3−k3)ξ 3

∫ d4k
(2π)4

∫
d4ηei(p−k−q)η

∫ ∞

0
dseiq·n3s

∫ d4q
(2π)4 ū(p)/n3

/k
k2

/n0

2
1
q2 u(p)

其中对于 s 的积分对于 e 指数上仍要引入一个小的 iε 来保证积分的收敛，
对 k 和 η 的积分保证顶点的动量守恒。

f̃q/q0(x) =−ig2
sCFδ (xp3 − p3 +q3)

1
2 ∑

s

∫ d4q
(2π)4

ū(p)/n0(/p−/q)/n3u(p)
2q3(p−q)2q2 + iε

(3.7)

将此结果与上述 b 图的振幅相比较发现二者振幅相等，类似可证明图 d 和
图 e 结果及图 f 和图 g 结果分别相同，此后不再做过多论述。
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d 图展开初态相互作用项和初态 Wilson 线得到：

f̃q/q0(x) =
∫ dξ 3

2π
eixp3ξ 3⟨q(p)|q̄(ξ )

/n0

2
[igs

∫ ∞

0
dsn3 ·Aa(sn3)T a]q(0)

× [igs

∫
d4η q̄(η) /Ab(η)T bq(η)]|q(p)⟩

= ig2
sCFδ (xp3 − p3)

1
2 ∑

s

∫ d4q
(2π)4

ū(p)/n0(/p−/q)/n3u(p)
2q3(p−q)2q2 + iε

= ig2
sCF µ2ε δ (x−1)

p3

1
q3

∫ dDq
(2π)D

∫ 1

0
dt

p0[2p0 −q0 −q3]

[q2
0 −q2

⊥−q2
3 −2t p0(q0 −q3)+ iε]2

= (−2πi)ig2
sCF µ2ε δ (x−1)

p3

1
q3

∫ dq3

(2π)D

∫ 1

0
dt

∫
dD−2q⊥

p0[(t −2)p0 +q3]

4[(t p0 −q3)2 +q2
⊥]

3
2

令 q3 = (1− y)p3 代入原式得到：

f̃q/q0(x) =
g2

sCF

2π
µ2ε δ (x−1)

1− y
p0

4

∫ ∞

−∞
dy

∫ 1

0
dt

∫ dD−2q⊥

(2π)D−2

(t − y−1)
[q2

⊥+(t + y−1)2 p2
0]

3
2

=
g2

sCF

16π2


∫ ∞

1 dy δ (x−1)
1−y [2y ln y−1

y +1] y>1∫ 1
0 dy δ (x−1)

1−y {2y[ 1
ε̂ + ln µ2

4p2
0y(1−y) ]+2y−1} 0<y <1∫ 0

−∞ dy δ (x−1)
y−1 [2y ln y−1

y +1] y<0

(3.8)

图 f 结果是将初态和末态 Wilson 线分别展开到一阶：

f̃q/q0(x) f̃q0/q(x) =
∫ dξ 3

2π
eixp3ξ 3⟨q(p)|q̄(ξ )[−igs

∫ ∞

0
ds1n3 ·Aa(ξ + s1n3)T a]

/n0

2

× [igs

∫ ∞

0
ds2n3 ·Ab(s2n3)T b]q(0)|q(p)⟩

=−ig2
sCF

1
2 ∑

s

∫ dξ 3

2π
ei(xp3+q3−p3)ξ 3

∫ ∞

0
ds1e−is1n3q

∫ ∞

0
ds2eis2n3q

∫ d4q
(2π)4 [ū(p)n3

µ /n0

2
n3µ

1
q2 u(p)]

= ig2
sCF

1
2 ∑

s

∫ dξ 3

2π
ei(xp3−p3+q3)ξ 3 1

iq3

1
−iq3

∫ d4q
(2π)4 [ū(p)

/n0

2
1
q2 u(p)]

= i
g2

sCF

4

∫ d4q
(2π)4

tr[/p/n0]

q3
2q2 δ [q3 − (p3 − xp3)]
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= ig2
sCF µ2ε

∫ dDq
(2π)D

p0

q3
2(q0

2 −q3
2 −q⊥2)

δ [q3 − (p3 − xp3)]

=
g2

sCF

4π
µ2ε p1−2ε

0

p0

1
(1− x)2

1
(4π)1−ε

Γ[2ε−1
2 ]

Γ[1
2 ]

[(1− x)2]
1−2ε

2

=−g2
sCF

8π2

√
(1− x)2

(1− x)2

p0

p0

=
g2

sCF

8π2


1

1−x x>1
1

x−1 0<x<1
1

x−1 x<0

(3.9)

g 图结果，将初态 Wilson 线展开到两阶可以得到：

f̃q/q0(x) =
∫ dξ 3

2π
eixp3ξ 3⟨q(p)|q̄(ξ )

/n0

2
1
2
[igs

∫ ∞

0
ds1n3 ·Aa(ξ + s1n3)T a]

× [igs

∫ ∞

0
ds2n3 ·Ab(s2n3)T b]q(0)|q(p)⟩

=
−ig2

sCF

8
δ (x−1)

p3

1
iq3

1
−iq3

µ2ε
∫ dDq

(2π)D

4p0

q2

=
−2πg2

sCF

2
δ (x−1)p0

p3
µ2ε

∫ dD−2q⊥

(2π)D

∫
dq3

1
2q2

3(q
2
⊥+q2

3)
1
2

=
−g2

sCFδ (x−1)
8π

p0

p3

∫ ∞

−∞
dq3

µ2ε

(4π)1−ε

Γ[−1
2 + ε]

Γ[ 1
2 ]

(q2
3)

1
2−ε

q2
3

令 q3 = (1− y)p3 代入原式并对 ε 展开：

f̃q/q0(x) =
g2

sCF

16π2 δ (x−1)
∫ ∞

−∞
dy

√
(1− y)2

(1− y)2

=−g2
sCF

16π2


∫ ∞

1
δ (x−1)

1−y dy y>1∫ 1
0

δ (x−1)
y−1 dy 0<y <1∫ 0

−∞
1

y−1dy y<0

(3.10)

图 h 与图 g 的结果式一致的，这两个图的结果与图 f 凑成 Plus 函数，
图 a 与自能图凑成 Plus 函数，图 b,c 与图 d,e 凑成 Plus 函数。我们之前
提到，在维数正规化方案下外线在壳此时 p2 = 0 得到 p0 等于 p3，将以上
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所有结果求和，并将得到的结果中 p0 改为 p3 最终得到维数正规化下的单
圈准部分子分布函数结果：

f̃q/q0(x) =
g2

sCF

8π2


[ x2+1

x−1 ln x−1
x +1]+ x>1

[ x2+1
x−1 [

1
ε̂ + ln 1

4p2
3x(1−x) ]+

x(x+1)
x−1 ]+ 0<x<1

[ x2+1
1−x ln x−1

x −1]+ x<0

(3.11)

3.2.2 外线离壳方案

外线离壳方案下 p2 ̸= 0，令 p2 = −ρ p2
3，其中 ρ 为一充分小量而作为

红外正规子。依据此关系我们将 p 展开为 0 分量 p0,3 分量 p3 和垂直分量
p⊥ 可以得到 p0 = (

√
1−ρ)p3，以此为出发点我们进行下面的计算。

对于图 a 还是相互作用项展开到两阶：

f̃q/q0(x) =
∫ dξ 3

2π
eixp3ξ 3⟨q(p)|[igs

∫
d4η2q̄(η2) /Aa(η2)T aq(η2)]q̄(ξ )

/n0

2

×q(0)[igs

∫
d4η1q̄(η1) /Ab(η1)T bq(η1)]|q(p)⟩

=
−g2

sCF

2 ∑
s

∫ dξ 3

2π
eixp3ξ 3

∫
d4η1

∫
d4η2ū(p)eipη2γµ

∫ d4k2

(2π)4

i/k2

k2
2 e−i(η2−ξ )k2

/n0

2

∫ d4k1

(2π)4

i/k1

k1
2 e−i(0−η1)k1γν

∫ d4q
(2π)4

−igµν

q2 e−i(η2−η1)qu(p)e−ipη1

=−ig2
sCF

1
2 ∑

s

∫ dξ 3

2π
ei(xp3−p3+q3)ξ 3

∫ d4q
(2π)4

ū(p)γµ(/p−/q)/n0(/p−/q)γµu(p)
2(p−q)2(p−q)2q2

= ig2
sCF

1
2 ∑

s

∫ dξ 3

2π
ei(xp3−p3+q3)ξ 3

∫ d4q
(2π)4

ū(p)(/p−/q)/n0(/p−/q)u(p)
[(p−q)2]2q2

= ig2
sCF

1
2

∫ dξ 3

2π
ei(xp3−p3+q3)ξ 3

∫ d4q
(2π)4

tr[/p(/p−/q)/n0(/p−/q)]
[(p−q)2]2q2

对于被积函数分子的 trace 结构可化简为：

tr[/p(/p−/q)/n0(/p−/q)] = pµ(p−q)νn0ρ(p−q)σ ·4(gµνgρσ −gµρgνσ +gµσ gνρ)

= 4[p · (p−q)(p0 −q0)− p0(p−q) · (p−q)+ p · (p−q)(p0 −q0)]

= 4p0[p2
3(−ρ)−q2

0 +q2
3 +q⊥

2]+8p3q0[p3ρ +
√

1−ρq0 −q3]
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分母采用费曼参数化后化简为：

1
q2[(p−q)2]2

=
∫ 1

0
dξ

2ξ
[(1−ξ )q2 +ξ (p−q)2]3

=
∫ 1

0
dξ

2ξ
[q2

0 −2ξ p3
√

1−ρq0 +2ξ p3q3 −q2
3 −q2

⊥−ξ ρ p2
3]

3

回到原式可以得到：

f̃q/q0(x) = ig2
sCF2

∫ dξ 3

2π
ei(xp3−p3+q3)ξ 3

∫ d4q
(2π)4

∫ 1

0
dξ

2ξ{p0[p2
3(−ρ)−q2

0 +q2
3 +q2

⊥]+2p3q0[p3ρ +
√

1−ρq0 −q3]}
[q2

0 −2ξ p3
√

1−ρq0 +2ξ p3q3 −q2
3 −q2

⊥−ξ ρ p2
3]

3

= ig2
sCF4ξ

∫ d2q⊥dq0

(2π)4

∫ 1

0
dξ

p0{p2
3[(x−1)2 −ρ]−q2

0 +q2
⊥}

[q2
0 −2ξ p3q0

√
1−ρ − p3[p3(x−1)(x−1+2ξ )+ξ ρ p3]−q2

⊥+ iε]3

+
2p3q0[p3(ρ + x−1)+

√
1−ρq0]

[q2
0 −2ξ p3q0

√
1−ρ − p3[p3(x−1)(x−1+2ξ )+ξ ρ p3]−q2

⊥+ iε]3

(3.12)

可见，对于 q0 有极点为:

q0 = ξ p3

√
1−ρ ±

√
ξ 2(1−ρ)p2

3 + p3[p3(x−1)(x−1+2ξ )+ p3ξ ρ ]+q2
⊥− iε

取下侧极点并求留数：

Res[q0+] =
p0[(2ξ 2 +ξ −3)p2

3ρ +2p2
3(−ξ +2x−2)(ξ + x−1)+4q⊥

2]

16[q2
⊥+ p2

3[(x−1+ξ )2 − (ξ −1)ξ ρ ]] 5
2

−2p3
√

1−ρ{p2
3[(ξ −1)(2ξ (2ρ −1)−1)+ x2 − (ξ −2)x]+q2

⊥}
16[q2

⊥+ p2
3[(x−1+ξ )2 − (ξ −1)ξ ρ ]] 5

2
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代入上述结果后，分别对费曼参数和动量垂直分量积分。

f̃q/q0(x)(x) = 4ig2
sCF(−2πi)

∫ d2q⊥

(2π)4

∫ 1

0
ξ dξ Res(q0+)

=
g2

sCF

8π2


(x−1) ln x−1

x +1 x>1

(x−1)[ln ρ
4 +2] 0<x<1

(1− x) ln x−1
x −1 x<0

(3.13)

b 图结果为:

f̃q/q0(x) =
∫ dξ 3

2π
eixp3ξ 3⟨q(p)|q̄(ξ )[−igs

∫ ∞

0
dsn3 ·Aa(ξ + sn3)T a]

/n0

2
q(0)

× [igs

∫
d4η q̄(η) /Ab(η)T bq(η)]|q(p)⟩

=−ig2
sCFδ (xp3 − p3 +q3)

1
2 ∑

s

∫ d4q
(2π)4

ū(p)/n0(/p−/q)/n3u(p)
2q3(p−q)2q2 + iε

=−ig2
sCF

δ [(x−1)p3 +q3]

q3

∫ d4q
(2π)4

∫ 1

0
dy

2p2
3
√

1−ρ − p3q0 − p3q3
√

1−ρ
[yρ p2

3 +2yp3q0
√

1−ρ −2yp3q3 −q2
0 +q2

3 +q2
⊥− iε]2

q0 极点如下，并取下侧极点

q0 = yp3

√
1−ρ ±

√
(yp3 −q3)2 +(1− y)yρ p2

3 +q2
⊥− iε

Res(q0+) =
−2p2

3
√

1−ρ + yp2
3
√

1−ρ + p3q3
√

1−ρ
4[p2

3ρ(1− y)y+(yp3 −q3)2 +q2
⊥]

3
2

将留数结果代入原式得到：

f̃q/q0(x) =−ig2
sCF

∫ d2q⊥

(2π)4

∫ 1

0
dy− p2

3
√

1−ρ(x− y+1)
4[p2

3(x+ y−1)2 − p2
3ρ(y−1)y+q2

⊥]
3
2

(−2πi)
(1− x)p3

=−2πg2
sCF

(2π)4

1
x−1

∫
d2q⊥

∫ 1

0
dy

p3
√

1−ρ(x− y+1)
4[p2

3(x+ y−1)2 − p2
3ρ(y−1)y+q2

⊥]
3
2
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=
g2

sCF

16π2


1

x−1 [2x ln x−1
x +1] x>1

1
x−1 [2x ln ρ

4 +2x−1] 0<x<1
1

1−x [2x ln x−1
x +1] x<0

(3.14)

d 图结果为：

f̃q/q0(x) =
∫ dξ 3

2π
eixp3ξ 3⟨q(p)|q̄(ξ )

/n0

2
[igs

∫ ∞

0
dsn3 ·Aa(sn3)T a]

×q(0)[igs

∫
d4η q̄(η) /Ab(η)T bq(η)]|q(p)⟩

= ig2
sCFδ (xp3 − p3)

1
2 ∑

s

∫ d4q
(2π)4

ū(p)/n0(/p−/q)/n3u(p)
2q3(p−q)2q2 + iε

=
ig2

sCF

q3 p3

∫ d4q
(2π)4

∫ 1

0
dt

[(2p2
3 − p3q3)

√
1−ρ − p3q0]δ (x−1)

[q2
0 −2t

√
1−ρ p3q0 +2t p3q3 −ρt p2

3 −q2
⊥−q2

3 + iε]2

=
ig2

sCF

q3

δ (x−1)
p3

∫ dq3

(2π)4

∫ 1

0
dt

∫
d2q⊥

(−2πi)(−2p2
3 + p2

3t + p2
3)
√

1−ρ
4[p2

3ρ(1− t)t +(p3t −q3)2 +q2
⊥]

3
2

=−2πg2
sCF

(2π)4

∫ ∞

−∞
dy

δ (x−1)
1− y

∫ 1

0
dt

∫
d2q⊥

p3
√

1−ρ(y− t +1)
4[p2

3(y+ t −1)2 − p2
3ρ(t −1)t +q2

⊥]
3
2

=
g2

sCF

16π2


∫ ∞

1 dy δ (x−1)
1−y [2y ln y−1

y +1] y>1∫ 1
0 dy δ (x−1)

1−y [2y ln ρ
4 +2y−1] 0<y<1∫ 0

−∞ dy δ (x−1)
y−1 [2y ln y−1

y +1] y<0

(3.15)

上式倒数第二步取 q3 = (1− y)p3。
f 图结果是将初态末态 Wilson 线分别展开到一阶：

f̃q/q0(x) =
∫ dξ 3

2π
eixp3ξ 3⟨q(p)|q̄(ξ )[−igs

∫ ∞

0
ds1n3 ·Aa(ξ + s1n3)T a]

/n0

2

× [igs

∫ ∞

0
ds2n3 ·Ab(s2n3)T b]q(0)|q(p)⟩

=−ig2
sCF

1
2 ∑

s

∫ dξ 3

2π
ei(xp3+q3−p3)ξ 3

∫ ∞

0
ds1e−is1n3q

∫ ∞

0
ds2eis2n3q

∫ d4q
(2π)4 [ū(p)n3

µ /n0

2
n3µ

1
q2 u(p)]
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= ig2
sCF

1
2 ∑

s

∫ dξ 3

2π
ei(xp3−p3+q3)ξ 3 1

iq3

1
−iq3

∫ d4q
(2π)4 [ū(p)

/n0

2
1
q2 u(p)]

= i
g2

sCF

4

∫ d4q
(2π)4

tr[/p/n0]

q2
3q2 δ [q3 − (p3 − xp3)]

= ig2
sCF

∫ d4q
(2π)4

p0

q2
3(q0

2 −q2
3 −q⊥2)

δ [q3 − (p3 − xp3)]

=−(2πi)ig2
sCF

∫ dq3

(2π)2

∫ d2q⊥

(2π)2

p0

2q2
3(q

2
⊥+q2

3)
1
2
δ [q3 − (p3 − xp3)]

=
2πg2

sCF

(1− x)2 p2
3

∫ dq2
⊥

(2π)4

p0

2[q2
⊥+(1− x)2 p2

3]
1
2

=
2πg2

sCF

(1− x)2

p0

2p2
3

1
(2π)2

1
4π

Γ[−1
2 ]

Γ[1
2 ]

[(1− x)2 p2
3]

1
2

=−g2
sCF

8π2

√
(1− x)2

(1− x)2

p0

p3

=
g2

sCF

8π2


1

1−x x>1
1

x−1 0<x<1
1

x−1 x<0

(3.16)

g 图结果，将初态 Wilson 线展开到两阶：

f̃q/q0(x) =
∫ dξ 3

2π
eixp3ξ 3⟨q(p)|q̄(ξ )

/n0

2
1
2
[igs

∫ ∞

0
ds1n3 ·Aa(ξ + s1n3)T a]

× [igs

∫ ∞

0
ds2n3 ·Ab(s2n3)T b]q(0)|q(p)⟩

=
−ig2

sCF

2
1
2 ∑

s

∫ dξ 3

2π
ei(xp3−p3)ξ 3

∫ ∞

0
ds1e−is1n3q

∫ ∞

0
ds2eis2n3q

∫ d4q
(2π)4

ū(p)/n0u(p)
2q2

=
−ig2

sCF

8
δ (x−1)

p3

1
iq3

1
−iq3

∫ d4q
(2π)4

4p0

q2

=
−2πg2

sCF

2
δ (x−1)p0

p3

∫ d2q⊥

(2π)4

∫
dq3

1
2q3

2(q⊥2 +q2
3)

1
2

=
g2

sCF

16π2

δ (x−1)p0

p3

∫ ∞

−∞
dq3

√
q2

3

q2
3
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=
g2

sCF

16π2 δ (x−1)
∫ ∞

−∞
dy

√
(1− y)2

(1− y)2

=−g2
sCF

16π2


∫ ∞

1
δ (x−1)

1−y dy y>1∫ 1
0

δ (x−1)
y−1 dy 0<y <1∫ 0

−∞
1

y−1dy y<0

(3.17)

上式倒数第二步令 q3 = (1− y)p3，同样考虑自能修正将所有结果加和凑成
Plus 函数形式，最终得到外线离壳方案下准部分子分布函数：

f̃q/q0(x) =
g2

sCF

8π2


[ x2+1

x−1 ln x−1
x +1]+ x>1

[ x2+1
x−1 ln ρ

4 +
2(x2−x+1)

x−1 ]+ 0<x<1

[ x2+1
1−x ln x−1

x −1]+ x<0

(3.18)

3.2.3 胶子质量不为零方案

此种方案下为胶子传播子赋予一个小的质量来正规红外发散，此时外
线在壳，四动量平方为零，p2 = 0 → p0 = p3。
图 a 将相互作用项展开到两阶:

f̃q/q0(x) =
∫ dξ 3

2π
eixp3ξ 3⟨q(p)|[igs

∫
d4η2q̄(η2) /Aa(η2)T aq(η2)]q̄(ξ )

/n0

2

×q(0)[igs

∫
d4η1q̄(η1) /Ab(η1)T bq(η1)]|q(p)⟩

=−ig2
sCF

1
2 ∑

s

∫ dξ 3

2π
ei(xp3−p3+q3)ξ 3

∫ d4q
(2π)4

ū(p)γµ(/p−/q)/n0(/p−/q)γµu(p)
2(p−q)2(p−q)2(q2 −m2

g)

= ig2
sCF

1
2

∫ dξ 3

2π
ei(xp3−p3+q3)ξ 3

∫ d4q
(2π)4

tr[/p(/p−/q)/n0(/p−/q)]
[(p−q)2]2(q2 −m2

g)

分子化简及分母费曼参数化

tr[/p(/p−/q)/n0(/p−/q)]

= 4[p · (p−q)(p0 −q0)− p0(p−q) · (p−q)+ p · (p−q)(p0 −q0)]

= 4p0[q2
0 +q2

3 +q2
⊥−2q0q3]
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1
(q2 −m2

g)[(p−q)2]2
=

∫ 1

0
dξ

2ξ
[(1−ξ )(q2 −m2

g)+ξ (p−q)2]3

=
∫ 1

0
dξ

2ξ
[q2

0 −2ξ p0q0 +2ξ p0q3 −q2
3 −q2

⊥+(ξ −1)m2
g]

3

分子分母化简结果代回原式：

f̃q/q0(x) =
∫ d4q

(2π)4

∫ 1

0
ξ dξ

4ig2
sCFδ [(x−1)p3 +q3]p0[q2

0 +q2
3 +q2

⊥−2q0q3]

[q2
0 −2ξ p0q0 +2ξ p0q3 −q2

3 −q2
⊥+(ξ −1)m2

g + iε]3

给出 q0 的两个极点并取下侧极点作留数定理

q0 = p0ξ ±
√
(q3 − p0ξ )2 +q2

⊥− (ξ −1)m2
g − iε

Res(q0+) =
p0{m2

g(ξ −1)+2[q2
⊥+(q3 −ξ p0)

2]}
16[q2

⊥−m2
g(ξ −1)+(q3 −ξ p0)2]

5
2

将留数代入，于是结果为：

f̃q/q0(x) =
g2

sCF

4
1

2π

∫ 1

0
ξ dξ

∫ d2q⊥

(2π)2

p0[2p2
0(1− x−ξ )2 +m2

g(ξ −1)]+2p0q2
⊥

[q2
⊥+ p2

0(1− x−ξ )2 −m2
g(ξ −1)] 5

2

=
g2

sCF

8π

∫ 1

0
ξ dξ{ 1

4π
Γ(3

2)

Γ(5
2)
[p2

0(1− x−ξ )2 −m2
g(ξ −1)]−

3
2 p0[2p2

0(1− x−ξ )2

+m2
g(ξ −1)]+

1
4π

Γ(1
2)

Γ( 5
2)
[p2

0(1− x−ξ )2 −m2
g(ξ −1)]−

1
2 2p0}

=
g2

sCF

8π2


(x−1) ln x−1

x +1 x>1

(x−1) ln m2
g

4(1−x)p2
0
+3x−2 0<x<1

(1− x) ln x−1
x −1 x<0

(3.19)

b 图结果为展开初态相互作用项及末态 Wilson 线：

f̃q/q0(x) =
∫ dξ 3

2π
eixp3ξ 3⟨q(p)|q̄(ξ )[−igs

∫ ∞

0
dsn3 ·Aa(ξ + sn3)T a]

/n0

2

×q(0)[igs

∫
d4η q̄(η) /Ab(η)T bq(η)]|q(p)⟩
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=−ig2
sCFδ (xp3 − p3 +q3)

1
2 ∑

s

∫ d4q
(2π)4

ū(p)/n0(/p−/q)/n3u(p)
2q3(p−q)2(q2 −m2

g)+ iε

=−ig2
sCF

∫ d4q
(2π)4

∫ 1

0
dξ

δ [(x−1)p3 +q3]p0(2p0 −q0 −q3)

q3[q2
0 −q2

3 −q2
⊥−2ξ p0(q0 −q3)+(ξ −1)m2

g + iε]2

求出 q0 的两个极点并取下极点求留数：

q0 = ξ p0 ±
√

p2
0(ξ + x−1)2 +q2

⊥− (ξ −1)m2
g − iε

Res(q0+) =
p0(x−ξ +1)

4(x−1)[q2
⊥+ p2

0(ξ + x−1)2 − (ξ −1)m2
g]

3
2

将留数结果代回原式得到：

f̃q/q0(x) = (−2iπ)(−ig2
sCF)

∫ 1

0
dξ

∫ d2q⊥

(2π)4

p0(x−ξ +1)
4(x−1)[q2

⊥+ p2
0(ξ + x−1)2 − (ξ −1)m2

g]
3
2

=−g2
sCF

2π
1

4(x−1)

∫ 1

0
dξ

1
4π

Γ(1
2)

Γ(3
2)
[p2

0(ξ + x−1)2 − (ξ −1)m2
g]
− 1

2 p0[x−ξ +1]

=−g2
sCF

16π2

1
(x−1)

∫ 1

0
dξ [p2

0(ξ + x−1)2 − (ξ −1)m2
g]
− 1

2 p0[x−ξ +1]

=
g2

sCF

16π2

1
1− x


[2x ln x

x−1 −1] x>1

[2x ln 4(1−x)p2
0

m2
g

−2x+1] 0<x<1

[−2x ln x
x−1 +1] x<0

(3.20)

图 d 结果为展开初态的 Wilson 和相互作用项：

f̃q/q0(x) =
∫ dξ 3

2π
eixp3ξ 3⟨q(p)|q̄(ξ )

/n0

2
[igs

∫ ∞

0
dsn3 ·Aa(sn3)T a]

×q(0)[igs

∫
d4η q̄(η) /Ab(η)T bq(η)]|q(p)⟩

= ig2
sCFδ (xp3 − p3)

1
2 ∑

s

∫ d4q
(2π)4

ū(p)/n0(/p−/q)/n3u(p)
2q3(p−q)2(q2 −m2

g)+ iε

= ig2
sCF

δ (x−1)
p3

∫ d4q
(2π)4

p0[2p0 −q0 −q3]

q3(p−q)2(q2 −m2
g)+ iε

= ig2
sCF

δ (x−1)
p3

∫
dq3

∫ dq0d2q⊥

(2π)4

p0[2p0 −q0 −q3]

q3(P−q)2(q2 −m2
g)+ iε
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= ig2
sCF

δ (x−1)
1− y

∫ 1

0
dy

∫ dq0d2q⊥

(2π)4

[2p0 −q0 −q3]

(p−q)2(q2 −m2
g)+ iε

=
g2

sCF

16π2


∫ ∞

1 dy δ (x−1)
y−1 [2y ln y

y−1 −1] y>1∫ 1
0 dy δ (x−1)

y−1 [2y ln 4(1−y)p2
0

m2
g

−2y+1] 0<y<1∫ 0
−∞ dy δ (x−1)

y−1 [−2y ln y
y−1 +1] y<0

(3.21)

图 f 将 Wilson 线展开到两阶：

f̃q/q0(x) =
∫ dξ 3

2π
eixp3ξ 3⟨q(p)|q̄(ξ )[−igs

∫ ∞

0
ds1n3 ·Aa(ξ + s1n3)T a]

/n0

2

× [igs

∫ ∞

0
ds2n3 ·Ab(s2n3)T b]q(0)|q(p)⟩

=−ig2
sCF

1
2 ∑

s

∫ dξ 3

2π
ei(xp3+q3−p3)ξ 3

∫ ∞

0
ds1e−is1n3q

∫ ∞

0
ds2eis2n3q

∫ d4q
(2π)4

[ū(p)n3
µ /n0

2
n3µ

1
q2 −m2

g
u(p)]

= ig2
sCF

1
2 ∑

s

∫ dξ 3

2π
ei(xp3−p3+q3)ξ 3 1

iq3

1
−iq3

∫ d4q
(2π)4 [ū(p)

/n0

2
1

q2 −m2
g
u(p)]

= i
g2

sCF

4

∫ d4q
(2π)4

tr[/p/n0]

q3
2(q2 −m2

g)
δ [q3 − (p3 − xp3)]

=
ig2

sCF

(2π)2

∫ d2q⊥

(2π)2

∫
dq3

p0

q2
3
(−2iπ)

1

2
√

q2
⊥+q2

3 +m2
g

δ [q3 − (p3 − xp3)]

=
g2

sCF

2π

∫ dq2
⊥

(2π)2

p0

(1− x)2 p2
0

1
2

1
(q2

⊥+q2
3 +m2

g)
1
2

=
g2

sCF

4π
1

(1− x)2 p0

1
4π

Γ[−1
2 ]

Γ[ 1
2 ]

[(1− x)2 p2
0 +m2

g]
1
2

=−g2
sCF

8π2

1
(1− x)2 p0

[(1− x)2 p2
0 +m2

g]
1
2

=
g2

sCF

8π2


1

1−x x>1
1

x−1 0<x<1
1

x−1 x<0

(3.22)
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图 g 结果为将初态 Wilson 线展开到两阶：

f̃q/q0(x) =
∫ dξ 3

2π
eixp3ξ 3⟨q(p)|q̄(ξ )

/n0

2
1
2
[igs

∫ ∞

0
ds1n3 ·Aa(ξ + s1n3)T a]

× [igs

∫ ∞

0
ds2n3 ·Ab(s2n3)T b]q(0)|q(p)⟩

=
−ig2

sCF

2
1
2 ∑

s

∫ dξ 3

2π
ei(xp3−p3)ξ 3

∫ ∞

0
ds1e−is1n3q

∫ ∞

0
ds2eis2n3q

∫ d4q
(2π)4

ū(p)/n0u(p)
2(q2 −m2

g)

=
−2πg2

sCF

2
δ (x−1)p0

p3

∫ d2q⊥

(2π)4

∫
dq3

1
2q3

2(q⊥2 +q3
2 +m2

g)
1
2

=
g2

sCF

16π2

δ (x−1)p0

p3

∫ ∞

−∞
dq3

√
q2

3 +m2
g

q2
3

令 q3 = (1− y)p3 代回原式得到：

=−g2
sCF

16π2


∫ ∞

1
δ (x−1)

1−y dy y>1∫ 1
0

δ (x−1)
y−1 dy 0<y <1∫ 0

−∞
1

y−1dy y<0

(3.23)

将所有结果加上自能修正求和，凑成 Plus 函数形式, 同样在这种正规
化下外线在壳，p0 等于 p3, 将结果中的 p0 改为 p3：

f̃q/q0(x) =
g2

sCF

8π2


[ x2+1

x−1 ln x−1
x +1]+ x>1

[ x2+1
x−1 ln m2

g

4(1−x)p2
3
+ 3x2−3x+2

x−1 ]+ 0<x<1

[ x2+1
1−x ln x−1

x −1]+ x<0

(3.24)

3.3 本章小结

本章主要计算了等时关联的准部分子分布函数的结果。首先引入了定
义准分布函数涉及的单位矢量，然后从准分布函数定义式出发，通过微扰
计算得到树图阶及单圈阶的结果，其中对于单圈层次我们依然选择三种方
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案来正规红外发散。
我们可以看到，准分布函数存在着 x处在 (0,1)之外的非物理区域而光

锥分布却不存在。这是因为，对于光锥分布来说外态粒子在以光速贴着光
锥运动，部分子动量分数大于 1 意味着部分子动量大于外态粒子动量，比
外态粒子运动的还要快而脱离了外态，那么这就意味着部分子超光速，这
是不科学的。对于 x 小于零，说明部分子比外态慢太多而脱离了外态，要
使部分子与外态的整体质心运动依然保持贴在光锥上，那么外态的速度就
要超过光速，这也是不科学的，所以光锥分布是不存在动量分数处于 (0,1)
之外的非物理区域。对于准分布函数，外态并不是贴在光锥上的类光关联，
而是与时间类空的等时关联。对于一个量子系统来说，部分子是有可能短
时脱离依附的粒子，超越它或落后于它。不过对于我们下边要计算的匹配
系数，我们只考虑准分布函数的在 (0,1) 之间的物理区域。
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第四章 微扰散射核

在完成了关于光锥分布及准分布的计算细节后我们将在这最后一章给
出主要的结论。依据光锥分布和准分布的结果以及二者之间的匹配关系可
以给出最终的匹配系数并对匹配系数作相应讨论，接着，通过对准分布函
数作动量积分区域展开，可以看出它与光锥分布更为深层的关系。

4.1 匹配系数

光锥部分子分布函数与准部分子分布函数之间的匹配关系表达式如下:

f̃q/q0(x,µ
2, pz) =

∫ 1

0
C(

x
y
,

µ
pz
) fq/q0(y,µ

2)
dy
y
+O

(
M2

p2
z ,
,
Λ2

p2
z

)
(4.1)

上式中的微扰散射核 C 代表准分布与光锥分布之间的微扰匹配系数，
在动量 pz 充分大的情况下略去高阶项，我们将准分布函数、光锥分布函数
及匹配系数一一展开到零阶，代入便可得到树图阶的匹配系数：

f̃ (0)q/q0
(x) =

∫ 1

0
C(0)(

x
y
) f (0)q/q0

(y)
dy
y

C(0)(x) = δ (x−1) (4.2)

可见树图阶的匹配系数为一简单的德尔塔函数，紧接着依然从式 4.1
出发，将上述各个量展开到一阶，并代入我们已经得到的相关量，便可得
到单圈的匹配系数

f̃ (0)(x)+ f̃ (1)(x) =
∫ 1

0
[C(0)(

x
y
)+C(1)(

x
y
)][ f (0)(y)+ f (1)(y)]

dy
y

δ (x−1)+ f̃ (1)(x) = δ (x−1)+
∫ 1

0
δ (x− y) f (1)(y)dy+C(1)(x)

于是可以得到：

f̃ (1)(x) = f (1)(x)+C(1)(x)

C(1)(x) = f̃ (1)(x)− f (1)(x) (4.3)
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通过以上计算可以看到，单圈的匹配系数等于准分布函数减去光锥分
布函数，在前两章我们通过大量的篇幅计算得到的三种正规化方案下所有
的单圈结果，代入即可得单圈的匹配系数。对于维数正规化方案下光锥分
布的结果为零，那么准分布函数的单圈结果就是单圈的匹配系数：

C(1)(x) = f̃ (1)− f (1) =
g2

sCF

8π2 [
x2 +1
x−1

[
1
ε̂
+ ln

1
4p2

3x(1− x)
]+

x(x+1)
x−1

]+−0

=
g2

sCF

8π2

[
x2 +1
x−1

[
1
ε̂
+ ln

1
4p2

3x(1− x)
]+

x(x+1)
x−1

]
+

(4.4)

另外两种正规化方案下的匹配系数也呼之欲出，我们分别给出外线离壳方
案下的匹配系数：

C(1)(x) = f̃ (1)− f (1) =
g2

sCF

8π2 [
x2 +1
x−1

ln
ρ
4
+

2(x2 − x+1)
x−1

]+−

g2
sCF

8π2

[
x2 +1
1− x

[
1
ε̂
− ln(p2x(x−1))]+(x−2)

]
+

=
g2

sCF

8π2

[
x2 +1
x−1

[
1
ε̂
+ ln

1
4p2

3x(1− x)
]+

x(x+1)
x−1

]
+

(4.5)

胶子质量不为零方案下的匹配系数：

C(1)(x) = f̃ (1)− f (1) =
g2

sCF

8π2 [
x2 +1
x−1

ln
m2

g

4(1− x)p2
3
+

3x2 −3x+2
x−1

]+−

g2
sCF

8π2

[
x2 +1
1− x

[
1
ε̂
− ln(xm2

g)]−2(1− x)
]
+

=
g2

sCF

8π2

[
x2 +1
x−1

[
1
ε̂
+ ln

1
4p2

3x(1− x)
]+

x(x+1)
x−1

]
+

(4.6)

通过以上三式可以清楚的看到，单圈匹配系数作为准分布函数减去光
锥分布函数后不管什么方案下的红外正规子都被消去，表明单圈的匹配系
数是与红外部分无关的，不管选取什么方案来正规红外发散，最终所得的
匹配系数都是一致的。而前面提到，以上所有在部分子态下微扰计算最后
得到的匹配系数，同样适用于实际上我们想要得到的强子态下的部分子分
布函数的匹配。接下来的事情就变得明朗起来，对于强子态下的光锥分布函
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数虽然有非微扰的红外结构不可微扰计算且不能放在格点上模拟，但与之
相关的强子态下的准分布函数却是可以放在格点中去处理的，我们认为光
锥分布函数和准分布函数红外部分相同且二者的匹配系数与红外无关，那
么在格点得出强子态下的准分布函数后就可以直接通过匹配关系利用匹配
系数得到最终的光锥部分子分布函数，完美解决了之前遇到的所有问题。目
前，从物理区域内的格点数据出发确定的核子内部夸克部分子分布函数的
结果[61, 62, 63]，与从实验数据中提取的唯象结果在可接受的误差范围内显示
出合理的一致性[64, 65] , 图 4-14[66] 对比了格点合作组的结果与其他唯象数值
拟合合作组的结果。

图 4-14 LaMET 理论下 PDF 结果与全局拟合结果比较
PRD 101,034020(2020)
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4.2 动量积分区域展开

本节我们将以光锥分布及准部分分布的 Box图 (图 2-8-a,图 3-10-a)为
例，演示对于准分布函数的动量积分区域展开[67, 68] 并对展开结果讨论。动
量积分区域展开是一种将积分动量划分为不同能量区域，并在每个分割的
区域进行幂次展开的积分技巧，可方便研究积分动量在不同能标下的渐近
行为。一般来说，此技巧需要在维数正规化下进行重整化，在划分的动量
区域内对幂次展开后的被积函数积分，通过变换，积分区域仍是原来整个
圈动量区域。在各个区域积分完成后将各部分结果相加，将会得到和区域
展开前直接积分同样的结果。这里将第一次看到动量积分区域展开用到准
分布函数上的结果，并将其与光锥的结果进行比较。
在第二章的光锥部分子分布函数中我们介绍过任意四矢量的光锥分量

a+,a− 见式 (2.4), 那么时间分量 a0 和空间第三分量 a3 可写作：

a0 =
a++a−
√

2
a3 =

a+−a−
√

2
(4.7)

引入幂次展开系数 λ :

λ 2 ∼ p2

Q2 , p2 ∼ λ 2Q2 (4.8)

此时外线是不在壳的，离壳程度由 λ 来体现，Q2 表征 DIS 中的转移动量
大小，λ 则为一无量纲的小量。为方便接下来的讨论，我们将四矢量写作
aµ = (a+,a−,a⊥), 对于外线我们在之前讨论中选取的动量方向为 n− 方向，
那么对于 p 可以写作：

pµ = (p+, p−, p⊥)∼ (1,λ 2,λ )Q (4.9)

回顾上一章中式 (3.5) 的推导过程中给出了 box 图对圈动量积分前的结果

f̃q/q0(x) = (D−2)ig2
sCF µ2ε 1

2

∫ dξ 3

2π
ei(xp3−p3+q3)ξ 3

∫ dDq
(2π)D

tr[/p(/p−/q)/n0(/p−/q)]
2[(p−q)2]2q2

(4.10)
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对分子 trace 结构化简后得到：

tr[/p(/p−/q)/n0(/p−/q)]

= 4[p · (p−q)(p0 −q0)− p0(p−q) · (p−q)+ p · (p−q)(p0 −q0)]

= 4p0[q2
0 +q2

⊥+q2
3 −2q0q3]

此时对胶子圈动量的积分区域划分为硬的区域和共线区域，其他区域
的贡献较小被压低不予考虑。

硬区域：qµ = (q+,q−,q⊥)∼ (1,1,1)Q

共线区域：qµ = (q+,q−,q⊥)∼ (1,λ 2,λ )Q

首先分析硬区域，对于分母

(p−q)2 =p2 −2pq+q2 = p2︸︷︷︸
λ 2

−2(p+q−︸ ︷︷ ︸
λ 0

+ p−q+︸ ︷︷ ︸
λ 2

− p⊥q⊥︸ ︷︷ ︸
λ

)+ q2︸︷︷︸
λ 0

(p−q)2 ∼ p2 −2p+q−+q2 (4.11)

如此以来分母化为：[p2 −2p+q−+q2]2q2, 我们代入 p+,q− 的表达式

p2 +q2 −2p+q− = p2 +q2 −2
(p0 + p3)√

2
(q0 −q3)√

2

上式中我们出现了 p0 和 p3, 若是取二者相等会使其化简很多，二者相等的
话则表明外线回到在壳状态，得到

p2 +q2 −2p0(q0 −q3) = (p−q)2

对于分子处理方法类似

tr[/p(/p−/q)/n0(/p−/q)] = 4[2p · (p−q)(p0 −q0)−p0(p−q) · (p−q)]

= 4[2(p2 − p+q−)(p0 −q0)− p0(p2 +q2 −2p+q−)]

同样代入 p+,q−，并取 p2 = 0 在壳，同时 p0 = p3 得到

tr[/p(/p−/q)/n0(/p−/q)] = p0[q2
0 +q2

3 +q2
⊥−2q0q3]
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将化简完的分子分母再代回到 (4.10) 式

f̃ hard
q/q0

(x) = (D−2)ig2
sCF µ2ε

∫ dξ 3

2π
ei(xp3−p3+q3)ξ 3

∫ dDq
(2π)D

p0[q2
0 +q2

3 +q2
⊥−2q0q3]

[(p−q)2]2q2

(4.12)

通过比较我们发现，此结果与式 (3.5) 的结果一致，也就是说在维数正
规化方案下对 box 图的准分布在硬区域进行幂次展开将回到外线在壳的结
果。在之前微扰计算匹配系数时我们知道，在维数正规化方案下光锥的结
果为零，单圈的匹配系数就是准分布函数的结果，也就是说对准分布函数
硬区域的展开得到的就是匹配系数，接下来我们再看另一个区域。
在共线区域中类比硬区域的处理分母为

(p−q)2 =p2 −2pq+q2 = p2︸︷︷︸
λ 2

−2(p+q−︸ ︷︷ ︸
λ 2

+ p−q+︸ ︷︷ ︸
λ 2

− p⊥q⊥︸ ︷︷ ︸
λ 2

)+ q2︸︷︷︸
λ 2

(p−q)2 ∼ (p−q)2 (4.13)

分母所有的展开项都是 λ 的平方项，将所有项都保留。分子的处理为

tr[/p(/p−/q)/n0(/p−/q)] = 4[2p · (p−q)(p0 −q0)− p0(p−q) · (p−q)]

其中 p(p−q) = p2︸︷︷︸
λ 2

−(p+q−︸ ︷︷ ︸
λ 2

+ p−q+︸ ︷︷ ︸
λ 2

− p⊥q⊥︸ ︷︷ ︸
λ 2

)∼ p(p−q), 分子化为

tr[/p(/p−/q)/n0(/p−/q)]∼ 4[2p · (p−q)(p0 −q0)−p0(p−q) · (p−q)]

在分子中代入 p0 和 q0 得到

4
[
2p · (p−q) p++p−−q+−q−√

2
− p++p−√

2
(p−q)2

]
在这种情况下，p 主要沿着 n− 方向，p+ 则远远大于 p−, 同样的，对于共
线胶子的动量与 p 的动量分布形式保持一致，q+ 远远大于 q−, 可化简为

4
[
2p · (p−q)

p++ p−−q+−q−
√

2
− p++ p−

√
2

(p−q)2]
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∼ 4
[√

2p · (p−q)(p+−q+)− p+

√
2
(p−q)2] (4.14)

对 (3.5) 式中 e 指数项积分作如下变换

∫ dξ 3

2π
ei(xp3−p3+q3)ξ 3

= δ (xp3 − p3 +q3) = δ (x
p+− p−
√

2
− p+− p−

√
2

+
q+−q−
√

2
)

∼
√

2δ (xp+− p++q+) (4.15)

将上述所有的化简结果代入我们得到

f̃ collinear
q/q0

(x) =(D−2)ig2
sCF µ2ε

∫ dDq
(2π)D[

2p · (p−q)(p+−q+)− p+(p−q)2
]

[(p−q)2]2q2 δ (xp+− p++q+) (4.16)

当我们回首将 (2.10) 式与 (4.16) 式进行比较后发现，对准分布函数的
box 图在共线区域幂次展开得到的结果与光锥分布的结果是一致的。通过
上述定量计算的结果比较，我们可以将其定性的写出

f̃ box
q/q0

(x) = f̃ hard
q/q0

(x)︸ ︷︷ ︸
匹配系数

+ f̃ collinear
q/q0

(x)︸ ︷︷ ︸
光锥结果

+ . . . (4.17)

这并不是巧合而是包含了更深层的物理内涵。
在大动量有效理论框架下，光锥分布函数可以由准分布函数匹配来的

立足点是它们具有相同的红外结构，这意味着非微扰的长程部分是相同的。
将准分布按动量积分区域展开，理论上应该出现硬区域，共线区域，软区
域，硬区域对应短程可微扰部分，剩下的则为长程的非微扰部分。对于光
锥分布，由于在某一方向上动量无限大，这说明辐射的胶子是贴着外线的
所以只有共线部分，所以对于它的动量积分区域展开未包含硬的部分，在
上述结果中我们才看到对准分布函数的共线区域展开会得到和光锥分布同
样的结果。关于上述提到的软的部分事实上对应着有横向动量依赖的部分
子分布函数，由于在这里所有的计算都没有考虑横向动量依赖，所以这部
分在此不做过多的讨论。至此，二者的差异就体现在了短程的硬区域部分，
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对于这个差异的处理就是之前讨论过的匹配，所以我们才在上边看到对准
部分子分布函数硬区域的展开刚好对应匹配系数。
上述的这些讨论并没有明确限制是在强子态下还是部分子态下，对于

强子态和部分子态的差别在于长程部分，而决定匹配系数的区域在于短程，
那么我们则认为匹配系数是通用的。

4.3 本章小结

本章，我们以第一章的讨论为理论基础结合第二章第三章的计算结果，
通过匹配公式得到了不同正规化方案下的单圈匹配系数，并看出匹配系数
不依赖于红外结构，这也是我们想要看到的结果。同时，通过动量积分区
域展开我们看到了光锥分布函数与准分布函数更深一层的关系，看出二者
之间的匹配实际上是消除对应于在硬的动量区域短程结构的差异，而在共
线区域对应着两者相同的长程结构。
参考目前的结果来看，关于从准部分子分布函数匹配到光锥部分子分

布函数的理论得到了巨大的成功。事实上，将夸克准部分子分布函数的理
念推广到更大的范围研究更多的准物理量也已得到较大的发展，例如：夸
克的准分布振幅 (quasi-DA)[69, 70, 71, 72]，夸克的准广义部分子分布 (quasi-
GPD)[73, 74, 75] 以及准横向动量分布 (quasi-TMD)[76, 77, 78] ,重夸克偶素准分布
振幅[79] 和胶子的准部分子分布[80, 81, 82] 等。除了在这些准物理量上的研究进
展外，目前在大动量有效理论框架下也已经得到了许多从格点计算出发抽
取的最终物理量，比如强子的部分子分布函数[83, 84, 85] ,介子的光锥分布振幅
(LCDA)[69, 86] 以及广义部分子分布[87] 和胶子的部分子分布函数[88]。大动量
有效理论自提出以来经过多年的发展与完善，目前已是一个较为成熟的理
论，解决了众多过去难以解决的问题。在本文中涉及的只是冰山一角，关
于这套理论仍存在着大量的领域等待着我们学习，开发与探索。
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第五章 总结展望

行文至此，我们首先介绍了标准模型的主要发展和内容，随后较为详
细的进入量子色动力学的讨论，由于量子色动力学的特殊性质而引入了描
述核子内部动力学结构的部分子分布函数以及在大动量有效理论下对部分
子分布函数的研究。大动量有效理论表明可以从定义在有限动量坐标系中，
仅包含对欧氏时空的空间分量依赖的准部分子分布函数入手而得到实际的
光锥部分子分布函数。由于准部分子分布函数不包含时间依赖是等时关联
的，所以可以在格点上模拟计算，得到准分布函数后在大动量情况下就能
匹配到光锥分布，所以关键点就在于匹配系数的获得。我们在第二章第三
章通过微扰论计算了在部分子态下的光锥分布函数及准分布函数，选取部
分子态的原因是强子外态无法进行微扰计算，部分子态下可微扰的红外结
构由三种不同的正规化方案来正规。随后，通过匹配公式及微扰计算的结
果，我们得到了树图阶及单圈层次下的匹配系数，发现匹配系数与红外部
分无关，验证了不用考虑红外部分从准分布函数直接匹配到光锥分布函数
的可行性。最后，我们通过动量积分区域展开，看到了准分布函数与光锥
分布函数更深一步的关系，进一步体会到大动量有效理论深刻的物理内涵。
部分子概念提出以来，得益于世界各地实验的合作发展以及更多的描

述核子多维结构物理量的提出与理论研究，使得我们对核子的内部结构有
了更多且更精细的认识。不拘泥于传统的全局拟合的方法得到部分子分布
函数，人们希望直接从理论出发计算得到部分子分布函数。在格点 QCD
中由于受限于模拟闵氏时空的时间依赖动力学以及高阶矩的计算困难，使
得从格点出发直接计算部分子分布函数发展缓慢。然而，这种情况在大动
量有效理论提出以来发生变化，它提供了一套系统化的改进方法使得可以
从第一性原理出发计算部分子分布函数。部分子分布函数作为描述核子内
部动力学结构的重要物理量现如今已是大型强子对撞机上唯象学不可分割
的一个部分，同时，作为一座连接精确实验测量和精确理论计算的重要桥
梁，部分子分布函数在标准模型精确检验与新物理探索中的角色同样不可
替代[89, 90, 91]。
标准模型作为粒子物理较为完整的理论，自提出很长时间以来，接受

了众多的检验和发展，可以说是上世纪后半叶最重要的物理成果，也是众
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多物理学家智慧的结晶。标准模型作为当下最成功的粒子物理理论可以描
述目前人类发现的所有六十一种基本粒子，但这并不代表它是完善的终极
理论，后来看到的种种不合理的现象似乎在暗示着标准模型背后还有更基
本的新物理没有找到，其中面临的问题包括中微子质量问题以及无法解释
的可能存在的暗物质，暗能量现象等，另一方面，苏联物理学家伽莫夫将粒
子物理和宇宙学弗里德曼模型相结合提出了宇宙的大爆炸模型，关于此模
型中正反物质数量不对称，宇宙奇点等疑难同样也为粒子物理留下了待探
索的方向。此外，我们知道自然界包含四种基本的相互作用而标准模型只
包含了三个，引力则是由广义相对论来描述的，将引力纳入其中或是与广
义相对论结合为一个更基本的理论都是粒子标准模型继续发展的动力。总
之，虽然目前已经取得了阶段性的较大成功但是对于粒子物理世界我们才
刚刚迈过大门，几十万年前人类的祖先依靠刻在基因中的好奇心和探索的
勇气走出了非洲遍布了世界发展出璀璨的文明，现在更多的未知和挑战摆
在面前，我们依然会迈出充满一切可能的一步，路漫漫其修远兮，吾将上
下而求索。
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