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夸克物质与夸克星的唯象模型研究

摘 要

在这篇论文里，我们利用几种夸克物质唯象模型研究了奇异夸克物

质，夸克物质的对称能以及夸克星。本论文包括如下几个部分，分别是

基于密度相关有效质量夸克模型有磁场和无磁场情况下的夸克物质对称

能和夸克星的研究，基于理查德森禁闭势能的禁闭夸克模型的研究，以

及考虑了矢量相互作用以及磁化胶子的强磁场下SU(3)NJL模型的研究。

有限密度以及有限化学势的奇异夸克物质的性质是无法用微

扰QCD以及格点QCD进行研究的，于是人们提出唯象模型来处理相

应的问题。首先我们把密度相关有效质量夸克模型（confined-density-

dependent-mass(CDDM)）进行推广，把同位旋依赖性加入到了夸克

的有效质量里面，提出了同位旋质量密度相关模型（confined-isospin-

density-dependent-mass(CIDDM)）。利用这个模型，我们研究了夸克物

质的对称能，并且基于弱相互作用β稳定条件 (β-equilibrium)，给出了夸

克物质的稳定性条件和夸克星的性质，比如质量半径关系等等。我们发

现，如果在夸克的有效质量里面考虑同位旋相关性这个因素，夸克物质

的对称能，以及夸克星的性质会随之发生较大的改变。最近实验探测的

大质量脉冲星PSR J1614-2230 和 PSR J0348+0432 的发现提供了两个接

近两倍太阳质量的大质量致密星体。如此大质量的致密星体，以夸克星

的观点来看，很难以普通的质量密度相关模型来给出，这是因为传统的

质量密度相关模型所对应的夸克物质的物态方程比较“软”（这里“软”

是指物态方程的斜率比较小），很难提供足够大的压强来抵消引力，所

以不能描述两倍太阳质量的夸克星。而在同位旋质量密度相关模型下，
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摘 要

夸克星可以达到两倍太阳质量。在计算结果中给出两味的 u-d 夸克物质

的对称能在至少达到自由夸克费米气体或者传统的 Nambu-Jona-Lasinio

（NJL）模型的两倍时，就可以描述出大质量脉冲星PSR J1614-2230 和

PSR J0348+0432。

之后在基于理查德森禁闭势能的禁闭夸克模型的研究中，我们扩展

了加入理查德森势能的禁闭夸克模型，组分夸克质量被假定为粒子数密

度相关并考虑了同位旋相关性。在这个扩展的同位旋密度相关的禁闭夸

克模型里，我们研究了奇异夸克物质和夸克星的性质。我们发现在组分

夸克质量里面考虑了同位旋相关性可以很大程度地影响夸克物质的对称

能、奇异夸克物质的稳定性以及夸克星的质量半径关系。

关于致密星体有一个重要的论题就是致密星体里可能含有强磁场。

为了简化计算磁星问题的复杂性，我们利用之前讨论的同位旋质量密度

相关模型（CIDDM）研究了强磁场下的奇异夸克物质和夸克星的一些

性质。我们自洽地给出了常数磁场下的奇异夸克物质的物态方程，结果

表明垂直于磁场方向上的压强高于平行于磁场方向的压强。我们引入了

一个密度相关的磁场强度来模拟静态球对称的夸克星的性质，其中假定

了磁场方向取向的两种极端情况：一种是星体内局域磁场的方向和星体

半径方向同向，另一种是磁场方向在与径向垂直的平面上随机分布。我

们的结果指出，考虑了沿径向（垂直方向）的磁场可以很大程度上地减

小（增加）夸克星的最大质量，于是我们得到结论：磁化的夸克星的性

质不仅仅依赖于分布于星体内部的磁场的强度而且还依赖于星体内磁场

的方向。

最后在考虑了矢量相互作用以及磁化胶子的强磁场下SU(3)NJL模型

的研究中我们利用人们更加广泛使用的NJL模型讨论磁星的性质。我们

研究了矢量-同位旋标量和矢量-同位旋矢量相互作用的效应对于奇异夸

克物质的物态方程的影响。我们发现奇异夸克物质的物态方程对矢量-同

位旋矢量道的效应不敏感，而矢量-同位旋标量相互作用会使得冷密夸克

物质的物态方程变硬。由于磁场的加入，我们也考虑了压强的各向异性，
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摘 要

而且在工作中首次提出了磁化胶子对压强有贡献。最后通过密度相关磁

场给出了夸克星内的磁场分布，并且在综合考虑磁场、矢量-同位旋标量

效应以及磁化胶子的贡献之后，我们给出了能描述两倍太阳质量夸克星

的参数取值空间。

关 键 词: 物态方程，唯象模型，夸克物质对称能，夸克星，磁

星，压强各向异性，组分夸克质量，禁闭势能。
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PHENOMENOLOGICAL MODEL

STUDIES ON QUARK MATTER AND

QUARK STARS

ABSTRACT

In this thesis, we have investigated the properties of strange quark

matter(SQM), quark symmetry energy and quark star within several phe-

nomenological models. The thesis is composed of four parts and includes

the results of quark matter and quark stars from density-dependent-mass

models with/without considering strong magnetic field, a confining quark

model with Richardson potential and SU(3) Nambu–Jona-Lasinio(NJL)

model with vector interaction under strong magnetic field.

Since it is difficult to calculate the properties by using PQCD and

Lattice QCD for strange quark matter with finite baryon density and zero

temperature, phenomenological models are proposed to solve this prob-

lem. We extend the confined-density-dependent-mass (CDDM) model in

Chapter 2 to include isospin dependence of the equivalent quark mass.

Within the confined-isospin-density-dependent-mass (CIDDM) model, we

study the quark matter symmetry energy, the stability of strange quark

matter, and the properties of quark stars. We find that including isospin

dependence of the equivalent quark mass can significantly influence the

quark matter symmetry energy as well as the properties of strange quark

matter and quark stars. While the recently discovered large mass pulsars

PSR J1614.2230 and PSR J0348+0432 with masses around 2M⊙ cannot be

quark stars within the CDDM model, they can be well described by quark
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ABSTRACT

stars in the CIDDM model. In particular, our results indicate that the

two-flavor u–d quark matter symmetry energy should be at least about

twice that of a free quark gas or normal quark matter within the conven-

tional Nambu–Jona-Lasinio model in order to describe PSR J1614.2230

and PSR J0348+0432 as quark stars.

In Chapter 3, we extend the confining quark matter (CQM) model, in

which the confinement is modeled by means of the Richardson potential for

quark-quark interaction and the constituent quark mass is assumed to be

density-dependent, to include isospin dependence of the constituent quark

mass. Within this extended isospin-dependent confining quark matter

(ICQM) model, we study the properties of strange quark matter and quark

stars. We find that including isospin dependence of the constituent quark

mass can significantly influence the quark matter symmetry energy, the

stability of strange quark matter and the mass-radius relation of quark

stars.

An important aspect of the compact star physics is that compact s-

tars could be endowed with strong magnetic fields. Within the confined

isospin- and density-dependent mass model for simplicity, we study the

properties of strange quark matter (SQM) and quark stars (QSs) under

strong magnetic fields. The equation of state of SQM under a constant

magnetic field is obtained self-consistently and the pressure perpendicular

to the magnetic field is shown to be larger than that parallel to the magnet-

ic field, implying that the properties of magnetized QSs generally depend

on both the strength and the orientation of the magnetic fields distributed

inside the stars. Using a density-dependent magnetic field profile which

is introduced to mimic the magnetic field strength distribution in a star,

we study the properties of static spherical QSs by assuming two extreme

cases for the magnetic field orientation in the stars, i.e., the radial orien-
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ABSTRACT

tation in which the local magnetic fields are along the radial direction and

the transverse orientation in which the local magnetic fields are randomly

oriented but perpendicular to the radial direction. Our results indicate

that including the magnetic fields with radial (transverse) orientation can

significantly decrease (increase) the maximum mass of QSs, demonstrat-

ing the importance of the magnetic field orientation inside the magnetized

compact stars.

In Chapter 5, we construct quark magnetars in the framework of

SU(3) Nambu–Jona-Lasinio(NJL) model, which is well accepted and more

common to solve the properties of quark matter, with vector interaction

under strong magnetic fields. The effects of vector-isoscalar and vector-

isovector interaction on the equation of state(EoS) of strange quark mat-

ter(SQM) is investigated, and it is found that the equation of state is not

sensitive to the vector-isovector interaction, however, a repulsive interac-

tion in the vector-isoscalar channel gives a stiffer equation of state for

cold dense quark matter. In the presence of magnetic field, gluons will be

magnetized via quark loops, and the contribution from magnetized glu-

ons to the EoS is also estimated. For SQM under strong magnetic fields

we consider anisotropic pressures and study the properties of SQM under

a density-dependent magnetic field profile which is introduced to mimic

the magnetic field distribution in a quark star(QS). The dependence of

magnetar mass on the pressure of magnetized gluons has been discussed,

and we study the parameter choice for the anisotropic pressures which can

support 2 solar mass QSs by considering vector-isoscalar interaction and

the magnetized gluon effect.

KEY WORDS: quark equation of state, phenomenological model,

quark symmetry energy, quark star, magnetar, pressure anisotropy, con-
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stituent quark mass, confined potential.
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第一章 绪论

1.1 夸克模型与夸克物质

1.1.1 前言

现代物理学家是非常幸运的，因为如今的物理学进展令人振奋：核物理、粒子

物理、天体物理的研究已经进入了交叉融合的时刻，齐头并进。在天体探测方面，

新的轨道观测器已经投入使用，比如哈勃空间望远镜（Hubble Space Telescope）、

Rossi X射线计时探测器（Rossi X-ray Timing Expolorer: RXTE）、 Chandra X射线

卫星和X射线多重镜面探测器（X-ray Multi Mirror Mission）。相应的，在地球上的

实验室里，高能重离子碰撞（Heavy ion collisions(HIC’s)）为我们提供了一种能够

探索核物质，也就是强相互作用物质性质的途径。在BNL的 Relativistic Heavy Ion

Collider (RHIC)和CERN 的 Large Hadron Collider（LHC）已经揭示了许多有趣的

在零重子数密度和高温的情况下的强相互作用的特征，这里面就有非常多的核物理

和粒子物理的学科交叉。在自然环境里，致密星体的研究可以给予我们一个探索高

重子数密度和低温条件下的强相互作用物质的另一个途径 [1, 2]。中子星在丰中子核

物质的物态方程（EoS）方面为人们提出的理论给出了自然界的回答，扩充了我们

的知识。在中子星的内部或核心里面，可能会存在超子、介子的凝聚，甚至是夸克

物质。理论上来讲，中子星可能会转变成由绝对稳定退禁闭的u，d，s夸克和轻子

（比如电子）构成的奇异夸克物质（strange quark matter （SQM）所组成的奇异夸

克星 [3–5]。虽然大多数的和致密星体有关的探测可以通过传统的中子星模型来解释，

但是夸克星的假设也不能被排除掉。夸克星的一个重要的特征就是，对于一个固定

的质量的星体，特别是对于一些小质量的星体，夸克星的半径一般都比中子星的半

径要小很多 [6]。这个也被非常多的作者讨论过，他们通过观测一些致密星体，比

如SAX J1808.4C3658, 4U 1728C34, 4U 1820C30, RX J1856.5C3754 和 Her X-1 ，能

得出这些星体是夸克星而不是中子星 [7]。这些夸克星可能存在的证据是我们现代天

文学的非常有意思的方面，而且对于天体物理和强相互作用物理有很大的推动揭示

作用，特别是关于奇异夸克物质的性质，这个可以作为决定夸克星结构的至关重要

的研究方向――所以说探寻致密星体的性质对于我们探索强相互作用物质就有了非

— 1—



第一章 绪论

常重要的作用，这就体现了核物理、粒子物理和天体物理的学科交叉，也就是为什

么现在物理学界百花齐放的原因 [7–13]。

在致密星体的研究中，还有一个很重要的论题就是致密星体可以被磁场包围。

在致密星体表面处能够估算得到很大的磁场B ∼ 1014 G [14–16]。而在致密星体的内

部核心区域，估算得到的磁场甚至能够达到B ∼ 1018G。研究强磁场下的夸克星的性

质对于我们理解致密星体与自然界的性质有着十分重要的意义。最近，实验上探测

到了一个新的脉冲星体PSR J0348+0432，质量为2.01± 0.04M⊙
[17]，给出了新的最

大质量的脉冲星的纪录。对于诸多只能给出比较软的物态方程的夸克唯象模型，如

何描述这么重的致密星体就成为了一个新的课题，这也是本文的动机之一。

在我们之前的叙述中提到了夸克这个概念，研究夸克构成的夸克物质对于我们

研究致密星体，研究高密物质具有至关重要的作用，下面的分章节里，我们会简略

介绍一下夸克模型的引入和相关的唯像夸克模型的性质。

1.1.2 夸克模型

参与强相互作用的粒子称之为强子，实验上发现的强子有数百种，介子有两百

多种，重子有五百多种。强子的量子数能从实验中定出来。这些量子数包括自旋、

宇称、同位旋量子数和奇异量子数。众所周知，中子与质子构成原子核，它们都是

非奇异的粒子，也就是说，奇异量子数S等于零，中子与质子都是重子，它们的重子

数B = 1，对于反重子，B = −1。重子数B与奇异数S的和我们称之为超荷Y：

Y = B + S (1·1)

如果考虑电荷Q，可以写出来盖尔曼-西岛(Gell-Mann-Nishijima)关系：

Q = I3 +
B + S

2
= I3 +

Y

2
, (I3 = I, I − 1, ...,−I) (1·2)

其中I3就是同位旋第三分量，夸克模型数学上的提出在一般的教科书里面都有写，

在这里无庸赘述。在六种夸克当中，u,d,s 夸克的质量最轻，在核物理中最为重要。

下面我们只考虑uds三味夸克，首先给出夸克和反夸克的量子数的数表：

可以通过表1-1看出，盖尔曼-西岛关系对夸克物质也同样适用。所以研究夸克物

质和研究核子物质具有一些类似的处理方法。u,d夸克由于具有同位旋对称性，所以

可以构成一个两维的基础表示，具有SU(2)对称性。如果加上s夸克，就改为三维基
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§1.1 夸克模型与夸克物质

表 1–1: 正反夸克的量子数比较

夸克名称 u d s ū d̄ s̄

电荷数Q 2/3 -1/3 -1/3 -2/3 1/3 1/3

自旋量子数J 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2

同位旋量子数I 1/2 1/2 0 1/2 1/2 0

同位旋第三分量I3 1/2 -1/2 0 -1/2 1/2 0

奇异数S 0 0 -1 0 0 1

重子数B 1/3 1/3 1/3 -1/3 -1/3 -1/3

超荷Y 1/3 1/3 -2/3 -1/3 -1/3 2/3

础表示，这时候在三维味空间的转动变换就用SU(3)群来描述，生成元就不再是泡利

算符，而是盖尔曼矩阵（Gell-Mann矩阵），这里不再赘述。

1.1.3 奇异夸克物质

核子是由u,d两味夸克组成的，所以高能的核核碰撞里面本来没有奇异性。

在QGP形成初期，真空中激发出大量的正反夸克对，由于ud夸克的流质量很小，所

以先激发出来并且大量存在，但是大量的u,d夸克的激发会因为泡利不相容原理使

得ud夸克的继续激发被抑制，所以s夸克的激发就会比较容易出现，从而形成奇异夸

克物质。在热密QGP里面可以产生大量的s和s̄，由于后者更容易找到一个u 夸克或

者d 夸克形成K介子，所以s夸克得以大量保留，进而有可能在冷却后形成大量u,d，

s夸克构成的集团束缚态，也就是蒸馏模型，人们称之为奇异液滴 [18–21]。

前面提到过，我们对于高密低温的夸克物质比较感兴趣，这是因为实验上可以

观测到高密低温的致密星体，而致密星体的内部有可能是夸克物质，这是一个很好

的研究高能物理的切入点，而研究奇异物质，对于研究致密星体就有着十分重要的

作用。根据 Bodmer-Witten-Terazawa的假设，奇异夸克物质有可能构成QCD 物质

（强相互作用物质）的最稳定的基态。之后，Farhi 和 Jaffe 发现了奇异夸克物质在接

近核物质饱和密度的时候会很稳定。奇异夸克物质的性质一般不能从微扰QCD和格
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点QCD 的直接计算中得到，我们已经提到了是因为奇异夸克物质密度有限而且能量

并不高。为了更好的理解奇异夸克物质的性质，人们已经构造了很多QCD 有效唯象

模型，比如MIT 袋模型 [22, 23]，Nambu-Jona-Lasinio (NJL)模型 [24]，微扰QCD相关

的模型，Dyson- Schwinger相关的方法，质量密度相关（CDDM）模型 [25]还有准粒

子袋模型 [26,27]。在极高密奇异夸克物质的状态下，有可能会出现色味锁color-flavor-

locked (CFL) 的现象，这时候u,d,s 三味夸克的流夸克质量起得作用很小，无法和化

学势相比，所以三味夸克的比分相等，而且由于电中性条件，轻子数为零。下面为

了更好地说明，我们简单介绍一些夸克物质的唯象模型的性质。

1.1.4 夸克物质的唯象模型：MIT袋模型

二十世纪七十年代，MIT的Chodos和Jaffe提出了著名的MIT袋模型。这个模型

给出了强子把夸克束缚在有限空间的一个图像，人们把这个空间称之为“袋”。这是

一个加上边界条件的非动力学模型。

MIT袋模型是通过加入了一个袋常数B来起到夸克物质的禁闭作用 [28, 29]。这里

面人们用Pi表示不同味的夸克（u,d,s）和轻子(e,µ)产生的压强，从而给出奇异夸克

物质产生的总的压强和袋产生的反向压强给出来的压强的平衡关系：

P +B =
∑
i

Pi (1·3)

同时，总能量密度的表达式也可以写出来：

ϵ =
∑
i

ϵi +B (1·4)

其中的夸克物质的压强和能量密度的表达式都可以通过统计力学的方法来给出，零

温情况结果如下：

Pf =
gf
6π2

∫ kFf

0

dk
k4√

k2 +m2
f

(1·5)

ϵf =
gf
2π2

∫ kFf

0

dkk2
√
k2 +m2

f (1·6)
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§1.1 夸克模型与夸克物质

这里面的gf = 2(spin)× 3(color) = 6是夸克物质的自由度，kFf是夸克物质的费米动

量。我们可以通过粒子数密度的表达式ρf =
gf
6π2k

3
Ff来求得。

MIT袋模型可以给出夸克物质的物态方程，还能反映夸克物质的禁闭和渐近自

由的性质，所以被人们广泛使用。无论是求解致密星体还是核子夸克相变，作为夸

克相，袋模型给出了比较好的夸克物质的图像。但是如果我们考虑了其他的情况，

比如有限温度下的手征恢复相变，MIT 袋模型由于没有办法给出夸克凝聚，夸克质

量一直存在，破坏了手征对称性，就不再适用。

1.1.5 夸克物质的唯象模型：NJL（Nambu-Jona-Lasinio）模型

下面我们讨论NJL（Nambu-Jona-Lasinio）模型。这个模型能够很容易地给

出QCD 的全局对称性，因为它直接从QCD的拉氏密度出发，通过介子耦合道的加

入构造拉氏密度。NJL 模型也能很清晰地描述手征对称性的自发破缺。人们已经

做了很多关于强磁场下的NJL 模型的夸克物质的性质，并且能够通过SU(3)NJL模

型 [30, 31]给出奇异夸克物质的性质。采用的NJL 模型一般包括标量- 赝标量同位旋标

量道和t’Hooft 项。此模型在研究高密度退禁闭相变，夸克凝聚的方面具有非常重要

的作用。下面我们给出SU(2)NJL模型两味夸克物质（u,d）的拉氏密度 [32, 33]：

Lf = ψ̄[γµ(i∂
µ −mc]ψ +G[(ψ̄fψf )

2 + (ψ̄f iγ5τ⃗ψf )
2] (1·7)

这个拉氏密度中加入了标量、赝标量-同位旋标量道。对于三味奇异夸克物质，要考

虑SU(3)对称性，故重新构建拉氏密度的表达式，同时我们加入了矢量-同位旋矢量

和矢量-同位旋标量道，所得的拉氏密度如下：

LNJL = ψ̄(i∂/−m)ψ +Gs

8∑
a=0

[(ψ̄λaψ)2 + ( ¯ψiγ5λaψ)
2]−K[detψ̄(1 + γ5)ψ + detψ̄(1− γ5)ψ]

−GI,v[(ψ̄γ
µτ⃗ψ)2 + (ψ̄γ5γ

µτ⃗ψ)2]−Gv

8∑
a=0

[(ψ̄γµλaψ)2 + (ψ̄iγµγ5λ
aψ)2]

(1·8)

这里面Gs、Gv、GI,V分别代表了标量-同位旋标量道、矢量-同位旋标量道、矢量-同

位旋矢量道的耦合常数，我们还加入了t’Hooft 项，之后就可以直接通过场论的方法
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给出能量密度和压强来给出基于NJL模型的奇异夸克物质的性质，在第五章和附录

里面会有详细的关于NJL 模型的讨论。

1.1.6 夸克物质的唯象模型：准粒子袋模型

准粒子袋模型是基于核物质里面的介质效应并不清楚（也就是核力具体形式未

知）这个情况，把夸克近似等效地看作准粒子，将介质与夸克，夸克与夸克之间的

相互作用的平均效果利用夸克的有效质量来进行处理，也就是做了夸克的自能单圈

近似，可以给出准粒子袋模型夸克的有效质量的表达式为：

mq =
mq0

2
+

√
m2

q0

4
+
g2µ2

q

6π2
(1·9)

其中，g是量子色动力学的耦合常数，mq是夸克物质的有效质量，µq是夸克的化学

势，这里面把g作为一个可调参数。由于仅仅给出有效质量并不能说明夸克物质的

禁闭，所以仍然像袋模型那样给出一个袋常数来，不过这个袋常数是化学势相关

的 [34, 35]：

B∗(T, µ) = −
∫ T,µ

T0,µ0

(
∑
i

∂Ω0

∂mi

∂mi

∂T
dT +

∑
ij

∂Ω0

∂mi

∂mi

∂µj

dµj) (1·10)

此时Ω0是热力学势，由此就可以通过统计力学的方法给出基于准粒子袋模型的物态

方程和其他热力学性质。

1.1.7 夸克物质的唯象模型：质量密度相关模型

下面讨论的是质量密度相关模型，质量密度相关模型模型和MIT袋模型的禁闭

机制有所不同。首先对于MIT 袋模型，夸克的质量在袋外是无穷大，而在袋内则是

夸克的流质量，是一个常量。质量密度相关模型把介质与粒子、粒子与粒子之间的

相互作用化成准粒子的形式，其给出的夸克质量是重子数密度的一个连续的函数：

随着密度的增加，夸克物质的有效质量会变为流夸克质量；当密度减小时，夸克物

质的质量趋近无穷大，这样满足了渐近自由和色禁闭。满足这些条件的最简单的参
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数化形式如下：

mq = mq0 +
D

nz
B

(1·11)

其中q是指u,d,s三味夸克，mq0是相应的流夸克质量，nB是夸克物质的重子数密度，

z是一个标度常数, D 是决定奇异夸克物质的稳定性条件的参数。如果根据线性禁闭

的近似，z的取值可以定为1/3 [36]，下面我们就借用质量密度相关模型利用统计力学

和热力学的方法求解一般研究夸克物质所需要的物理量，其中包括粒子数密度，能

量密度，压强，化学势等等。

通过统计力学的方法来给出夸克的粒子数密度：

ni = gi

∫
d3p

(2π)3
=

gi
2π2

∫ kFi

0

p2dp =
gikFi

6π2
(1·12)

其中gi是粒子i的简并度，色散关系是ϵ2i = p2 +m2
i，所以可以得出系统总的能量密度

为 [37]：

ϵ =
∑
i

gi
2π2

∫ kFi

0

√
p2 +m2

i p
2dp (1·13)

同样还可以求得化学势的表达式，通过µi =
dϵ
dni
来给出：

µi =
√
k2Fi +m2

i +
∑
j

nj
∂mj

∂ni

f(
kFj

mj

) (1·14)

其中:

f(x) =
3

2x3
[x
√
1 + x2 − ln(x+

√
1 + x2)] (1·15)

在化学势的表达式中，第一项实际上就是质量密度无关的情况下的化学势的表

达式，后面添加的一项是由于质量密度相关引起的，如果不加入这一项，会出现热

力学不自洽 [38]。而所谓的热力学不自洽，实际上是从热力学第一定律出发得到的结

论：每核子能量的最低点要和零压点（压强为零的点）对应的重子数一致。这里面

我们给出一张图来展示质量密度相关模型的热力学自洽性。

对于奇异夸克物质，由于考虑了化学平衡，重子数守恒和电中性条件，我们可
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图 1–1: 质量密度相关模型的自洽性分析
Figure 1–1: Thermal self-consistency in CDDM

以自洽地给出夸克物质所对应的物态方程，这里我们借用质量密度相关模型来简略

介绍一下。图1-1里我们给出了两组质量密度相关模型里面的不同的D参数对应的每

核子能量和压强对重子数密度的变化。对于D
1
2 = 160MeV的这种情况，每核子能量

的最低点正好是56Fe 的每核子能量930MeV，而且每核子能量所对应的重子数密度

恰好是零压点所对应的重子数密度，满足热力学自洽。第二种情况可以看出也是同

样的热力学自洽，所以这个模型是满足热力学自洽关系的。为了深层次地理解夸克

物质的物态方程的性质，人们借用核物理对核子相互作用的描述和处理方法，引入

了夸克物质对称能的概念。下面，我们简单地介绍一下夸克物质的对称能。

1.1.8 夸克物质的对称能介绍

在夸克星物质以及相对论重离子碰撞中，ud夸克的组分一般不相等，我们称之

为非对称夸克物质。研究非对称夸克物质的性质可以类比于非对称核物质的情况

（质子中子粒子数密度不相等），同样地我们可以利用对称能的效应来对非对称夸克

物质的性质（比如夸克物质的组分夸克质量、物态方程以及相图的性质）进行分析，

一般来说夸克物质的对称能越大，物态方程越硬。定义夸克物质的对称能的方法和
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核物质的情况类似，我们把由u,d 和s夸克组成的夸克物质的每核子能量按照同位旋

不对称度δ来进行展开：

E(nB, δ, ns) = E0(nB, ns) + Esym(nB, ns)δ
2 +O(δ4), (1·16)

在这里，E0(nB, ns) = E(nB, δ = 0, ns) 是u-d-s三味夸克物质的每核子能量，其中u夸

克的粒子数密度和d夸克的相等。我们可以给出夸克物质中的同位旋不对称度的定义

来：

δ = 3
nd − nu

nd + nu

, (1·17)

此不对称度等于−n3/nB，n3 = nu − nd是同位旋密度，nB = (nu + nd)/3是两味u-d

夸克物质的总的重子数密度。以上的关于δ的夸克物质里面的定义在很多文献里面都

有广泛的应用。我们注意到，在夸克物质里面，δ = 1(−1)可以把夸克物质从纯中子

物质转变成纯质子物质，这个和一般我们在核物质里面的不对称度的定义是自洽的，

也就是ρn−ρp
ρn+ρp

= −n3/nB。

于是夸克物质的对称能的表达式Esym(nB, ns) 可以写成:

Esym(nB, ns) =
1

2!

∂2E(nB, δ, ns)

∂δ2

∣∣∣∣
δ=0

. (1·18)

在每核子能量的展开式里面，同位旋不对称度δ所对应的奇数项是没有的，原因是在

夸克物质里面，忽略了库仑相互作用，使得u,d夸克具有交换对称性。同位旋不对称

度δ的高阶项的系数非常小，这个会在下面的工作里面指出来。忽略了其中的高阶项

的效应，我们可以给出一个经验公式，对于同位旋非对称的夸克物质的物态方程可

以采用抛物线近似：E(nB, δ, ns) ≃ E0(nB, ns) + Esym(nB, ns)δ
2，并且，夸克物质的

对称能也可以近似地通过以下的表达式来求解：

Esym(nB, ns) ≃
1

9
[E(nB, δ = 3, ns)

−E(nB, δ = 0, ns)]. (1·19)

下面我们讨论一下刚才提过的不同夸克模型所给出的对称能。首先是MIT袋模型，

根据对称能的定义，我们可以看出来MIT袋常数是粒子数密度无关的，所以按照夸

克物质对称能的定义进行求解的时候，袋常数不起作用，而且MIT袋模型的夸克物
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图 1–2: 无相互作用ud夸克物质的对称能，其中夸克质量为流夸克质量
Figure 1–2: Symmetry energy as a function of baryon number density for free fermi gas

质的质量仅仅是裸质量，所以，求解MIT袋模型的对称能，实际上就是在求解自由

费米气体模型的对称能。

我们可以先写出自由费米气体的能量密度来：

ϵ =
∑
i

gi
2π2

∫ kFi

0

√
p2 +m2

i p
2dp (1·20)

其中mi是夸克物质的流质量，kFi是夸克物质的费米动量。然后我们带入夸克物质的

对称能的定义，给出费米气体和MIT袋模型的对称能来：

Esym(nB) =
1

18

ν2√
ν2 +m2

(1·21)

此时m = mu = md，这里面ν是对称u-d夸克物质的费米动量。由此，我们可以

给出自由费米气体夸克物质的对称能随着重子数密度的变化关系，可以看出，在重

子数密度等于1.5fm−3 的时候，对称能等于31MeV，这个和核子物质的对称能可以
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图 1–3: NJL模型SU(2)对称性下的两味夸克物质的对称能
Figure 1–3: Symmetry energy for 2 flavor of quark in SU(2) NJL model

比较，后面的章节我们会详细地讨论。

下面讨论的是夸克物质基于NJL模型的对称能。 对于NJL模型，基于的SU(2)的

拉氏密度如下：

Lf = ψ̄[γµ(i∂
µ −mc]ψ +G[(ψ̄fψf )

2 + (ψ̄f iγ5τ⃗ψf )
2] (1·22)

在这个拉氏密度里面，我们加入了矢量-同位旋矢量道，这相当于加强了夸克物质之

间的同位旋相互作用，于是可以得到新的拉氏密度：

Lf = ψ̄f (i∂/−mc)ψf +G[(ψ̄fψf )
2 + (ψ̄f iγ5τ⃗ψf )

2]−GI,V (ψ̄γµτ⃗ψf )
2 −GI,V (ψ̄γµiγ5τ⃗ψf )

2

(1·23)

这里面GI,V是矢量-同位旋矢量道的耦合常数。之后通过路径积分，我们可以求

解SU(2)NJL 模型的物态方程来，可以得到零温时的SU(2)NJL模型对应的能量密
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度：

ϵNJL =
∑
i=u,d

[− 3

π2

∫ Λ

kF,i

√
M2

i + k2k2dk] +G(ϕu + ϕd)
2 −GI,V (ρu − ρd)

2 − ϵ0 (1·24)

这里面ϵ0是真空能量密度，取作使得总能量密度粒子数为零的时候为零的能量，在

计算对称能的时候没有作用，于是我们可以得出NJL模型SU(2)对称性下的两味夸克

物质的对称能：

在图1-3中，我们在标量-同位旋标量的SU(2)NJL模型里面加入了矢量-同位旋矢

量道，对比了同位旋矢量道对对称能的影响，由于同位旋矢量道的耦合常数不是跑

动耦合常数，而是手摆固定的，所以给出的对称能在高密处和费米气体的对称能会

有很大的区别，而我们知道，对于夸克物质，密度高时会趋近于渐近自由，所以唯

象模型所给出的物理量应该和费米气体给出的在高能高密处的值一样。这里我们发

现，在重子数密度等于1.5fm−3时，GI,V 等于0.5时的对称能的取值为59MeV，比自

由费米气体和未加入同位旋矢量道的NJL模型的对称能要大了一倍。

下面我们简略讨论一下准粒子袋模型的对称能。准粒子袋模型是把介质与粒子、

粒子与粒子之间的相互作用并入夸克的有效质量里面，形成准粒子，加入袋常数构

成禁闭。我们研究对称能只是研究零温时的情况，此时袋常数和粒子数密度无关，

所以对于对称能没有贡献，而在准粒子袋模型的表达式中：

mq =
mq0

2
+

√
m2

q0

4
+
g2µ2

q

6π2
(1·25)

g作为QCD的耦合常数，这里面变成了一个手摆的参数值，这是这个模型的特点。所

以我们可以通过准粒子袋模型的构造入手，直接计算出它的对称能随着重子数密度

变化的曲线。从图1-4中我们可以看出随着g的增大，准粒子袋模型给出的对称能逐

渐增强，但效果很有限――一般来说，准粒子袋模型的物态方程的软硬程度和所加

袋常数有着很大的关系。

现在讨论一下质量密度相关模型的对称能随着重子数密度的变化关系。质量密

度相关模型采用了粒子数密度相关来实现禁闭和渐近自由，我们可以给出质量密度

相关模型的对称能的表达式：

Esym(nB) =
1

18

ν2√
ν2 +m2

(1·26)
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图 1–4: 基于准粒子袋模型的两味夸克物质的对称能

Figure 1–4: Symmetry energy for 2 flavor of quark in quasi-particle bag model

其中m = D
nz
B
，这里面ν是对称u-d夸克物质的费米动量。于是我们可以画出对称能随

着粒子数密度变化的关系：

此时从图1-5中我们可以看出，质量密度相关模型的对称能在重子数密度等

于1.5fm−3时，GI,v 等于0.5时的对称能的取值为30MeV，和费米气体模型给出的数

值基本一致。
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图 1–5: 基于质量密度相关模型的两味夸克物质的对称能
Figure 1–5: Symmetry energy for 2 flavor of quark in CDDM

1.2 各章节工作简略介绍

之前我们介绍了夸克模型的提出以及唯象夸克模型，然后利用唯象夸克模型简

略描述了夸克物质物态方程以及重要的热力学量的求解方法，并提及了夸克物质的

对称能的概念和几种唯象模型的计算结果。这篇博士论文的动机就是围绕着有限密

度的夸克物质通过几种不同的唯象模型研究奇异夸克物质和非对称夸克物质的性质

来给出夸克物质的物态方程、夸克物质对称能，进而应用在求解夸克星以及强磁场

下的夸克星（磁星）的性质。

这里我们列出本论文各章涉及的相关工作。在第二章里我们使用加入了同位旋

效应的质量密度相关夸克模型，从夸克的有效质量出发，发现同位旋的效应确实能

够使得夸克物质的对称能增强，进而令奇异夸克物质的物态方程变硬，于是可以给

出两倍太阳质量的夸克星。如果我们不考虑同位旋效应，那么所描述的夸克星的最

大质量不能达到两倍太阳质量。

在第二章的工作里，我们是从夸克物质的有效质量入手来求解夸克物质的性质，

而在第三章的工作里，我们选用了禁闭的夸克模型，得到的夸克质量是组分夸克质
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量。通过在组分夸克质量里面加入同位旋相关性以及改变uds夸克的组分夸克质量的

密度相关性，我们得到了同位旋密度相关的禁闭夸克模型，进而研究了奇异夸克物

质和夸克星的性质，我们发现同位旋相关的组分夸克质量可以很大程度地影响夸克

物质的对称能、奇异夸克物质的稳定性以及夸克星的质量半径关系。

在之前的两章的工作里没有涉及致密星体的磁场性质，为了能够简化计算磁星

的复杂性，在第四章我们使用了第二章讨论的同位旋质量密度相关模型来研究磁场

问题。由于磁场的加入会引起夸克物质产生压强的各向异性，我们对强磁场下夸克

物质压强的各向异性进行了讨论，并利用密度相关磁场描述了夸克星内的磁场分布。

对于夸克星内的磁场方向，我们假定了两种极端情况：沿着夸克星半径方向的磁场

以及在垂直于夸克星半径方向的平面上随机分布的磁场。我们发现致密星体内部磁

场方向对于致密星体的性质具有很大的影响。

第五章的工作里我们使用了人们广泛接受的NJL模型对强磁场下的夸克物质进

行了讨论，其中加入了矢量相互作用以及磁化胶子的贡献。在同时考虑压强的各向

异性以后，综合考虑了磁场、矢量-同位旋矢量效应以及磁化胶子的贡献，我们可以

描述两倍太阳质量的磁星并给出完备的参数空间。
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第二章 同位旋质量密度相关模型（CIDDM）与夸克物质对称

能和夸克星

这一章，我们提出了同位旋质量密度相关模型。首先是从密度相关模型

（confined-density-dependent-mass(CDDM)）进行推广, 我们把同位旋依赖性加入

到了夸克物质的有效质量里面，提出了同位旋质量密度相关模型（confined-isospin-

density-dependent-mass(CIDDM)）。利用这个模型，我们研究了夸克物质的对称能，

并且基于 β-equilibrium (弱相互作用β 稳定条件)，给出了夸克物质的稳定性条件和

夸克星的性质，比如质量半径关系等等。我们发现，如果在夸克物质的有效质量里

面考虑同位旋相关性这个因素，夸克物质的对称能，还有夸克星的性质会随之发生

较大的改变。最近实验探测的大质量脉冲星PSR J1614-2230 和 PSR J0348+0432 的

发现给了我们两个前所未有的非常重的致密星体，都接近两倍的太阳质量。这么重

的致密星体，如果我们从夸克星的角度去看它的话，是很难从普通的质量密度相关

模型里面给出这么重的一个夸克星的，这是因为传统的质量密度相关模型所对应的

夸克物质的物态方程比较“软”（在这里，“软”是指物态方程的斜率比较小），很难

给出足够大的压强来抵消引力，所以不能描述两倍太阳质量的夸克星。在之后的部

分里面，我会给出在同位旋质量密度相关模型下，夸克星可以达到两倍太阳质量。

并且我们的计算结果给出了两味的 u-d 夸克物质的对称能应该至少达到自由夸克费

米气体或者传统的 Nambu-Jona-Lasinio （NJL）模型的两倍，才能描述出大质量脉

冲星PSR J1614-2230 和 PSR J0348+0432。

2.1 同位旋质量密度相关模型的定义

2.1.1 背景介绍

迄今为止，在现代核物理、天体物理和宇宙学领域里的最基本的问题之一，就

是如何探究强相互作用的物质的属性，特别是强相互作用物质的物态方程。物态

方程在理解核结构和核反应的相关问题以及天体物理中的重要方向和早期宇宙的

物质形态这些方面起到了至关重要的作用。量子色动力学Quantum chromodynam-

ics(QCD) 如今已经作为强相互作用里面的基本理论被广泛地接受。虽然微扰QCD
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（perturbative QCD（PQCD））已经在描述高能反应过程取得了十分巨大的成就，但

是PQCD 在低能唯像的物理里面的直接应用仍然是十分困难，这是因为这种情况下，

会有非微扰的QCD特征 [1]介入，无法微扰计算。 Lattice QCD（LQCD）数值蒙特

卡罗（Monte Carlo）模拟计算为我们关于零重子数密度有限温度的核物理知识（零

化学势）提供了非常坚固的知识基底。然而，关于夸克物质中有限化学势的情况，

还是没有办法用LQCD 来解决，这样会产生一个著名的符号问题（化学势会出现在

虚部上） [2]。

在现在的地球上的实验室里，高能重离子碰撞（heavy ion collisions(HIC’s)）给

我们提供了一个唯一的能够探索强相互作用物质性质的途径。 BNL的 Relativistic

Heavy Ion Collider (RHIC) 和CERN 的 Large Hadron Collider （LHC）已经揭示了

许多有趣的在零重子数密度和高温的情况下的强相互作用的特征。实验上的数据给

我们提供了一个新的绘景，在这个绘景下，强相互作用体系里面的夸克和胶子就像

是一个理想液体 [3]，液体里面微扰QCD 的特性也起了很大的作用――――这个绘景

给出了零重子数高温度的无相互作用的退禁闭的夸克和胶子能够构成热密理想气体

这样一个最初的构想.

强相互作用物质的性质，在更高的重子数密度的情况下，可以由RHIC的能量搜

寻计划来探测，这个计划工程的目标是为了给出一个基于QCD相图的比较细致的图

像来，特别是在寻找定位所谓的QCD临界点 [4]这个方面。在高重子数密度的区域里

面的强相互作用物质的性质的知识的理解可以通过未来的实验里的 GSI 的 Facility

for Antiproton and Ion Research （FAIR）和 JINR 的Nuclotron-based Ion Collider

Facility(NICA) 来进行更进一步的补充.

在自然环境里，致密星体的研究可以给予我们一个探索高重子数密度和低温

条件下的强相互作用物质的另一个途径。中子星已经在丰中子核物质的物态方程

（Equation of state （EoS））方面为我们提出的理论给出了自然界的回答，扩充了我

们的知识 [5, 6]。在中子星的内部或核心里面，可能会存在超子、介子的凝聚，甚至

是夸克物质。理论上来讲，中子星可能会转变成奇异夸克星，这个可能会是由绝对

稳定退禁闭的u，d，s夸克和轻子（比如电子）构成的奇异夸克物质（strange quark

matter （SQM）所组成的 [7–9]。虽然大多数的和致密星体有关的探测可以通过传统

的中子星模型来解释，但是夸克星的假设不能被排除。一个重要的夸克星的特征就

是，对于一个固定的质量的星体，特别是对于一些小质量的星体，夸克星一般都比

中子星的半径要小很多 [10]。这个也被非常多的作者讨论过 [11]，他们通过观测一些

致密星体，比如SAX J1808.4C3658, 4U 1728C34, 4U 1820C30, RX J1856.5C3754 和
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Her X-1 ，能得出这些星体是夸克星而不是中子星。这些夸克星可能存在的证据是

我们现代天文学的一个非常有意思的方向，而且对于天体物理和强相互作用物理有

很大的推动揭示作用，特别是关于奇异夸克物质的性质，这个可以作为决定夸克星

结构的至关重要的研究方向 [11–17]。

致密夸克物质的物态方程一般都很“软”，这是因为在极高密度下的夸克- 夸克

间相互作用会反映出QCD的渐近自由的性质。另外，奇异夸克物质的物态方程会更

进一步地软化物态方程，这是因为加入了s 夸克使得夸克物质的自由度增加，进而

使得物态方程得到了软化。因此，大部分的夸克物质模型只能预言质量比较小的夸

克星。最近，人们通过利用相对论Shapiro-delay的方法，PSR J1614-2230 的致密星

体的测量质量达到了1.97 ± 0.04M⊙
[18]。如此大质量的夸克星可能会把以前的很多

模型给推翻，因为那些模型的物态方程很软 [19–29]。当然，其中有很多模型还是可

以达到两倍甚至更多的太阳质量的夸克星的，但是一般都是通过袋常数的调节和加

入一些不甚合理的相互作用来实现。所有的这些模型揭示出来这样一个道理：对于

含有夸克物质的类脉冲星星体，夸克之间的相互作用必须得非常强，才能得到大质

量的致密星体。这个和HIC 里面的高能实验的关于夸克和胶子构成的强相互作用系

统的发现十分一致。

在夸克星里面，u-d夸克的同位旋非对称度（isospin asymmetry）可能会很

大，因此在奇异夸克物质里面，同位旋矢量道的性质起到了十分重要的作用。

在RHIC/LHC (并且在未来的 FAIR/NICA 实验组)的高能物理实验中，会形成夸克

物质，一般来说，这里面的夸克物质的u，d夸克与其反粒子的粒子数密度是不同的，

也就是说，此时是同位旋非对称的。最近，一些有趣的QCD 相图里面的有限同位旋

的性质已经被LQCD 和一些唯象模型所揭示 [30–36]。这些研究都和夸克物质的同位

旋矢量性质有关，但是大家都不知道同位旋矢量性质的确切的处理方法，特别是在

有限密度的时候。因此，探索夸克物质的同位旋矢量的性质是十分有意义并且十分

重要的。而且，这对我们研究夸克星的性质，研究强子夸克相变的同位旋依赖性，

还有HIC 高能物理里面的部分子动力学的同位旋效应，有着十分重要的作用。

这一章我们首先列出了最近的大质量夸克星的天文观测数据，进而通过这些数

据研究了高重子数密度的夸克物质里面的同位旋矢量的性质。通过扩展质量密度相

关模型（CDDM），在有效质量里面加入了同位旋依赖性，我们研究了夸克物质的

对称能以及奇异夸克物质和夸克星的性质。我们发现，尽管通过质量密度相关模型

给出的夸克星的最大质量远小于两倍的太阳质量，但是我们一旦把同位旋效应加

入了等效质量里面，得到了同位旋质量密度相关模型以后（confined-isospindensity-
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dependent-mass (CIDDM)），通过适当地在有效质量里面加入同位旋依赖性，奇异

夸克物质的性质会改变很大，而且最大的两倍太阳质量的脉冲星也可以用夸克星来

很好地描述。

2.1.2 模型的提出

根据 Bodmer-Witten-Terazawa的假设 [11, 15]，奇异夸克物质有可能构成QCD 物

质（强相互作用物质）的最稳定的基态。之后，Farhi 和 Jaffe 发现了奇异夸克

物质在接近核物质饱和密度的时候会很稳定 [16]。奇异夸克物质的性质一般不能

从PQCD和LQCD 的直接计算中得到，我们已经提到过，这是因为奇异夸克物质

密度有限而且能量并不高。为了更好的理解奇异夸克物质的性质，人们已经构

造了很多基于QCD的有效唯象模型，比如MIT袋模型 [11,16,17,22,37]，Nambu-Jona-

Lasinio (NJL) 模型 [21, 38–40]， PQCD 相关的模型 [41–47]，Dyson- Schwinger相关的

方法 [48–50]，CDDM 模型 [51–62] 还有准粒子袋模型 [23, 63–66]。在极高密奇异夸克

物质的状态下，有可能会出现色味锁color-flavor-locked (CFL) [67] 的现象，其中u,d,s

三味夸克的流夸克质量起得作用很小，无法和化学势相比，所以三味夸克的比分相

等，而且由于电中性条件，轻子数为零。

在夸克物质的模型里面，如何处理夸克的禁闭是最重要的事情之一。MIT 袋模

型和它的袋常数密度相关的衍伸形式给我们提供了一些很好的处理夸克物质禁闭的

手段。此外，还有一些处理夸克禁闭的方法，它们是利用了夸克物质的有效质量，

把夸克-夸克之间的相互作用并到了有效质量里面去，比如CDDM模型和准粒子袋模

型。这一章，我们主要集中力量来处理CDDM模型，在这个模型里面可以通过考虑

在有效质量里面加入重子数密度相关性来给出夸克物质的禁闭。

在CDDM模型里面，夸克物质里面的有效夸克质量，考虑了重子数密度相关，

给出了如下的参数化形式：

mq = mq0 +mI = mq0 +
D

nB
z
, (2·1)

在这里，mq0 是夸克的流夸克质量， mI =
D

nB
z 是夸克物质的相互作用质量，体现了

夸克物质的相互作用，这里假定为粒子数密度相关。z 是夸克质量的一个标度常数,

D 是决定奇异夸克物质的稳定性条件的参数。之前的CDDM 模型一般都采用线性禁

闭，也就是假定 z = 1 ，并且 D 采用了著名的MIT 袋常数的三倍。加入了s 夸克之

后，CDDM模型就用来研究奇异夸克物质的一些性质。很明显，CDDM模型可以通
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过有效质量里面加入重子数密度相关，复合了QCD 的两个基本的性质：夸克禁闭

和渐近自由，也就是：limnB→∞mI = 0 和 limnB→0mI = ∞. 对于两位夸克物质 u-d

夸克物质，手征对称性会在高密度处恢复，如果我们把u，d夸克流夸克质量设为零，

这时候就有limnB→∞mq = 0。

在CDDM里面，夸克物质的相互作用质量采取了粒子数密度相关，可以唯像

地写成mI = D
nB

z，原则上，这个应该是由非微扰QCD 来进行计算的。如果我们

把mI的基于MIT袋模型的袋常数写成线性粒子数密度相关的形式，把标度常数改

成改成z = 1/3 [56]。这个修改方法是通过粗糙地近似推导介质手征凝聚和线性禁

闭来得到的，并且这个方法已经很早就用来研究奇异夸克物质和夸克星的性质

了 [50, 57,68–71]。在最近的关于夸克星的工作里，人们研究了在很大的夸克质量的标度

参数空间的奇异夸克物质的稳定性和对应的夸克星的性质 [72]。他们的结果指出了

基于CDDM 的夸克星的最大质量始终在1.5M⊙ 到1.8M⊙ 太阳质量之间，这里他们已

经用了所有的标度参数了。这也暗示了，PSR J1614-2230 给出的1.97 ± 0.04M⊙ 的

致密星体，是不能够用CDDM模型以夸克星来解释的。特别是在z = 1/3的时候，只

有1.65M⊙ 太阳质量，远小于两倍太阳质量。

物理上来说，在夸克物质里面，夸克-夸克有效相互作用应该要考虑同位旋相关

性。基于手征微扰理论，最近的研究表明 [73]，介质里面的粒子数相关的手征凝聚也

可以从QCD求和规则里面得到验证 [74, 75]。另外，夸克物质里面的夸克- 夸克相互作

用可以通过夸克对的产生和红外发散来屏蔽掉，并且这个屏蔽长度也是同位旋相关

的 [76]。这些特征暗示了夸克物质的有效质量应该是同位旋相关的――但是CDDM

模型里面并没有考虑这一点。然而，夸克物质的有效质量里面的同位旋相关的细节

我们并不知道，并且原则上，这些是非微扰QCD的计算来决定的。在我们现在的工

作里，我们推广了CDDM 模型，并且于夸克- 夸克有效相互作用里面加入了同位旋

相关性，在加入的过程中，我们考虑了一种唯像的参数化形式，这个形式服从了基

本的QCD的精神：渐近自由和夸克禁闭还有同位旋对称性等等，对于同位旋非对称

的夸克物质的有效夸克质量，我们加入了同位旋非对称度δ，也就是：

mq = mq0 +mI +miso

= mq0 +
D

nB
z
− τqδDIn

α
Be

−βnB , (2·2)

在这里，DI , α, β 是用来决定夸克物质里面夸克-夸克有效相互作用的同位旋依赖性，

τq 是同位旋量子数，在这里我们定义：当 q = u (u 夸克)时，τq = 1 ；当 q = d (d 夸
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克)时，τq = −1 , 最后对于 q = s (s 夸克)， τq = 0。我们还可以给出夸克物质中的

同位旋非对称度的定义来：

δ = 3
nd − nu

nd + nu

, (2·3)

此不对称度等于−n3/nB，n3 = nu − nd是同位旋密度，nB = (nu + nd)/3是两味u-d

夸克物质的总的重子数密度。以上的关于δ的夸克物质里面的定义在很多文献里面都

有广泛的应用 [34–36,77]。我们注意到，在夸克物质里面，δ = 1(−1) 可以把夸克物质

从纯中子物质转变成纯质子物质，这个和一般我们在核物质里面的不对称度的定义

是自洽的，也就是ρn−ρp
ρn+ρp

= −n3/nB。

在方程(2·2)，最后一项miso提供了一个简单和快捷的唯像参数化形式来处理有

效夸克质量，并且还考虑了渐近自由和夸克禁闭。实际上，人们可以看出当α > 0或

者α = 0 时，夸克物质的禁闭条件 limnB→0mI = ∞ 就可以达到。特别对于α = 0的

情况，有效夸克质量甚至在重子数密度等于零的时候，就会产生一定的同位旋

劈裂。另外，如果β > 0，我们可以得到limnB→∞miso = 0，并且近似的渐近自

由limnB→∞mq = 0也可以得到。因此，一般来说，参数α和β应该都大于零。对于不

同的α和β，可以灵活地给出不同的同位旋相关质量的密度依赖性，还可以给出夸克

物质的不同的密度依赖性。在我们的工作里面，我们通过假定夸克物质对称能有一

些经典上的对应来约束α和β这两个参数。DI 这个参数可以用来调节同位旋相关的

有效夸克质量的强度。另外，对于夸克质量标度参数z，在这个工作里，我们主要把

注意力集中在z = 1/3，这个可以通过介质里面的手征凝聚和线性禁闭来近似地给出

来 [56]。然而，我们还可以研究一下自由的改变夸克质量标度参数z来看看我们之前

给出的结果有什么变化。很显然，在推广的CIDDM 模型，方程(2·2)的有效夸克质
量可以满足u，d夸克的交换对称性，这个是满足强相互作用下的同位旋对称性的。

因此，方程(2·2)的同位旋相关有效质量的唯像参数化形式是个一般情况的表达式，
并且遵循QCD的基本特征。虽然其他的函数形式也可以用来描述有效夸克质量的同

位旋，但是miso 的具体表达形式并不十分重要，只要它的参数选取和渐近自由，夸

克禁闭，同位旋不对称度和一些对称能的经验形式自洽就行。

2.2 夸克物质的对称能

和核物质的情况类似 [78]，由u,d 和s夸克组成的夸克物质的物态方程，在这里我

们用每核子能量来进行表示，然后把它按照同位旋不对称度δ来进行展开：

E(nB, δ, ns) = E0(nB, ns) + Esym(nB, ns)δ
2 +O(δ4), (2·4)
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在这里，E0(nB, ns) = E(nB, δ = 0, ns) 是u-d-s三味夸克物质的每核子能量，其中u

夸克的粒子数密度和d夸克的相等。夸克物质的对称能的表达式Esym(nB, ns) 可以写

成:

Esym(nB, ns) =
1

2!

∂2E(nB, δ, ns)

∂δ2

∣∣∣∣
δ=0

. (2·5)

在方程(2·4)里面，同位旋不对称度δ所对应的奇数项是没有的，原因是在夸克物质里
面，忽略了库仑相互作用，使得u,d夸克具有交换对称性。同位旋不对称度δ的高阶

项的系数非常小，这个会在下面的工作里面指出来。忽略了（2·4）里面的高阶项的
效应，我们可以给出一个经验公式，对于同位旋非对称的夸克物质的物态方程可以

采用抛物线近似：E(nB, δ, ns) ≃ E0(nB, ns) + Esym(nB, ns)δ
2，并且，夸克物质的对

称能也可以近似地通过一下的表达式来求解：

Esym(nB, ns) ≃
1

9
[E(nB, δ = 3, ns)

−E(nB, δ = 0, ns)]. (2·6)

基于这一章的工作使用的模型参数，我们已经验证抛物线近似是一个非常好的近似，

但在之后的文章里还是使用精确的夸克物质对称能的解析表达式处理我们的有关对

称能的所有的计算。

在含有u，d，s三味夸克的夸克物质里面，重子数密度为nB = (nu + nd + ns)/3，

我们可以给出夸克物质的粒子数密度的表达式：

ni =
gi
2π2

∫ νi

0

k2dk =
ν3i
π2
, (2·7)

这里，gi = 6表示的是夸克物质的简并因子，νi(i = u, d, s) 是不同味夸克的费米动

量。进而，我们可以给出u，d夸克的费米动量来：

νu = (1− δ/3)
1
3ν,

νd = (1 + δ/3)
1
3ν, (2·8)

这里面ν是对称u-d夸克物质的费米动量，此时的夸克的粒子数密度是：n = 2nu =
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2nd。总的u-d-s夸克物质的能量密度的表达式，我们也可以一下子给出来：

ϵuds =
g

2π2

∫ (1−δ/3)
1
3 ν

0

√
k2 +mu

2k2dk

+
g

2π2

∫ (1+δ/3)
1
3 ν

0

√
k2 +md

2k2dk

+
g

2π2

∫ νs

0

√
k2 +ms

2k2dk. (2·9)

利用(2·4)的同位旋密度相关的有效质量的表达式，我们可以获得夸克物质对称能的
表达式：

Esym(nB, ns) =
1

2

∂2ϵuds/nB

∂δ2
|δ=0

=

[
ν2 + 18mDInB

αe−βnB

18
√
ν2 +m2

+ A+B

]
3nB − ns

3nB

, (2·10)

这里面

A =
9m2

2ν2
√
ν2 +m2

(DInB
αe−βnB)2, (2·11)

B =
9

4ν3

[
ν
√
ν2 +m2 − 3m2ln

(
ν
√
ν2 +m2

m

)]
× (DInB

αe−βnB)2, (2·12)

其中 m = mu0 (or md0)+
D

nB
z，我们规定 mu0 = md0 = 5.5 MeV，ms0 = 80 MeV。

在CDDM模型里面，夸克物质的对称能可以简化为：

Esym(nB, ns) =
1

18

ν2√
ν2 +m2

3nB − ns

3nB

. (2·13)

还应该注意到，夸克物质的对称能一般还依赖到夸克物质中s夸克的组分，因为s夸

克对重子数nB有贡献。对于两味的u-d夸克物质，夸克物质的对称能就会简化到大家

熟知的形式： Esym(nB) =
1
18

ν2√
ν2+m2 .
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§2.2 夸克物质的对称能

2.2.1 奇异夸克物质的性质

对于奇异夸克物质，我们假定里面的中微子是自由的，并且里面的组分，

u,d,s夸克和电子构成了beta-稳定的电中性条件。弱相互作用下的beta- 稳定条件可

以写成如下的形式：

µu + µe = µd = µs, (2·14)

在这里，µi (i = u, d, s, e−) 是奇异夸克物质里的粒子的化学势。进而，我们可以写

出电中性条件：

2

3
nu =

1

3
nd +

1

3
ns + ne. (2·15)

奇异夸克物质里面粒子的化学势也可以写出表达式：

µi =
dϵ

dni

=
√
νi2 +mi

2 +
∑
j

nj
∂mj

∂nB

∂nB

∂ni

f

(
νj
mj

)
+

∑
j

nj
∂mj

∂δ

∂δ

∂ni

f

(
νj
mj

)
, (2·16)

这里面

f(x) =
3

2x3

[
x
√
(x2 + 1) + ln (x+

√
x2 + 1)

]
, (2·17)

ϵ是奇异夸克物质的总的能量密度。我们可以清楚地看出，在(2·16)里面，奇异
夸克物质里夸克物质的化学势的表达式，对比费米气体的化学势，会多出两个附加

项，这个就是由夸克物质的同位旋和粒子数密度相关的有效质量引起的。于是我们

可以给出来u夸克的解析的化学势的表达式：

— 27—



第二章 同位旋质量密度相关模型（CIDDM）与夸克物质对称能和夸克星

µu =
√
ν2 +m2

u +
1

3

∑
j=u,d,s

njf

(
νj
mj

)

×

[
− zD

n
(1+z)
B

− τjDIδ(αn
α−1
B − βnα

B)e
−βnB

]

+DIn
α
Be

−βnB

[
nuf

(
νu
mu

)
− ndf

(
νd
md

)]
× 6nd

(nu + nd)2
. (2·18)

对于d 夸克和 s 夸克，我们分别有：

µd =
√
ν2 +m2

d +
1

3

∑
j=u,d,s

njf

(
νj
mj

)
[
− zD

n
(1+z)
B

− τjDIδ(αn
α−1
B − βnα

B)e
−βnB

]

+DIn
α
Be

−βnB

[
ndf

(
νd
md

)
− nuf

(
νu
mu

)]
× 6nu

(nu + nd)2
, (2·19)

和

µs =
√
νs2 +ms

2 +
1

3

∑
j=u,d,s

njf

(
νj
mj

)
[
− zD

n
(1+z)
B

− τjDIδ(αn
α−1
B − βnα

B)e
−βnB

]
. (2·20)

对于电子，我们也可以给出化学势表达式

µe =

√
3π2νe

2 +me
2. (2·21)
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奇异夸克物质的压强也可以给出

P =− ϵ+
∑

j=u,d,s,e

njµj

=− Ω0 +
∑

i,j=u,d,s,e

ninj
∂mj

∂nB

∂nB

∂ni

f

(
νj
mj

)
+

∑
i,j=u,d,s,e

ninj
∂mj

∂δ

∂δ

∂ni

f

(
νj
mj

)
, (2·22)

这里 −Ω0 是自由粒子的贡献，并且Ω0 也可以解析地给出表达式

Ω0 =−
∑

j=u,d,s,e

gi
48π2

[
νi
√
νi2 +mi

2(2ν2i − 3m2
i )

+3m4
iarcsinh

(
νi
mi

)]
. (2·23)

因为在夸克化学势里面附加的那几项是关于有效质量里面粒子数和同位旋相关的量，

所以压强里面也会有些相关的附加项出来。包括了这些项，才能够给出热力学的模

型的自洽性，这也就是著名的Hugenholtz-Van Hove定理（HVH定理）。

2.3 结果和讨论

2.3.1 夸克物质的对称能的计算

首先，我们先考虑z = 1/3的情况。 在图2-1里面，我们给出了CIDDM模型里面

的夸克物质对称能的重子数密度相关性，我们给出了三套不同的参数：DI-0, DI-300,

DI-2500。我们还考虑了两种典型的情况，第一种是两味u-d 夸克物质，其中s夸克

的粒子数密度等于零；第二种是u-d-s奇异夸克物质，我们把s 夸克的粒子数密度设

为重子的粒子数密度。后者可以粗略地和夸克星里面的情况相关，因为在夸克星内

部，粒子数密度非常大，所以s夸克的粒子数密度和u-d夸克的基本一样。为了比较，

我们在图2-1里面也考虑了核物质的对称能，我们是从相对论评剧场里面提取出来的

（Relativistic mean field theory（RMF））。我们考虑了NLρδ 相互作用 [80]，这个相互

作用里面包含了同位旋矢量-标量介子δ介子场，同时这个相互作用还是从拟合非对

称核物质的经验性质里面给出来的，这套相互作用还可以合理地很好地描述大数原
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图 2–1: CIDDM模型里面给出，基于三套不同的参数：DI-0, DI-300, DI-2500，夸克物质的对称
能随重子数密度变化的情况。两味ud夸克物质（ns = 0）的情况见左图；右图是u-d-s夸克物质
的情况，这里面 ns = nB。我们还选取了相对论平均场（Relativistic mean field theory（RMF））
里面的 NLρδ 相互作用来进行比较。我们发现，对于DI-2500这套参数，对称能的取值大约是核
物质对称能的三十倍，而DI-0的情况大约是核物质对称能的五分之一 [79]。
Figure 2–1: The quark matter symmetry energy as a function of baryon number density in the
CIDDM model with three parameter sets, i.e., DI-0, DI-300, and DI-2500. The two-flavor u-d
quark matter with ns = 0 (left window) and the u-d-s quark matter with ns = nB (right window)
are considered. The nuclear matter symmetry energy from the RMF model with interaction NLρδ
is also included for comparison. The symmetry energy values from DI-2500 have been divided
by a factor of 30 while those of DI-0 have been multiplied by a factor of 5.

子核的结合能和电子半径 [81]。虽然核物质的对称能的粒子数密度依赖程度我们并不

知道，特别是在超过饱和密度的情况 [82]，但是NLρδ 的结果还是给出了一个典型的

核物质对称能的预测。

对于所有的三套参数 DI-0, DI-300, DI-2500，我们固定了z = 1/3。特别是，对

于DI-0的情况，我们设置DI = 0, α = 0, β = 0，这里D = 123.328 MeV·fm−3z，这

套参数实际上就是CDDM的参数，这里面我们用它来做一下比较，看看同位旋效应

加到CDDM 模型里面会有什么样的变化。对于参数组DI-300, 我们设置了 DI = 300

MeV·fm3α, α = 1, β = 0.1 fm3, 和 D = 115.549 MeV·fm−3z, 这里面的DI , α, β 可

以使我们得到夸克物质的对称能的重子数相关性基本上和NLρδ预测的核物质的对

称能基本上一样，这里面的D参数的选取是依据奇异夸克物质的稳定性的。对比了

从DI-300到DI-0的结果，我们可以看出来如果夸克物质的对称能和核物质的对称能

基本上一样的话，奇异夸克物质和夸克星的性质会受到什么样的影响。对于参数
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组DI-2500,我们设置了DI = 2500 MeV·fm3α, α = 0.8, β = 0.1 fm3, 其中 D = 105.084

MeV·fm−3z，并且我们在之后会看到，这一套参数下给出了能达到1.93 倍太阳质量

的夸克星的最小的DI，这个质量是和最近的大质量夸克星PSR J1614-2230 的实验探

测结果自洽的，测得范围是 1.97± 0.04M⊙。

我们还能从图2-1里看出来，三套参数 DI-0, DI-300, DI-2500给出了非常不同的

粒子数密度相关的对称能的预测，并且这三套参数可以让我们得到夸克物质对称

能的效应。特别是，我们可以看到DI-300下两味u-d夸克物质的对称能可以完全的

和NLρδ给出的对称能一致，但是DI-2500所给出的u-d夸克的对称能却有差不多核物

质的对称能的五十倍。

另一方面，DI-0所预测的夸克物质的对称能的大小比核物质的对称能要小很多，

在我们之后的计算结果中，DI-0的这套参数所给出的对称能的值和自由夸克费米气

体或者正常夸克物质里面的NJL模型给出的对称能的值基本上一样。另外，我们可

以从图2-1看出来，在u-d-s夸克物质里面增加s 夸克的组分可以减小夸克物质的对称

能，这是因为s夸克给重子数密度nB 做了贡献，因为对称能定义里面重子数密度是

在分母上。

在CIDDM模型里面，我们可以通过增加DI的强度来提高夸克物质对称能的取

值。我们应该注意，对于除了DI之外的其他三个参数α, β,D （对于D的参数的调节

是先令α, β 保持不变）的选取都是首先要满足奇异夸克物质beta稳定条件下的稳定

性条件的。之后我们的计算结果里面，可以看出这三套参数DI-0, DI-300, DI-2500都

是满足奇异夸克物质的稳定性条件的，而且我们会进一步地去研究夸克物质的对称

能是如何影响到奇异夸克物质和夸克星的性质的。

2.3.2 奇异夸克物质的稳定性

根据Farhi 和 Jaffe的计算 [16]，奇异夸克物质的绝对稳定条件要求奇异夸克物质

的每核子能量的最小值要低于已观测到的稳定核的每核子能量的最小值，也就是我

们熟知的 M(56Fe)c2/56 = 930 MeV；同时，beta 稳定条件下，两味u-d夸克物质的

每核子能量的最小值要高于930MeV，这样才能和标准的核物理自洽起来。这些稳定

性条件一般会在夸克物质的模型里面给出非常强的参数空间限制。

图2-2给出了每核子能量和相关的压强作为重子数密度的函数的关系图，这

里面我们考虑了beta- 稳定条件下奇异夸克物质和两味的u-d 夸克物质，这时候
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图 2–2: 每核子能量和相应的压强随着奇异夸克物质和两位u-d夸克物质的重子数密度变化关系
图，这里面考虑了CIDDM模型里面的beta稳定条件，参数选取是DI-0, DI-300, and DI-2500 [79]

Figure 2–2: Energy per baryon and the corresponding pressure as functions of the baryon density
for SQM and two-flavor u-d quark matter in β-equilibrium within the CIDDM model with DI-0,
DI-300, and DI-2500 [79] .

的CIDDM模型我们还是考虑了DI-0, DI-300和 DI-2500 三套参数。我们可以看出，

beta-稳定条件下对于这三套参数DI-0, DI-300, 和 DI-2500，两味夸克物质的每核子

能量的最低点高于930MeV，同时，奇异夸克物质的每核子能量最低点低于930MeV，

这个是满足绝对稳定条件的。进一步，我们可以从图2-2 中看到，对于所有的情

况，每核子能量的最低点所对应的重子数密度，就是零压点的重子数密度，这个和

热力学自洽的要求是一样的。特别是，我们注意到，奇异夸克物质的零压点分别

是0.24 fm−3, 0.23 fm−3, 0.21 fm−3 分别对应于这三套参数 DI-0, DI-300, 和 DI-2500，

这个和正常核物质的饱和密度0.16fm−3相差不远。我们还可以进一步从图里面看到，

当DI增加，也就是夸克物质的对称能增加的时候，奇异夸克物质的物态方程变得更

硬了。另外，我们检验了基于已经计算过的三套参数的压强和能量密度所给出的夸

克物质的声速，我们发现对于所有的情况，声速都没有超光速，这个是满足因果律

的。我们还要说明，这个工作所有的关于夸克星的计算都没有超光速的现象。

在图2-3里面，我们给出了CIDDM模型里面的奇异夸克物质的夸克组分随着重

子数密度的变化，仍然是考虑了DI-0, DI-300, and DI-2500三套参数。我们发现，当
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图 2–3: CIDDM模型里面的奇异夸克物质的夸克组分随着重子数密度的变化 [79] .
Figure 2–3: Quark fraction as a function of the baryon density in SQM within the CIDDM
model with DI-0, DI-300, and DI-2500 [79] .

夸克物质对称能增大的时候，也就是说DI增大的时候，u，d，s三味夸克的夸克组分

之间的差异越来越小。当夸克物质的对称能并不是很大的时候（对比DI-0, DI-300两

种情况），u，d，s夸克组分差距迥异，特别是在低重子数密度的时候，这个会在奇

异夸克物质里面产生一个很大的同位旋非对称度。另外，在很大的夸克物质的对称

能的情况下（比如DI-2500），u，d，s夸克的组分之间的差异会大幅度地减小。特

别是，对于DI-2500的情况，可以很清楚地看到，u，d，s夸克的组分变得基本上一

致，并且当nB & 0.4 fm−3 的时候趋向0.33，这个和CFL所给出来的图像十分类似。

在中子星物质里面，相类似的对称能的效应也能够观测到，也就是说，一个非常大

的核物质对称能可以给出一个非常大的质子比率，并且能够因此减少中子和质子

在beta-稳定条件的中子星物质里面的组分差异 [83]。

图2-4我们给出了CIDDM模型下，考虑奇异夸克物质条件，有效夸克质量随着

重子数密度的变化。考虑三组参数DI-0, DI-300, DI-2500. 可以看出，在所有的情况

里面，有效夸克质量会随着重子数密度的减小显著地增大，这个可以反映出夸克禁

闭的性质。更进一步地说，我们可以看出在DI-300和DI-2500 这些参数下，奇异夸克

物质里面的u和d 夸克物质的有效夸克质量可以看到一个清晰的同位旋劈裂，同时d

夸克的有效质量要比u 夸克的有效质量要大。这些特征解释了夸克-夸克有效相互作

用在同位旋非对称夸克物质里面，利用现在的CIDDM模型，所给出的夸克物质的同

位旋相关性。我们应该注意到，DI-2500这套参数下，我们看了奇异夸克物质的u,d

夸克的有效夸克质量，发现它们的同位旋劈裂要比DI-300的有效夸克质量的劈裂要
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图 2–4: CIDDM模型下，考虑奇异夸克物质条件，有效夸克质量随着重子数密度的变化。考虑
三组参数DI-0, DI-300, DI-2500 [79] .
Figure 2–4: Equivalent quark mass as a function of the baryon density in SQM within the
CIDDM model with DI-0, DI-300, and DI-2500 [79] .

小。产生这种现象的原因就是u,d夸克的有效夸克质量在奇异夸克物质的情况下的同

位旋劈裂也和同位旋的非对称度有关；而这个非对称度的取值，对于DI-2500 这个

情况，要比DI-300这个情况的取值要小的多，这个我们可以从图2-3看出。特别是，

我们可以从2-4看出来，DI-2500参数下，u，d夸克的有效夸克质量的劈裂在奇异夸

克物质的情况下以及高重子数密度时的取值很小，原因在于这个时候的奇异夸克物

质的同位旋非对称度取值很低，这个可以从图2-3里面看出来.

2.3.3 夸克星

从图2-2给出的奇异夸克物质的物态方程里面，人们可以通过求解Tolman-

Oppenheimer-Volkov 方程来获得静止夸克星的质量半径关系。在图2-5里面，我们给

出了在CIDDM模型的情况下，考虑了DI-0, DI-300, 和 DI-2500 这三组参数的静止夸

克星的质量半径关系。对于参数DI-2500，我们也可以从图2-5里面找到以3.15ms为周

期旋转的旋转夸克星的结果（这个是PSR J1614-2230里面测的实验值 [18]）。这里面

我们用了RNS 的程序 [84–86]。其中的旋转夸克星的半径的取值就是赤道半径。

从图2-5里，我们可以看出，对于参数组DI-0，静止的夸克星的最大质量只有1.65倍

的太阳质量，半径大约9.6公里，这个实际上就是CDDM模型可以算出的夸克星的

最大质量，而且这个时候对应的对称能非常小。因此，DI-0这种情况，夸克星的最
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图 2–5: 考虑三组参数DI-0, DI-300, DI-2500的情况下，CIDDM模型里面的静止夸克星的质量
半径关系。我们还给出了考虑了旋转周期3.15ms 的夸克星的结果，这里面我们的半径取赤道半
径。覆盖的区域带表示出了PSR J1614-2230 的夸克星的质量范围1.97± 0.04M⊙

[79]。
Figure 2–5: Mass-radius relation for static quark stars within the CIDDM model with DI-0,
DI-300, and DI-2500. The result for rotating quark starts with a spin period of 3.15 ms is also
shown for the case of DI-2500 with the radius at the equator. The shaded band represents the
mass of pulsars of 1.97± 0.04M⊙ from PSR J1614-2230 [79] .

大质量要远远比PSR J1614-2230 给出的1.97 ± 0.04M⊙ 来的小。对于DI-300这一套

参数，我们之前给出了，对于夸克物质的对称能，这套参数的取值基本上和核物

质的对称能的大小一样。然后我们发现，这套参数所能给出的最大质量可以增加

到1.78倍太阳质量，相应的半径可以达到10.40公里。这个说明了，增加DI，也就是

增加夸克物质的对称能，会使得CIDDM模型里面的静止夸克星的最大质量显著地提

升。

然而，DI-300这种情况，夸克星的最大质量也要远远比PSR J1614-2230 给出

的1.97± 0.04M⊙ 来的小。通过进一步地增加DI的取值并且调节D, α 和 β 这三个参

数来满足奇异夸克物质的稳定性，同时还要考虑和 NLρδ给出的核物质的对称能的重
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表 2–1: The maximum mass, the corresponding radius and central baryon number
density of the static quark stars, the maximum rotational frequency fmax for maximum-
mass static quark stars as well as the corresponding gravitational mass and equatorial
radius at fmax, within the CIDDM model with DI-0, DI-300, and DI-2500.

DI-0 DI-300 DI-2500

M/M⊙(static) 1.65 1.78 1.93

R(km)(static) 9.60 10.40 11.12

Central density(fm−3) 1.31 1.11 1.06

fmax (Hz) 1680 1547 1458

M/M⊙ (at fmax) 1.78 2.12 2.43

R(km) (equator at fmax) 9.93 11.6 14.2

子数相关性差不多的夸克物质的对称能，我们发现，DI应该比2500 MeV·fm3α 来得

大。这样才能给出一个1.93M⊙的夸克星，所以我们才选取了DI-2500这一组参数。在

图2-5所示， DI-2500的参数组给了我们一个增加到1.93M⊙的静止夸克星，这时候的

半径是11.12公里，这个和我们已经观测到的PSR J1614-2230给出的1.97± 0.04M⊙完

全一致。进一步，我们又考虑了夸克星的自转，这里面我们用PSR J1614-2230 给出

的3.15ms作为我们的夸克星的旋转周期，相应的半径是11.33公里对于DI-2500这套参

数。这个和PSR J1614-2230 给出的1.97± 0.04M⊙的中心值一样。我们的结果暗示了

在CIDDM 模型下（这个时候的质量标度参数z=1/3），通过在CIDDM模型里面使用

一个更大的DI参数（这样能实现有效夸克质量的强同位旋效应）可以描述实验上观

测的1.97± 0.04M⊙ 的夸克星。这也就是说，夸克物质的对称能的大小要比核物质的

对称能的大小要大很多。这些特征表明PSR J1614-2230可以在CIDDM的条件下变成

夸克星，如果这个实验探测的星体真的是夸克星的话，那么我们可以给出一个夸克

物质里面的非常强的同位旋矢量性质的约束，特别是夸克物质的对称能。

对于奇异夸克物质里的物态方程，我们可以给出它所对应的夸克星的最大旋转

频率，这个最大旋转频率可以通过它的静止质量M stat
⊙ 和半径 Rstat

M⊙ 来给出来，下面

的就是经验公式 [87]： Ωmax = 7730(M stat
⊙ /M⊙)

1/2(Rstat
M⊙/10km)−3/2 rad·s−1.

在图表1里面，我们列出来了最大质量的静止夸克星的最大旋转频率fmax，还
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有相关的引力质量和在最大旋转频率的赤道半径。这里面，我们给出了CIDDM模

型的三套参数DI-0, DI-300, 和 DI-2500。为了考虑的更完备一些，我们还包括了图

表1里面的最大质量的所有结果，相关的半径，中心重子数密度，这些都是静止夸

克星的情况。在图表1 里面，我们可以看出最大旋转频率fmax随着DI增大而减小，

同时相关的质量和赤道半径反而会增大。特别是，对于参数组DI-2500，我们给出

了fmax=1458HZ，相关的质量是2.43M⊙，半径可以达到14.2km。这个已经是我们采

用的DI-2500 这套参数所能给出的最大的夸克星的质量了。

2.3.4 夸克物质标度参数的效应

如我们之前所说的，夸克质量的标度参数z实际上是CDDM模型的一个唯像参

数，而且原则上，它应该由非微扰QCD的计算来决定出来。在最初的CDDM模型里

面 [51]，基于MIT 袋模型的论调，采用了z=1。而考虑了比较粗糙的介质手征凝聚和

线性禁闭 [56] 可以给出夸克质量的标度参数z=1/3，这个在之前的计算里面我们已

经给出来了 [72]。这些工作指出来仅仅凭借介质里面的手征凝聚的一届展开来做近

似，不能完备地描述真实的夸克物质。实际上，这里也有很多关于其他的夸克质量

标度的文章 [58,72,76,88]。因此，我们很想看看如果我们把夸克物质的标度参数z 可以

自由改变的话，以上的计算结果会怎么变。我们已经给出来了，CDDM模型（也就

是CIDDM 模型里面DI=0 的情况）是不能够给出满足PSR J1614-2230探测结果的夸

克星的。在以下的分析中，我们会寻找一下最小的DI（也就是最小的夸克物质的对

称能）情况下基于CIDDM 模型能否给出1.93 倍太阳质量的夸克星。

为了检验夸克物质标度参数z的效应和寻找最小的夸克物质对称能来给出1.93

倍太阳质量的夸克星，我们假设夸克物质的对称能和我们一般习惯上用的高密处

的NJL 模型或者自由费米夸克气体的对称能的密度相关性一致。这里面我们考虑的

密度区域是从0.25fm−3到1.5fm−3，这是因为低密度的物态方程是不会影响夸克星

的结果的，并且我们仍然选择α = 0.7, β = 0.1 fm3。更进一步，对于参数D和DI，我

们将它们固定，然后调节不同的标度参数z，我们发现这种做法会很大程度改变夸克

星的质量，最后z=1.8会给出最大的夸克星的质量。对于固定的α = 0.7, β = 0.1 fm3，

z=1.8，我们想要通过调节不同的DI和D来找到能撑起1.93 太阳质量的最小的DI的

值。

图2-6左边给出了静止夸克星的最大质量的DI的相关性。在图2-6里面不同

的DI下的D参数使得夸克星的最大质量达到最大。可以从图的左边看到夸克星
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图 2–6: 左图：CIDDM模型里面z=1.8的静止的夸克星的最大质量的DI的依赖性。在不同
的DI下的D 参数的取值可以使得夸克星的最大质量变得最大；右图：两味u-d夸克物质的对称能
随着重子数密度的变化关系，这里面包括DI-70 (z = 1.8) 和 DI-85 (z = 1.8)在CIDDM模型里。
这些结果里面还包括着DI=0的情况和NJL模型以及自由费米夸克气体的对称能 [79]。
Figure 2–6: Left panel: DI dependence of the maximum mass of static QS’s in the CIDDM
model with z = 1.8. The value of the D parameter at different DI is obtained so that the QS
maximum mass becomes largest. Right panel: The symmetry energy of two-flavor u-d quark
matter as a function of baryon number density in the CIDDM model with DI-70 (z = 1.8) and
DI-85 (z = 1.8). The results of DI-0 as well as the symmetry energy of a free quark gas and
normal quark matter within conventional NJL model are also included for comparison [79] .

的最大质量和DI这个参数很敏感，并且随着DI的增大而增大。为了得到比1.93 倍太

阳质量的夸克星更大夸克星，我们找到的最小的DI应该是70 MeV·fm3α，并且相关的

参数组我们设置为DI-70（z=1.8）。对于DI-70（z=1.8），我们有DI = 70 MeV·fm3α,

α = 0.7, β = 0.1 fm3, D = 24.181 MeV·fm−3z, z = 1.8。这个DI-70（z=1.8）所能给

出的最大质量对应的半径是9.69km，并且中心重子数密度是1.3 fm−3，这个时候的

表面（零压点）重子数密度是0.48 fm−3。

在图2-6的右边的图，就是CIDDM模型里面DI-70(z=1.8)参数下两味u-d夸克物

质对称能的密度相关性。为了便于比较，我们也包括了DI-0和自由费米气体还

有NJL模型的对称能 [38]，这个时候，DI-70(z=1.8)所给出的对称能大约是费米夸克

气体的对称能的两倍，但是仍然比NLρδ 所预言的核物质的对称能要小很多。因此，

我们的结果表明，如果z参数可以在CIDDM模型里面自由的调节的话，夸克物质的

对称能可以小于核物质，但是如果我们要描述PSR J1614-2230所给出的致密星体为

夸克星的话，这个对称能仍然至少是NJL 模型或者是自由费米夸克气体的对称能

的两倍。有意思的事，两位色超导相所对应的对称能大约是正常夸克物质的三倍，
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和DI-70(z=1.8)所给出来的对称能接近。

2.3.5 夸克星的最大质量

最近，实验上探测到了一个新的脉冲星体，质量是2.01±0.04M⊙ PSR J0348+0432 [89]。

这个致密星体是第二个两倍太阳质量左右的脉冲星，这个也给出了新的最大质量的

脉冲星的纪录。我们也很想通过CIDDM模型把这个 PSR J0348+0432以夸克星的形

式来模拟出来。另外，我们还对CIDDM能否预言出更重的夸克星非常有兴趣。

我们已经给出在CIDDM模型里，静止夸克星的最大质量与夸克物质的对称能

（在于DI）和夸克质量的标度参数z非常敏感。对于z=1/3，我们发现静止夸克星的

最大质量只能达到1.96M⊙，这时候DI 已经大于3000MeV fm3α，如果再增加DI的

话，质量也不会增加了。进一步讲，我们注意到，当DI的取值非常大时候（比

如DI=3000MeV fm3α），改变α和β也不怎么改变静止夸克星的最大质量（可以从

图2-8 和以下相关的讨论中看出来）。这些有趣的特征是可以理解的，因为对于一个

非常大的DI，夸克物质的对称能已经非常大了，这个时候的uds三味夸克的粒子数

密度基本上已经相同（奇异夸克物质），这个会给出一个非常非常小的同位旋非对

称度（图2-3里所示），所以最终的DI和对称能的效应就会被抵消。这些结果暗示了

在CIDDM模型里如果把z参数固定在z=1/3，并不能用来描述两倍太阳质量的脉冲星

（比如脉冲星PSR J0348+0432）成为夸克星。我们注意到如果考虑让夸克星按照实

验给的39毫秒来转动，实际上对于夸克星的最大质量没有任何影响。

为了进一步地提升静止夸克星的夸克质量，我们得在CIDDM模型里面变换不

同的质量标度参数z。像我们之前展示过的，夸克质量的标度参数z可以很大程度上

的影响夸克星的最大质量，而且对于z=1.8的情况，这个能给出最大质量的静止的

夸克星。在图2-6的左边部分，对于z = 1.8 ， α = 0.7 ，β = 0.1 fm3这组参数，我

们以前已经探讨过，可以给出和NJL模型或者自由夸克费米气体所给出的对称能具

有差不多的重子数相关性，这组参数也可以给出DI的最小值达到85MeV·fm−3α，（

α = 0.7 ，β = 0.1 fm3，D=22.922MeV·fm−3z，z = 1.8）。在DI-85（z=1.8）这套参

数给出的夸克星的最大质量（2.01倍太阳质量）的相对应的半径是9.98km并且此时

的中心重子数密度是1.25fm−3，这时候的零压点的密度，也就是夸克星表面的密度

是0.465fm−3。这套参数DI-85 （z=1.8）给了我们CIDDM中能给出2.01倍太阳质量

的最小的DI（这时候也对应着最小的夸克物质的对称能）。关于CIDDM模型里面
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两味u-d夸克的对称能的密度相关性也在图2-6右面给出。我们可以看出，在DI-85

（z=1.8）这套参数下比DI-70（z=1.8）这套参数对称能大一些，但结果仍然是差

不多NJL模型和自由夸克费米气体的对称能的两倍。我们的结果给出了个结论：

CIDDM 模型可以很好的把PSR J0348+0432描述成为夸克星，只要我们把z也就是夸

克质量标度参数作为自由参数，并且还要有恰当的夸克物质有效质量的同位旋相关

性（也就是夸克物质的对称能）。

图2-6已经表明，静止夸克星的最大质量会随着DI这个参数的增大而显著地

增大。所以我们很有兴趣：随着DI增大是否存在一个静止的夸克星最大质量的最

大值。在图2-7里，我们给出了和图2-6形式差不多的图，只不过此时，我们考虑

了更大的DI的取值。从2-7左面的图，我们可以看到在DI小于2000MeV·fm−3的时

候，静止的夸克星的最大质量仍然随着DI的增大而快速地增大。之后，当DI 大

于2000MeV·fm−3的时候（这个时候静止夸克星的最大质量可以给出2.38倍的太阳质

量），静止夸克星的最大质量开始对于DI不怎么敏感了，这个和z=1/3的情形类似，

此时当DI比3500MeV·fm−3大的时候，静止夸克星的最大质量饱和了，取值为2.39倍

的太阳质量。如果我们进一步增加DI的取值，最终对于静止的夸克星的最大质量就

没有什么效果了。从图2-7右边的图里我们可以看出来，对两味u-d夸克物质的对称

能来说，对称能的大小要比核物质对称能的取值远远超出，这个时候DI的取值大

于2000MeV·fm−3。这个结果和图2-1左边给出的DI-2500，z=1/3的情况非常类似。

对于图2-7的结果，我们固定选择了α = 0.7 ，β = 0.1 fm3这组参数用来

遵循NJL 模型和自由费米夸克气体给出的对称能的重子数密度相关性。对

于DI=3500MeV·fm−3α，我们发现，对应不同的α 和 β，静止夸克星的最大质量

改变非常小。特别是，当β被固定在0.1fm3的时候，静止夸克星的最大质量非别

是2.39倍和2.40倍太阳质量，分别对应α = 0.8 和α = 0。当α固定在0的时候，调

节β = 1或2fm3时，夸克星的最大质量将会保持在一个值，2.40 倍的太阳质量。为

了研究不同的α 和 β的取值下夸克物质的对称能怎么改变，我们在图2-8里面给出

了CIDDM 模型里面两味u-d夸克物质的对称能随着不同的α 和β的变化，这里面我

们固定了z = 1.8 ， DI = 3500。和图2-6里左图给出的结果类似，对于不同的α 和

β，我们选择不同的D来给出最大的夸克星的最大质量。我们期望对于非常大的DI，

我们可以看出来，虽然α 和 β实际上也能给出非常不同的两味u-d夸克物质对称能的

形状，但是所有的这些线对应的物态方程都只能给出几乎一样的静止夸克星的最大

质量。我们还检查了在DI-85(z=1.8)的情况下，固定DI和D，像图2-8那样改变不同

的α 和 β，静止夸克星的最大质量。我们的结果发现，这种情况下，夸克星的最大

质量改变非常小，仅仅只有0.001个太阳质量左右。在nB = 0 和 α = 0的情况下，由
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图 2–7: 这张图和图2-6类似但是DI更大。同时在右图也包括相对论平均场NLρδ相互作用给
出的核物质对称能。DI-2000 (z = 1.8) 和 DI-3500 (z = 1.8)分别在原来的对称能的取值上除
了30和100 [79] .
Figure 2–7: Same as in Fig2-6 but with larger DI values. The nuclear matter symmetry energy
from the RMF model with interaction NLρδ is also included in the right panel for comparison.
The symmetry energy values from DI-2000 (z = 1.8) and DI-3500 (z = 1.8) have been divided
by a factor of 30 and 100, respectively [79] .

于非对称夸克物质的有效夸克质量的同位旋劈裂，我们能够发现对称能在 α = 0的

情况下即使零重子数的时候，仍然可以取有限值。从上面的结果和讨论里面，我们

可以概括出来静止夸克星的最大质量的取值大约为2.40 倍的太阳质量，如果我们仅

仅从CIDDM模型出发，这个时候的z参数和夸克物质对称能的强度都是可以自由改

变的。

从图2-7右半部分，我们可以发现当我们把CIDDM模型里面的z参数设置为1.8的

时候，给出2.4倍太阳质量所对应的u-d夸克物质的对称能非常大，大约是正常核物

质对称能的100倍。而对于z=1/3 的情况，我们可以看出来这个对称能依然非常大，

和z=1.8的时候差不多，但是此时所能描述的最大静止夸克星的最大质量为1.96倍

太阳质量。这么大的两味u-d夸克物质的对称能明显非常让人吃惊，并且我们十分

迫切地想在实验里的可观测量的效应里面发现这种现象。这里，我们还要指出来，

即使两味u-d夸克物质的对称能非常大，奇异夸克物质的绝对稳定条件依然能够满

足，这个时候，u,d,s夸克物质会在奇异夸克物质里面有着基本相等的组分，从而得

到的同位旋非对称度也非常小，和CFL色味锁的图像基本一致。另外，当两味u-d夸

克物质的对称能非常大的时候，DI也会非常大，这个时候的同位旋非对称夸克物

质里面的u夸克的有效质量可能会出现负值，这个就会破坏我们的模型。比如，对
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图 2–8: CIDDM模型下两味u-d 夸克物质对称能的密度相关性，我们选取 z = 1.8 ， DI = 3500
MeV·fm3α ， α 和 β 分别取不同的值 [79] .
Figure 2–8: Density dependence of the two-flavor u-d quark matter symmetry energy in the
CIDDM model using z = 1.8 and DI = 3500 MeV·fm3α with different values of α and β. The
value of the D parameter corresponding to the configuration of the largest maximum mass of
static QS’s is also indicted for the different values of α and β [79] .

于DI-2500这个情况，如果我们把同位旋不对称度固定在0.05的时候，u 夸克的有效

质量会在重子数密度比0.98fm−3大的情况下变成负值。如果我们把同位旋非对称度

固定在0.1时，相应的负值点会减小到0.48fm−3.这一些特征暗示了，高密高非对称

度的夸克物质会对两味u-d夸克物质的对称能的大小有一个非常重要的限制。另外，

两味u-d夸克物质的对称能如果非常大，会很大程度地影响丰中子核物质的极端相

对论重离子碰撞（比如Pb + Pb at LHC/CERN 或者 Au + Au at RHIC/BNL）的

部分子动力学里面的性质 [90,91]。并且，原则上在这些碰撞里面的对称能的性质也

可以通过考虑了部分子势能的部分子输运模型来研究。在这种情况下，结合了夸

克星和夸克物质的对称能的限制因素，极端相对论重离子碰撞可能给夸克物质的

对称能和CIDDM里面的z 参数给出一定的限制。我们的结果给出，如果我们把PSR

J0348+0432 当作是一个夸克星的话，z=1/3的情况，就要被排除。
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图 2–9: CIDDM模型下u夸克有效质量质量随着不对称度的变化 [79] .

Figure 2–9: The equivalent mass of u quark as a function of isospin asymmetry in CIDDM [79] .

2.4 零温情况下CIDDM模型的总结与展望

我们已经把禁闭的质量密度相关模型（CDDM）扩展到同位旋质量密度相关模

型，并且通过这个模型来给出夸克物质的禁闭性质来。在同位旋质量密度相关模型

（CIDDM）里面，我们探索了夸克物质的对称能，奇异夸克物质的稳定性以及夸克

星的性质。我们发现，如果我们考虑了夸克物质的有效质量的同位旋相关性，夸克

物质的对称能，奇异夸克物质的性质和夸克星的性质会有非常大程度的改变。我们

已经指出来了，尽管最近的PSR J1614-2230的实验研究不能通过CDDM模型来描述

最近实验上给出的 1.97± 0.04M⊙的夸克星，但是我们可以通过CIDDM 模型来给出

符合实验数据的夸克星，这时候我们是在夸克物质的有效质量里面考虑了同位旋效

应。特别地，如果质量密度相关模型的标度参数z固定在z=1/3的情况下（考虑了手

征凝聚一阶展开和线性禁闭），在描述PSR J1614-2230的夸克星时夸克物质的有效质

量会有非常大的同位旋依赖，这个会使得两味u-d夸克物质的对称能比核物质的对

称能大很多。另外，如果夸克物质有效质量的标度参数z能够自由的变化，我们就

能给出来PSR J1614-2230所对应的夸克星，并且此时的两味u-d 夸克物质的对称能
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仅仅只有自由费米气体模型或者 Nambu-Jona-Lasinio (NJL) 模型的对称能的两倍，

这个对称能已经比起之前的对称能大大地减小了，另外，在最新的实验里面，给出

了PSR J0348+0432这个最重的脉冲星体，质量为2.01 ± 0.04M⊙。此时，如果我们

想用CIDDM模型来给出满足最大质量的夸克星来，就要改变标度参数z。这个时候

的两味u-d夸克物质的对称能基本上还是自有其体模型的或者NJL模型的对称能的

两倍。我们的结果进一步说明如果我们把PSR J0348+0432 当作是一个夸克星的话，

z=1/3的情况，就要被排除。

我们研究了CIDDM模型下静止的夸克星所能达到的最大质量，大约是2.40倍的

太阳质量，此时的z参数是可以自由调节的，并且两味u-d 夸克物质的对称能可以允

许非常大（因为我们是要给出最大夸克星的情况）。

因此，我们的结果已经给出：研究夸克物质里面同位旋矢量的性质可以加深对

奇异夸克物质的性质和夸克星的理解。如果PSR J1614-2230 和 PSR J0348+0432这

两个实验给出的致密星体是夸克星的话，可以给夸克物质的同位旋矢量的性质一个

重要的限制作用，特别是夸克物质的对称能。我们的结果还给出了两味u-d夸克物质

的对称能可以是自由费米气体模型或者 Nambu-Jona-Lasinio (NJL) 模型的对称能的

两倍如果我们描述PSR J1614-2230 和 PSR J0348+0432这两个实验给出的致密星体

是夸克星的话。

这一章的工作里面，我们主要研究了CIDDM模型下的夸克物质的对称能和夸克

星的性质。在未来的研究中，我们想研究一下其他夸克模型里面的同位旋矢量道的

性质，看一看是不是会影响比如强子夸克相变，丰中子核的高能重离子碰撞等等。

2.4.1 CIDDM 模型的参数讨论

附表里面，我们给出了CIDDM模型的一些参数空间的讨论，内容还是和正文章

节里面一致，在这里我们指出了一些细节：首先，表2-2 里，我们给出的夸克星的质

量，是每一组参数所能给出的最大的夸克星的质量。当我们固定z = 1.8DI = 3000，

令β增大，我们发现α不变的情况下，最大质量会减小；其次，我们控制β不变，增

加α的取值，可以看出D的值会增加，最大质量也减小。

之后，在表2-3里面，我们探索了CIDDM模型夸克星的最大质量接近两倍太阳质量的

情况的参数对比，可以看出当α，β固定的时候，DI增大会使得D减小，夸克星的最

大质量增大，半径减小；其次，z = 1.8 DI = 3000的情况对比z = 1/3 DI = 143.5的

情况，夸克星明显更容易达到两倍太阳质量。
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表 2–2: DI等于3500时所能给出的最大夸克星质量

z D α β 最大质量

1.8 13.76634 0 0.1 2.40306

1.8 13.81352 0 1 2.40003

1.8 14.00307 0 2 2.39934

1.8 13.814 0.7 0.1 2.39

1.8 13.95557 0.8 0.1 2.3852

表 2–3: CIDDM模型给出的最大质量接近两倍太阳质量的夸克星的对比

z D DI α β 饱和点 最大质量 半径 中心密度

1/3 143.5 3000 0 0.1 0.205 1.95683 11.235 1.05

1.8 23.0084 81 0.7 0.1 0.465 1.97401 9.89 1.25

1.8 22.9224 85 0.7 0.1 0.465 2.00851 9.975 1.25

2.5 有限温度情况下CIDDM模型的拓展研究

在之前的讨论中，我们研究的范围是零温有限化学势的夸克物质的性质，并讨

论了冷致密星体的质量半径关系。我们知道，在讨论夸克物质的热力学性质的过程

里，有限温度的情况是不可忽视的。首先研究有限温度下夸克物质的性质在高温区

可以与LHC实验联系在一起；如果化学势很低的情况下，还可以和Lattice QCD的计

算相互辉映 [92–97]。现在有很多唯象模型可以根据Lattice QCD的计算结果，用理论

数值模拟来符合，并且可以预言Lattice QCD不能计算的相图区域，比如有限化学势

区域。在研究有限温度相图的文献里，Polyakov-loop NJL的方法是现在非常流行的

预言QCD相图的手段 [98–103]。首先这个方法能够比较好地重复Lattice QCD给出的

结果 [104]，并且满足QCD所拥有的禁闭和渐近自由，给出手征对称性的恢复相变和

强相互作用有限温度和有限化学势下的夸克物质的性质。

然而我们知道，有限温度有限化学势的情况下不仅仅可以研究QCD的相图，还

可以研究年轻的致密星体的性质，也就是proto-quark star(PQS)初生的夸克星的一

些问题。当一个致密星体刚刚形成的时候，中微子可以通过β稳定条件下的电子的俘
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获来产生。而这个时候的轻子数的组分经过广义相对论的计算可以得出来是0.4，每

核子熵S = 1。之后十到二十秒钟的阶段，中微子会从星体之中释放出去，在释放

的过程中，会把自身携带的能量留给星体，形成一个加热的过程。如果我们把这个

过程用准静态来处理的话，经过前人的计算，大约在每核子熵S = 2的时候，温度

为30 − 50MeV范围内，致密星体会达到加热的最大值。最后几分钟内，致密星体的

温度很快降到低于1MeV，随之而形成的就是我们前半章节一直讨论的冷致密星体的

情况。这里，我们仍然想通过CIDDM模型来处理有限温度情况下夸克物质的性质，

但是如何处理同位旋密度相关的夸克有效质量随着温度发生手征恢复相变的这个现

象，十分重要。在前人的文章里，有利用拓展的密度相关夸克质量模型来描述相变

的情况 [105–107] , 在彭光雄老师的文章里面，对有限温度情况下的CDDM模型有了进

一步的讨论 [59]，给出了有限温度下CDDM模型的夸克物质的性质和奇异液滴的详细

讨论。

在这部分的内容里面，我们用CIDDM模型对有限温度情况下的夸克物质进行了

求解，并且按照PQS 所对应的不同阶段，给出了夸克物质有限温度下所对应的致密

星体的特征，并且与零温冷夸克星的情况进行了比较。

2.5.1 有限温度情况下奇异夸克物质的热力学性质

在同位旋质量密度相关夸克模型里面，我们给出了u, d, s 三味夸克的有效质量

零温情况下的形式。现在，考虑了有限温度的情况，我们根据文献 [59]的方法，给出

了温度相关的夸克有效质量的表达式：

mq = mq0 + (
D

nB
1/3

±DIδn
α
Be

−βnB)[1− 8T

λTc

exp(−λTc
T
)] (2·24)

其中，q = u, d, s，Tc是相变温度，λ被定义为当T = Tc的时候，方程1− 8T
λTc
exp(−λTc

T
) =

0所定的值，算得1.60581199632。Tc我们定为170MeV，作为一个手摆的参数。然后

我们就可以按照之前给出的热力学关系给出热力学势的表达式：

Ωi = −giT
2π2

∫ ∞

0

{ln[1 + e(ϵi−µi)/T ] + ln[1 + e(−ϵi−µi)/T ]}p2dp (2·25)

这里 µi是有限温度下的化学势, ϵi =
√
m2

i + p2是色散关系。 i遍历各味夸克和轻子。

之后我们可以通过将热力学势对化学势求偏导取负值，得到粒子数密度的表达式：

ni =
gi
2π2

∫ ∞

0

[
1

1 + e(ϵi−µi)/T
− 1

1 + e(ϵi+µi)/T
]p2dp (2·26)

— 46—



§2.5 有限温度情况下CIDDM模型的拓展研究

这里面我们还考虑了反粒子的贡献（化学势为粒子化学势的相反数）。然后我们就能

给出能量密度的表达式：

Ei = − gi
2π2

∫ ∞

0

{ ϵi,p
1 + e(ϵi−µi)/T

+
ϵi,p

1 + e(ϵi+µi)/T
}p2dp− T

∂Ωi

∂mi

∂mi

∂T
(2·27)

在有限温度的情况下，自由能密度 F是一个非常重要的量，我们首先给出自由能密

度和压强的表达式：

F =
∑
i

(Ωi + µini) (2·28)

P =
∑
i

(−Ωi + nB
∂mi

∂nB

∂Ωi

∂mi

)

可以看出来，如果此时要满足热力学自洽性，也就是HVH定理的话，应该是每核子

自由能的最低点和零压点要求重合，这是一个非常重要的性质。之后我们可以给出

熵密度的表达式：

S =
∑
i

Si =
∑
i

(−∂Ωi

∂T
− ∂Ωi

∂mi

∂mi

∂T
) (2·29)

并且我们也能给出热力学势对质量项的偏导为：

∂Ωi

∂mi

=
giT

2π2

∫ ∞

0

[
1

1 + e(ϵi−µi)/T
+

1

1 + e(ϵi+µi)/T
]
p2

ϵi
dp (2·30)

进而我们可以给出真实化学势的表达式： u夸克：

µ∗
u =µu +

1

3

∑
j=u,d,s

∂Ωj

∂mj

×

[
− zD

n
(1+z)
B

− τjDIδ(αn
α−1
B − βnα

B)e
−βnB

]

+DIn
α
Be

−βnB

(
∂Ωu

∂mu

− ∂Ωd

∂md

)
× 6nd

(nu + nd)2
·
[
1− 8T

λTc
exp(−λTc

T
)

]
(2·31)
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d夸克：

µ∗
d =µd +

1

3

∑
j=u,d,s

∂Ωj

∂mj

×

[
− zD

n
(1+z)
B

− τjDIδ(αn
α−1
B − βnα

B)e
−βnB

]

+DIn
α
Be

−βnB

(
∂Ωd

∂md

− ∂Ωu

∂mu

)
× 6nu

(nu + nd)2
·
[
1− 8T

λTc

exp(−λTc
T
)

]
(2·32)

s夸克：

µ∗
s =µs +

1

3

∑
j=u,d,s

∂Ωj

∂mj

×

[
− zD

n
(1+z)
B

− τjDIδ(αn
α−1
B − βnα

B)e
−βnB

]
·
[
1− 8T

λTc

exp(−λTc
T
)

]
(2·33)

然后我们就可以计算有限温度下CIDDM模型给出的奇异夸克物质的性质了。

2.5.2 结果与讨论

首先我们在图2-10给出了不同温度下CIDDM模型z=1/3情况下奇异夸克物质的

每核子自由能随着重子数密度变化的图线，这里面我们参照了先前的讨论，为了给

出合理的对称能，选择了DI-85这一套参数，其中α = 0.7, β = 0.1。我们按照温度给

出了三组图线，每一组图线的每核子自由能的最低点都和零压点重合，这说明了模

型符合热力学的自洽性。我们还发现随着温度的升高，每核子自由能逐渐降低，饱

和点（零压点）会减小，同粒子数密度的情况下压强会增大，也就是物态方程会变

得硬一些。 在z=1.8的情况下，我们在图2-11可以给出和z=1/3类似的图线，每核子

自由能的最低点依然和零压点重合，反映了热力学自洽性的满足。这里面我们选取

的参数是能够在零温条件达到两倍太阳质量的夸克星所对应的参数组。我们可以看

出，每核子自由能随着温度的上升会下降，零压点会减小，压强会增大少许。

我们在图2-12和在图2-13中分别给出了不同温度下z=1/3和z=1.8的情况下夸克

组分随着重子数密度变化的图线，通过对比，我们发现两种情况下温度对夸克

物质的组分起到的作用很小，可以忽略。 最后我们给出了不同阶段下的PQS的
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图 2–10: 不同温度下CIDDM模型z=1/3情况下奇异夸克物质的每核子自由能和压强随着重子数
密度变化的关系。
Figure 2–10: Free energy per baryon as a function of baryon number density at different tem-
perature and different sets of parameters.

质量半径关系图，图中的曲线分别表示了固定了每核子熵的情况下的PQS的质

量曲线。对于第一个阶段，夸克星内部束缚了非常多的中微子，通过前人的计

算所得s = 1, Yl = 0.4。第二个阶段，夸克星内部由于中微子大量释放传热，轻

子中已经没有了中微子的组分，这个时候温度最高，熵最大，我们按照惯例取

作s = 2, Yνe = 0。最后一个阶段，也就是夸克星完全冷却的时候，我们之前的结果

都已经详细地讨论过，这里作为一个比较的标准。

从图2-14中可以看到，对于z=1/3的情况，第一阶段的夸克星的最大质量

为1.84812M⊙，第二阶段的为1.85923M⊙，第三阶段最大质量是1.73886M⊙ 。对

于z=1.8的情况，第一阶段的夸克星的最大质量为2.02959M⊙，第二阶段的为2.05684M⊙，

第三阶段最大质量是2.00863M⊙ 。这里面的蓝色区域为通过Swift/XRT方法来给出

的夸克星的质量半径关系的约束：M = 1.1± 0.3M⊙，R = 9.6± 1.5km [108]。我们可

以得到如下的结论，对于CIDDM模型考虑有限温度的情况，在第一阶段的夸克星和

第二阶段的夸克星的最大质量均大于冷夸克星的最大质量，其中以第二阶段的夸克

星最大，并且所有给出的夸克星的质量半径图线均穿过文献里给出的信任区域。
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图 2–11: 不同温度下CIDDM模型z=1.8情况下奇异夸克物质的每核子自由能和压强随着重子数
密度变化的关系。
Figure 2–11: Free energy per baryon as a function of baryon number density at different tem-
perature and different sets of parameters.

2.5.3 有限温度情况下CIDDM模型的总结

这一部分我们给出了有限温度下CIDDM模型的夸克物质的性质，对热力学自洽

性和热力学量进行了讨论，最后按照PQS惯用的三个阶段讨论了初生夸克星到冷夸

克星的过程中的质量半径关系，我们发现在第一阶段的夸克星和第二阶段的夸克星

的最大质量均大于冷夸克星的最大质量，其中以第二阶段的夸克星最大，并且所有

给出的夸克星的质量半径图线均穿过文献里给出的信任区域。
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图 2–12: 不同温度情况下CIDDM模型z=1/3时奇异夸克物质的夸克组分随着重子数密度的变化
Figure 2–12: Quark fraction as a function of the baryon density in SQM within the CIDDM
model at different temperature.
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图 2–13: 不同温度情况下CIDDM模型z=1/3时奇异夸克物质的夸克组分随着重子数密度的变化
Figure 2–13: Quark fraction as a function of the baryon density in SQM within the CIDDM
model at different temperature.
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图 2–14: 不同阶段下CIDDM模型z=1/3，z=1.8时夸克星的最大质量随着半径的变化关系
Figure 2–14: Maximum mass of quark star as a function of radius within CIDDM.
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第三章 基于禁闭势的夸克物质模型与介质中的组分夸克质量

和夸克星

3.1 研究背景

强相互作用物质的研究是核物理，天体物理，宇宙学的基础工作之一。强相互

作用下的状态方程对于了解核结构、核反应，天体物理中的尖端问题，以及早期宇

宙的物质形态有很重要的作用。为了更进一步地理解强相互作用物质的性质，人们

创立了量子色动力学作为基础手段。对于现代物理的最流行的领域，比如高能物理，

微扰QCD可以成功地描述高能过程，但是对于处理非微扰的情况，仍是有很多问题
[1]。格点QCD的数值蒙特卡洛模拟可以给有限温度下的强相互作用物质直接进行描

述，但是这个机制无法处理有限化学势的情况，因为计算得来的化学势出现在虚部

上 [2]，这就迫使人们不得不选取其他的方法来处理有限化学势的强相互作用物质。

为了研究强相互作用物质的性质，大量的地上实验室被兴建。在前几章里我们

也提到过，中子星的研究会给我们一个从自然界入手来探测高密度低温读的强相互

作用物质的性质的方法 [3, 4]。前文我们提到过，由于中子星的内部可能存在夸克物

质，人们就提出了三味夸克和轻子构成的夸克星的概念 [5–7]。虽然致密星体的观测

可以由传统的中子星模型来给出解释，但是夸克星的存在是不能被排除的。如果我

们把致密星体的质量固定，那么夸克星所对应的星体半径会小于中子星 [8]。对于夸

克星是否存在的证据始终是现代天体物理的一个非常引人注目的论题，并且能够对

奇异夸克物质的结构和性质的理解起到非常重要的作用 [9–15]。致密夸克物质的物态

方程一般来说是比较软的，这是因为夸克间的相互作用会在高密处比较弱。另外，

奇异夸克物质的物态方程由于增加了s夸克这样的一个自由度会变得更软。因此，

大多数的夸克模型很难给出大质量的夸克星。近年来，两倍太阳质量的星体 PSR

J1614-2230 [16] 和 PSR J0348+0432 [17] 被观测到，并且被认为是最重的已观测到的

脉冲星。只有令夸克物质之间的相互作用变强，才能用夸克星来描述这两个星体。

我们曾提到过PQCD和LQCD并不能用来描述有限化学势和非极高能量的情况

下的奇异夸克物质，人们需要用唯像模型来模拟夸克物质的相互作用。在夸克模型

里面，最重要的事情之一就是如何来处理夸克的禁闭，一个流行的方法就是使用密
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度相关夸克质量模型 [18–32]。在我们以前的工作中 [18]，在前面几章中有详细的介

绍，我们构造了一个同位旋质量密度相关模型(CIDDM)，用有效夸克质量来涵盖所

有的奇异夸克物质的相互作用，并且通过加入同位旋效应可以描述原来的质量密度

相关模型不能给出的两倍太阳质量的夸克星。另外的能够在奇异夸克物质中处理夸

克禁闭的方法是考虑胶子交换产生的夸克禁闭势能。自从前人表明用大Nc 近似的方

法对于高密系统比如致密星体可以通过加入了介子部分唯像夸克势能的相对论树图

来描述 [12]。在这一章的工作里面，我们会采用禁闭夸克模型来计算奇异夸克物质的

性质，禁闭夸克模型中我们考虑了矢量的夸克势能 [33]，并且能够满足色禁闭和渐近

自由 [34–37]。

在夸克星的内部，u-d夸克的同位旋非对称效应有可能非常大，所以奇异夸克物

质的同位旋矢量效应就会很重要。另外，u-d夸克的粒子数密度在HICs的高能碰撞的

粒子数密度一般不相等，所以许多关于有限同位旋非对称度的QCD相图的工作相继

提出 [38–44]，这对于我们理解夸克星，QCD相图和高能重离子碰撞的同位旋效应具

有十分重要的意义。最近有许多关于丰中子物质内的中子质子有效质量劈裂的工作，

目的是研究核子有效相互作用的同位旋和动量相关性 [45, 46]，我们也想要研究一下在

丰中子物质里面（ud夸克比分为u/d ≈ 1/2）的ud夸克组分夸克质量的劈裂情况来探

索奇异夸克物质的物态方程的同位旋效应以及对夸克星质量的影响。

这一章里，我们扩展了传统的禁闭夸克模型，考虑了组分夸克质量的同位旋相

关性。基于同位旋相关模型，我们研究了夸克物质的对称能，奇异夸克物质的稳定

区域，非对称夸克物质的组分夸克质量的同位旋劈裂情况，以及夸克星的质量半径

关系。

3.2 理论模型和处理方法

3.2.1 理论推导

我们在模型里面引入理查德森势能来描述夸克之间的相互作用。首先给出系统

的哈密顿量 [34]：

H =
∑
i

(αi · pi + βiMi) +
∑
i<j

λ(i)λ(j)

4
Vij (3·1)
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这里 i(j) 代表第 i(j)味的夸克, λi 是SU(3)相互作用夸克矩阵， αi和βi来自狄拉克方

程，Mi是质量密度相关的狄拉克质量：

Mi = mi + (310MeV)sech(ν
nB

n0

), i = u, d, s (3·2)

i代表第i味夸克，nB是重子数密度，n0 = 0.17fm−3是正常核物质的饱和密度，ν 是

手摆的参数。我们可以看出夸克质量随着重子数密度从高到低会从310MeV降至流

夸克质量。我们令mu = md = 5.5MeV ms = 95MeV作为夸克的流夸克质量。Mi对

于ud夸克是相等的，这意味着考虑了把标量道加入(比如σ介子)在QCD的拉氏密度

里面。我们发现这个质量项里面没有考虑同位旋相关性，这意味着奇异夸克物质的

相互作用对三味夸克是相等的。人们知道同位旋相关性已被证明为一个不能忽视

的重要的性质，于是我们考虑构建一个包含了同位旋效应的同位旋相关的禁闭模

型(IDCQM)。在CQM模型里面，Mi是由三味夸克的流夸克质量和对三味夸克都相

等的标量部分构成的。在相对论平均场模型里面我们可以通过考虑了同位旋标量-标

量介子得到一个类似的质量项的结构，并且人们将这个质量定义为通过在核子相里

计算核物质的标量自能所给出的狄拉克质量。对于类似于NJL模型的夸克模型，我

们也考虑了通过计算夸克自能来得到夸克物质的质量项Mi，并且Mi通常被称为组分

夸克质量。在我们之前列出，CQM模型内的Mi也是从狄拉克方程推出的，并且也包

括了流夸克质量和一个标量部分，所以这个夸克的狄拉克质量像NJL模型一样，也

被定义为组分夸克质量。我们也注意到在NJL模型里面和组分夸克质量息息相关的

物理量就是夸克凝聚。在u-d夸克物质里面的SU(2) 组分夸克质量里的夸克凝聚被定

义为< q̄q >= −Mq−mq

2G
，这里Mq是组分夸克质量，mq是流夸克质量，G 是标量道的

耦合常数(σ场)。但在 SU(3) NJL 模型里，夸克凝聚无法通过这个方程简单地得到，

这是因为所有的不同味的夸克凝聚都被包含在 (Mq −mq)里面。因为我们的CQM模

型的组分夸克质量Mi 也是基于SU(3) 夸克场，我们可以通过(Mq −mq)趋近于零的

时候近似地得到有限重子数密度的手征对称性恢复。

Mi=u,d = mi + (329.5MeV)sech(νi
nB

n0

)− τiδDIn
α
Be

−βnB

Mi=s = mi + (432MeV)sech(νi
nB

n0

)

(3·3)

另外对于CQM模型的组分夸克质量，由于组分夸克质量的同位旋相关性的具体形

式仍然是个谜，我们应该构建一个包含同位旋效应的符合QCD渐近自由和色禁闭
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以及同位旋对称性的唯像参数化模型。所以我们按照之前的CIDDM模型的扩展方

法加入了同位旋效应得到了同位旋相关的IDCQM模型 [18] ()见方程3-3(。这里 DI , α

和 β是引入夸克与夸克之间的同位旋相关的相互作用所设立的参数，τi 是夸克的同

位旋量子数，我们令τi = 1 对 i = u (u 夸克)， τi = −1 对 i = d (d 夸克)，τi = 0

对 i = s (s 夸克)。从方程3.3可以看出，我们为了能够和SU(3) NJL mod模型里面

的Mu0 = Md0 = 335 MeV 以及 Ms0 = 527 MeV 对应 [47]，改变了常数夸克质量310

MeV 来拟合NJL 模型的真空夸克质量。由于组分夸克质量的密度依赖性还是未知，

我们将原来的CQM的参数ν 改成了 νud 和 νs，这意味着组分夸克质量的密度相关性

对于ud夸克是相同的，但是有可能会给出一个完全不一样的s夸克的组分夸克质量，

这个和NJL模型的结果很类似。这里我们定义同位旋非对称度δ为：

δ = 3
nd − nu

nd + nu

(3·4)

这个定义在之前的工作里面以及第二章的工作中广泛用到 [42–44,48]。对于纯中子

（质子）的夸克物质，我们令 δ = 1 (−1)。从方程3.3里可以看出如果 β > 0，我们能

够得到limnB→∞miso = 0 并且能够给出渐近自由的情况limnB→∞mq = mq0。对于两

味u-d夸克物质，如果忽略ud夸克的组分夸克质量，手征对称性将会在高密度处恢

复limnB→∞mq = 0。另外，在方程3.3中的夸克质量也满足ud夸克的交换对称性，这

说明了强相互作用下的同位旋对称性。因此，同位旋相关夸克质量的唯象模型的参

数化形式方程3.3是具有普适性的，而且能反映QCD的性质。最新加入的同位旋相关

项可以视为一个包含同位旋矢量-矢量道、同位旋标量-矢量道以及同位旋矢量-标量

道的混合的质量项。在这一章的工作里面，为了能够给出一个合理的夸克物质对称

能的密度相关性，我们令α = 1.5，β = 1。

现在我们考虑将理查德森势能放入夸克物质里面，这个势能来自胶子交换。方

程3.1的理查德森势能的形式来自文献 [33]

Vij =
12π

27

1

ln (1 + [(ki − kj)2 +m2
g]/Λ

2)

1

(ki − kj)2 +m2
g

(3·5)

我们根据文献 [34]的观点，从强子物理的唯象模型里面可以得到Λ = 100MeV，并

且ki − kj 代表着第 i 和 j粒子的动量交换。这个势能会由于对产生和红外发散被介
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质屏蔽。其中屏蔽长度的倒数的最低阶的表达式为 [49]

(mg)
2 =

2α0

π

∑
i=u,d,s

kfi

√
(kfi )

2 +M2
i (3·6)

这里 kfi = (π2ni)
1/3 是第i味夸克，ni是第i味夸克的密度，α0是微扰的夸克胶子耦合

常数。人们可以看出 mg 符合了矢量相互作用u− d 夸克的交换对称性。这个势能也

能体现渐近自由和夸克禁闭。我们可以看出当重子数密度为零的时候，mg 减小为

零，会引起夸克禁闭并且会在有限粒子数密度的时候发生退禁闭现象，甚至在高密

度区域内恢复手征对称性。我们对所有不同味的夸克求和来得到屏蔽长度的倒数，

而不是像前人的工作那样去平均屏蔽长度的倒数来简化计算。理查德森势能的取

值Vij会趋向于无穷大，当夸克的粒子数密度趋向于零的时候，这就体现了QCD 的

禁闭特征，同时当夸克粒子数非常大的时候，Vij会降至零，这体现了夸克的退禁闭

特征。根据这些方法，我们将会在下面的部分来通过同位旋相关的模型来给出有限

密度有限化学势下的夸克物质的性质。

首先我们研究了 u− d− s 夸克物质的能量密度。下面是 u− d− s 夸克物质能

量密度的动能部分：

ϵk =
6

(2π)3

∑
i=u,d,s

∫ kfi

0

d3k
√
k2 +M2

i

=
3

4π2

∑
i=u,d,s

[
kfi ((k

f
i )

2 +M2
i /2)

√
(kfi )

2 +M2
i

− M4
i

2
ln

√
(kfi )

2 +M2
i + kfi

Mi

]
=

3

4

∑
i=u,d,s

[
ni

√
kfi

2
+M2

i +Miρ
i
s

]
(3·7)

这里 ρis 是第i味夸克的标量密度。

ρis =
3

2π2

[
Mik

f
i

√
(kfi )

2 +M2
i

−M3
i ln

√
(kfi )

2+M2
i +kfi

Mi

]
(3·8)
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势能部分的表达式如下：

ϵv = − 1

2π3

∑
i,j

∫ 1

−1

dx

∫ kfj

0

k2j

∫ kfi

0

k2i × f(ki, kj,Mi,Mj, x)

× Vijdkjdki (3·9)

同时有

f(ki, kj ,Mi,Mj, x) =

(
ei · ej + 2 · ki · kj · x+

k2i k
2
j

ei · ej

)
× 1

(ei −Mi)(ej −Mj)

(3·10)

这里

ei =
√
k2i +M2

i +Mi (3·11)

两味ud夸克的对称能的研究是一个可以探测夸克模型同位旋相关的直接方法，我们

可以通过两味ud夸克物质的能量密度来给出对称能的表达式：

Esym(nB) =
1

2!

∂2[(ϵk + ϵv)/nB]

∂δ2

∣∣∣∣
δ=0

. (3·12)

在奇异夸克物质里面，人们定义其中没有中微子，并且包含电中性的uds夸克以及轻

子e−，满足化学平衡和重子数守恒。我们可以如下给出化学势的表达式：

µi = µi,K + µi,V (3·13)

这里 µi,K是能量密度的动能部分的贡献，可以计算得到：

µi,K =
∂ϵk
∂Mi

∂Mi

∂ni

=

√
M2

i + (kfi )
2 + (ρus + ρds + ρss)

∂Mi

∂ni

(3·14)
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能量密度势能部分的贡献为：

µi,V =
∂ϵv

∂kfi

∂kfi
∂ni

+
∂ϵv
∂Mi

∂Mi

∂ni

(3·15)

于是我们就能得到β稳定和电中性条件下的奇异夸克物质需要满足的条件：

µd = µs, µd = µu + µe (3·16)

and

2

3
nu −

1

3
nd −

1

3
ns − ne = 0 (3·17)

对于轻子，我们使用µe =
√

(kfe )2 +m2
e 来给出化学势，这里k

f
e = (3π2ne)

1
3 是电子的

费米动量。于是我们可以通过热力学第一定律来给出奇异夸克物质的总的压强：

P = −ϵ+
∑

j=u,d,s,e

njµj (3·18)

这里 ϵ 是奇异夸克物质的总的能量密度。

3.2.2 结果与讨论

我们根据Farhi 和 Jaffe [13]的观点来研究了奇异夸克物质的绝对稳定区域。这个

绝对稳定条件要求每核子能量的最低点要低于可观测的稳定核的每核子最低点，也

就是930MeV。并且对于β稳定的u − d 夸克物质的每核子能量最低点应该高于 930

MeV，这个就和核物理的认知相一致了。基于以上的奇异夸克物质的绝对稳定条件，

参数的取值范围就会被加上一个很强的限制。

图3-1 给出了CQM和IDCQM两个模型下的奇异夸克物质的稳定区域，这里

面还是用上述的绝对稳定条件作为基准。我们设νud 和 νs分别为x轴与y轴，并且

取DI = −300, DI = 0, DI = 600 and DI = 1000来描述SQM内部同位旋强度以及

稳定区域的关联。参数α0和前人的工作保持一致被定为
[34] 0.2。经过了详细地计算，

我们发现对于每组参数，ud夸克物质的每核子能量的最低点会随着νud的上升而下

降，于是νud对于DI = −300,DI = 0,DI = 600和 DI = 1000的最大值就能确定下来，

分别是：0.5, 0.53, 0.63 和 0.68。我们也能发现奇异夸克物质的每核子能量最低点对
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图 3–1: 在不同参数下奇异夸克物质的绝对稳定区间
Figure 3–1: Energy per baryon and the corresponding pressure as functions of the baryon density
for SQM and two-flavor u-d quark matter in β-equilibrium within the IDCQM model with DI–
300,DI-0(CQM model), DI-600 and DI-1000.

固定的νud会随着νs的减小而增大，所以我们就能够给出一个奇异夸克物质稳定区域

的最低边界，对于 DI = −300,DI = 0, DI = 600 和 DI = 1000 这四组参数。因为

我们能够得到奇异夸克物质的稳定区域，所以我们可以计算一下基于绝对稳定条件

的奇异夸克物质的夸克星的最大质量，我们发现：a) 在所有四组参数里，夸克星的

最大质量对固定的νud会随着 νs的增大而增大。b) 夸克星的最大质量对固定的νs会

随着 νud的增大而增大，于是我们通过固定νud的值为0.5, 0.53, 0.63 和 0.68来获得在

DI = −300,DI = 0, DI = 600 和 DI = 1000四组参数下的最大的夸克星的质量，并

且通过改变νs 可以描述质量为2.01 ± 0.04M⊙
[17]的致密星体PSR J0348+0432 为夸

克星。在这张图里，我们还画了νud = νs 的情况，这是组分夸克质量的密度相关性

对uds三种夸克都相等的情况。我们发现, 直到DI=1000 并且 νud = νs = 0.68的时候，

才能够描写2.01 ± 0.04M⊙的夸克星并且符合绝对稳定条件，这个就是IDCQM模型

下νud = νs时能够描述2倍太阳质量夸克星的最小的DI取值。

图3-2给出了奇异夸克物质以及ud夸克物质每核子能量和相应的压强随着
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图 3–2: 在不同参数下奇异夸克物质的每核子能量和相应的压强随着重子数密度的变化
Figure 3–2: Energy per baryon and the corresponding pressure as functions of the baryon density
for SQM and two-flavor u-d quark matter in β-equilibrium within the IDCQM model with DI–
300,DI-0(CQM model), DI-600 and DI-1000

重子数密度的变化，我们考虑了四组参数：最左边的两幅图为α0 = 0.2, νud =

0.5, νs = 1.2, DI = −300 (DI–300)，之后为α0 = 0.2, νud = 0.53, νs = 1, DI = 0

(DI-0)， α0 = 0.2, νud = 0.63, νs = 0.7, DI = 600 (DI-600)，最右边的两幅图为

α0 = 0.2, νud = 0.68 = νs, DI = 1000 (DI-1000)。之所以选四组参数的原因，是因为

这四组参数都能产生两倍太阳质量的夸克星。对于所有的四组参数，我们发现ud夸

克物质的每核子能量的最低点要大于930MeV，而奇异夸克物质的每核子能量最低点

要低于930MeV，满足了绝对稳定条件。我们也能从图3-2看出来对于所有参数每核

子能量的最低点和零压点重合，反映了热力学自洽性。而且我们检查了所有的情况

的声速，都没有超光速，符合因果律。

我们给出了IDCQM模型下四组参数DI–300，DI-0, DI-600, DI-1000的对称能随

着粒子数密度变化的关系来研究ud夸克物质的同位旋效应。在图3-3里可以看出对

于DI-0，夸克的对称能可以在1.5 fm−3(around 10 n0)处达到39 MeV。对于DI–300、

DI-600 和 DI-1000 的情况可以达到52MeV、82 MeV 和 155 MeV，可以看出DI如

果取值比较大会使得同位旋效应增大，进而给出对称能的取值比较大，这一点

和CIDDM模型第二章的结果一致。参数α 和 β 的选择方法是按照自由费米气体
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图 3–3: IDCQM夸克物质的对称能随着重子数密度的变化
Figure 3–3: Quark matter symmetry energy as a function of baryon number density in the
IDCQM model with three parameter sets, i.e.,DI–300 DI-0, DI-600 and DI-1000.

和NJL 模型的对称能的密度相关性来选择的。在第二章的CIDDM模型里面，DI-

2500所对应的对称能的值大约是NJL模型的100倍，然后才能给出比较硬的物态方

程，进而给出两倍太阳质量的夸克星。现在用IDCQM模型，我们可以用DI-600这套

参数给出两倍NJL模型的对称能，并且我们会在下面的部分检验所对应的夸克星的

最大质量的取值。

在图3-4里面我们给出了夸克物质的组分随着重子数密度变化的关系，我们仍

采用DI–300, DI-0, DI-600 and DI-1000 这四组参数。我们发现，对于DI-0、DI-600、

DI-100这三种情况，d夸克的组分随着粒子数密度的增大而降低，u夸克的组分一直

保持在三分之一处浮动，s夸克的组分会从零开始随着粒子数密度的增加而增大，

最终三者在密度比较高的时候趋于相等。对于DI-600、DI-1000这两种情况，相比

于DI-0，d夸克（s夸克）的比分会在密度比较低的时候就降至（升至）三分之一，也

就是uds三味夸克比分会在密度较低的情况就基本相等，类似于CFL的情形，这是由

于同位旋效应的影响，我们在第二章CIDDM模型里面也得到过类似的结论。但是对

于DI–300这种情况，我们发现在低密处d夸克的粒子数密度会下降到比u夸克的粒子

数密度还要低，而s夸克的粒子数密度会由于电中性条件而高于u夸克的粒子数密度，
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Figure 3–4: Quark fraction for u,d and s quarks as functions of the baryon density in SQM within
the IDCQM model with DI–300, DI-0(CQM model), DI600 and DI-1000.

之后随着粒子数密度的增加，d夸克的粒子数密度会有所回升，最终高于u夸克的粒

子数密度，相应的s夸克的粒子数密度减小至小于u夸克的粒子数密度，产生这个现

象的原因在于同位旋效应在组分夸克质量里面的影响，在下面的工作里面我们会详

细讲述。

图3-5里我们给出了IDCQM模型里DI–300,DI-0(CQM model), DI-600, DI-1000四

组参数下的奇异夸克物质的组分夸克质量随着重子数密度变化的关系。我们能发现

所有的情况下，夸克质量会从零密度的组分夸克质量开始，随着粒子数密度增加显

著地减小，最终恢复手征对称性。从图中可以看出对于DI-300与DI-0两套参数，由

于νs取值较大，s夸克的组分夸克质量随着粒子数密度增大的减小程度要远比其他两

种情况强烈；同时，对于DI-600和DI-1000两种情况，ud夸克的组分夸克质量会产生

明显的劈裂，d夸克的质量会高于u夸克的。而DI–300这种情况比较特殊，我们发现

这种情况同样会产生ud夸克的同位旋劈裂，但是u夸克的组分夸克质量会在低密处高

于d夸克的，然后在0.2fm−3处二者相等，之后d夸克的组分夸克质量又会高于u夸克

的，直到0.6fm−3时，u夸克的组分夸克质量再次超过d夸克的组分夸克质量。产生
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图 3–5: 奇异夸克物质的组分夸克质量随着重子数密度变化的关系
Figure 3–5: Constituent quark mass as a function of the baryon density in SQM within the
IDCQM model with DI–300,DI-0(CQM model), DI600 and DI-1000.

这种现象的原因在于s夸克的组分夸克质量下降地过快，使得s夸克的粒子数密度在

密度比较低的时候更容易产生，从图3-4我们也能看出来。由于电中性条件要求，使

得d夸克的粒子数密度降低，从而改变同位旋非对称度的符号；但是随着粒子数密度

的增加，s夸克的粒子数密度会低于u夸克的粒子数密度，从而d夸克的粒子数密度高

于u夸克的，同位旋非对称度也就再次变号，这就是组分夸克质量出现翻转的原因。

这些结果给了我们和CIDDM相似的同位旋非对称物质内的同位旋相关性。我们能够

看出组分夸克质量里面的同位旋劈裂确实可以影响到奇异夸克物质的组分、对称能

以及物态方程。

为了更进一步地研究组分夸克质量的同位旋劈裂情况，我们给出了ud夸克的组

分夸克质量随着重子数密度变化的关系，想看一下在不同的同位旋非对称度 δ 和

参数DI的情况下，夸克物质的组分夸克质量是否有很大的影星。从图3-6我们可以

看出，对于所有的情况，u夸克的组分夸克质量会随着重子数的增加而减小，而对

于d夸克的组分夸克质量，会在DI-600情况下， δ 等于 0.6 和 1 的时候产生一个向

上的鼓包。我们可以看出，ud夸克的同位旋劈裂在DI固定δ比较大也就是丰d夸克物

质的时候或者δ固定DI比较大的时候会给出比较大的取值。上述所有的情况给了我
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Figure 3–6: Constituent quark mass as a function of the baryon density in u-d quark matter
within the IDCQM model by different DI and δ

们这个模型的同位旋性质，并且展示了不同的DI和同位旋非对称度下手征对称性恢

复的变化。u夸克的组分夸克质量在δ 和 DI都很大的时候会较早地减小到其组分夸

克质量，这说明了我们可能在DI-600、同位旋非对称度等于1、粒子数密度和化学势

并不高的情况下观测到u夸克的手征对称性恢复的现象。对于 DI-50、 δ = 1 或者

DI-600、同位旋非对称度很小的时候，u夸克的手征对称性恢复就会延后。这个同位

旋劈裂的特征说明了夸克模型里面的组分夸克质量的同位旋效应的重要性，并且可

以更进一步地改变奇异夸克物质的性质和夸克星的质量半径。

通过求解基于IDCQM模型的奇异夸克物质的物态方程，我们可以求解TOV方程

进而得到夸克星的质量半径关系。在图3-7中，我们绘制了IDCQM模型下DI–300,DI-

0,DI-600 ,DI-1000 几组参数所给出的质量半径关系。图中所绘的质量区域是最近观

测到的脉冲星 PSR J0348+0432，质量为2.01 ± 0.04M⊙
[17]。这个脉冲星是目前观

测的最大质量脉冲星。对于参数组 α0 = 0.2, νud = νs = 0.53, DI = 0，u-d-s夸克

的组分夸克质量密度相关性是相同的，并且能给出的最大夸克星质量为 1.80 M⊙，

小于两倍太阳质量。基于前文我们提到过的几组参数α0 = 0.2, νud = 0.5, νs = 1.2

DI = −300(DI–300),α0 = 0.2, νud = 0.53, νs = 1 DI = 0(DI-0), α0 = 0.2, νud =
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Figure 3–7: Mass-Radius relation within the IDCQM model with DI-300,DI-0(CQM model),
DI-600 and DI-1000.

0.63, νs = 0.7 DI = 600(DI-600), α0 = 0.2, νud = 0.68 = νs DI = 1000(DI-1000) 所

能给出的最大质量的夸克星我们也在图里面绘制了出来。这四种情况所给出的夸

克星的最大质量都在 2.01 ± 0.04 M⊙ 范围之内。从 DI-0 这套参数里面，我们发

现s夸克的组分夸克质量的密度相关性非常强，进而引起奇异夸克物质性质的变

化，使得在没有同位旋效应的情况下能给出两倍太阳质量的夸克星；对DI-600的

情况，s夸克的组分夸克质量并没有随着重子数的增加而急速下降，但是由于同

位旋效应，也使得我们能够得到两倍太阳质量的夸克星；对于DI-1000的情况，我

们令 νud = νs，同时增加同位旋效应，使得夸克星的最大质量达到两倍太阳质量，

大于没有同位旋效应的νud = νs所能给出的1.80 M⊙。图中蓝色的区域是通过快速

分离装置MXB 1730-335探测到的中子星的质量半径区域： M = 1.1 ± 0.3 M⊙、

R = 9.6± 1.5 km(1σ)，我们发现图中所有的图线都能经过。所以我们强调如果我们

用原有的CQM模型(νud = νs)来求解夸克星的性质，那么将很难给出两倍太阳质量的

夸克星。但当我们考虑到 νud ̸= νs 以及同位旋依赖性的时候，s夸克组分夸克质量的

强粒子数密度相关效应和同位旋劈裂就会出现，并且影响到奇异夸克物质的物态方

程和所能给出的夸克星的最大质量。
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3.3 本章小结

在这一章的工作里，我们扩展了CQM模型，在组分夸克质量里面考虑了同位旋

相关性。基于新的IDCQM模型，我们研究了夸克物质的对称能，奇异夸克物质的稳

定区域，夸克星的质量半径关系。我们发现如果加入了同位旋效应，组分夸克质量

会出现ud夸克组分夸克质量劈裂；其次如果我们考虑令s夸克的组分夸克质量的粒子

数密度相关性不同于ud夸克，那么s夸克的组分夸克质量会有很大的改变。我们发

现夸克物质的对称能和物态方程会随着同位旋效应的增加而变化。u夸克的组分夸

克质量会在同位旋非对称度和DI很大的时候提前减小至流夸克质量，这说明我们会

在丰d夸克物质里面观测到在低粒子数密度情况下u夸克的手征恢复。最后我们发现

即使CQM 模型无法描述 PSR J1614.2230 和PSR J0348+0432 这两个星体为夸克星，

但是通过加入同位旋效应或者改变s 夸克的粒子数密度相关性或者两者都考虑都会

给出两倍太阳质量的夸克星。
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第四章 基于CIDDM模型强磁场下的夸克物质与夸克星

4.1 引言

这一章，我们研究了强磁场下的奇异夸克物质和夸克星的一些性质，采用的唯

象模型是第二章讨论的同位旋质量密度相关模型（CIDDM）。我们自洽地给出了常

数磁场下的奇异夸克物质的物态方程，并且发现了垂直于磁场方向上的压强的值要

高于平行于磁场方向的压强值。推广所得：磁化的夸克星的性质一般依赖于分布于

星体内部的磁场的强度和方向。我们引入了一个密度相关的磁场情况来模拟静态球

对称的夸克星的性质，其中假定了磁场方向取向的两种极端情况：一种是颗粒化后

的磁场局域的方向和星体半径方向同向，另一种是在半径垂直的平面上随机分布的

磁场。我们的结果指出，考虑了沿径向（垂直方向）的磁场可以很大程度上地减小

（增加）夸克星的最大质量――――也就是说，致密星体内部磁场的方向对于致密星

体的性质具有很大的影响。

致密星体可以给极端条件下的自然物质的探索提供一种天文上的检验手段 [1, 2] .

中子星处于宇宙中最重的致密星体的阶层，里面的重子数密度可以达到正常核物质

的六倍以上，并且其中包含超子和介子的凝聚，甚至有可能在内部出现夸克物质。

中子星的研究可以给我们提供丰中子物质物态方程的很多重要信息 [3, 4]。理论上，

中子星可以转化成（奇异）夸克星，这一种（夸克星）星体是由退禁闭的u, d,s 夸

克物质和一些轻子按照β 稳定电中性条件的奇异夸克物质所组成的 [5–7]。夸克星的

存在问题是现代天文学的一个非常重要和引人遐想的论题。在高密强相互作用物质

里，夸克星的研究也显得尤为重要，因为夸克星的结构是由奇异夸克物质的性质决

定的。在地球上的实验室里面，奇异夸克物质的性质可以通过重离子碰撞来探索。

举些例子:相对论重离子碰撞（RHIC）里面的能量束探测计划和GSI的反质子离子研

究装置(FAIR)的计划的实验以及JINR的离子对撞机（NICA），这些实验的目标是给

出QCD相图结构的细节，特别是QCD相变点的定位问题。这些奇异夸克物质的研究

已经是现在的核物理，天文学和宇宙学的基本论题之一。

理论上来说，基于Bodmer-Witten-Terazawa 的假设 [8–10] , 奇异夸克物质有可能

是QCD物质（强相互作用物质）的真正基态，并且是绝对稳定的。夸克物质里面

的奇异夸克物质的性质并不能从格点QCD（ab initio Lattice QCD）和微扰QCD
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（PQCD）直接计算而得，这是因为化学势取值有限而且能量尺度比较低，所以很

多唯象模型就提了出来，比如MIT袋模型， Nambu-Jona-Lasinio (NJL) 模型 [11–14] ,

微扰QCD的拓展 [15–18] , Dyson-Schwinger 方法 [19–21] , 质量密度相关模型 (CDDM)
[22–29] , 以及准粒子模型 [30, 31] . 通过第二章里面我们对质量密度相关模型进行了同

位旋相关性的拓展，我们得到了同位旋质量密度相关模型 (CIDDM) [32]，这里面我

们把夸克物质的禁闭的属性和粒子数密度相关，并且写在了同位旋相关的夸克质量

里面。最近的工作表明，夸克星是一个非常好的能够“开采”奇异夸克物质的性质

（特别是对称能）的“实验室”。

在之前的工作里面 [32]，我们做了个假定，忽视了夸克星里面的磁场效应。然

而，在致密星体的研究中，一个很重要的论题就是致密星体可以被磁场包围。而

且在致密星体表面处能够估算得到很大的磁场B ∼ 1014 G [33–35]。而在致密星体的

内部核心区域，估算得到的磁场甚至能够达到B ∼ 1018G。在 Ferrer的工作里 [36]，

自洽算得的夸克星的核心里面的磁场可以达到1020 G。如此巨大的磁场强度下，空

间旋转对称性(O(3))将要被破坏，所以我们必须要考虑系统压强的非各向同性的性

质 [36, 37]。更进一步讲，为了能够描述致密星体内部磁场强度的空间分布人们已经陆

陆续续做了一些工作 [38]。因此，对致密星体内部的磁场大小和方向的空间分布的研

究就十分吸引人。这些研究所用的模型可以通过和天体观测中的致密星体的性质对

比来给出很多重要的性质（比如物态方程）。在现在的理论框架下，关于磁场对致密

星体质量的影响的分析还是一个很难定论的事情，无法明确肯定地说明致密星体的

质量是变大还是缩小 [38–47]。现在我们的工作的最主要的动机就是探测强磁场下奇异

夸克物质和夸克星的性质。我们需要描绘出夸克星内部的磁场强度的大小和方向的

分布，这个是夸克星的一个非常重要的性质，能够改变致密星体的质量大小。

4.2 理论公式推导

4.2.1 磁场下的CIDDM模型的研究

同位旋质量密度相关模型 [32]是质量密度相关模型 [22–29]的一个推广，其中在夸

克物质的有效质量里面加入了同位旋相关性。在CIDDM模型里面，夸克禁闭是通过

赋予有效质量粒子数密度和同位旋相关来实现的。特别是在非对称夸克物质里面，
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可以把有效质量的表达式通过重子数密度nB和同位旋非对称度δ来描述出来：

mq = mq0 +mI +miso

= mq0 +
D

nB
z
− τqδDIn

α
Be

−βnB , (4·1)

这里面 mq0 是夸克物质的流夸克质量，mI = D
nB

z 体现出夸克物质里面的味无关的

相互作用， miso = −τqδDIn
α
Be

−βnB 给出来夸克物质内部的同位旋相关的相互作用。

对于mI = D
nB

z，常数z是夸克质量的标度参数，常数D 是由奇异夸克物质的稳定性

条件决定的参数。对于miso = −τqδDIn
α
Be

−βnB , 常数DI , α和β是决定夸克物质有效相

互作用的同位旋相关性的参数，τq代表同位旋量子数。我们令τq = 1当q = u (u 夸

克)的时候， τq = −1在 q = d (d 夸克)的时候, 和 τq = 0 选取 q = s (s 夸克)时。习

惯上定义同位旋非对称度 [48–51]的表达式为：

δ = 3
nd − nu

nd + nu

, (4·2)

从方程(4·1)可以看出，如果z > 0 、α ≥ 0，就能给出夸克物质的禁闭性质

limnB→0mq = ∞。更进一步说，如果β > 0，我们就能够得到limnB→∞miso = 0并且

能实现渐近自由 limnB→∞mq = mq0。对于两味u-d夸克物质，如果我们忽略u、d的

流夸克质量，我们就能得到手征对称性的恢复：limnB→∞mq = 0。另外，在方程

(4·1)里面的有效夸克质量也满足u、d夸克的交换对称性，这个性质是由强相互作用

下的同位旋对称性的性质决定的。因此方程 (4·1)的同位旋相关的有效夸克质量的参
数化形式就符合了QCD的最基本的性质，具有了普适性。

在文章 [32]的工作中, 夸克物质的对称能和奇异夸克物质以及夸克星的性质会因

为同位旋相关质量项 miso 的加入产生非常大的变化，于是如果我们令纯u-d夸克物

质的对称能足够大，并且夸克质量的标度参数能恰当选取的话，最新的大质量脉冲

星 PSR J0348+0432 （质量为2.01 ± 0.04M⊙ ）就能够用CIDDM模型来描述为夸克

星。比如基于 DI-85 (z = 1.8)这套参数下（ DI = 85 MeV·fm3α, α = 0.7, β = 0.1

fm3, D = 22.922 MeV·fm−3z, z = 1.8, mu0 = md0 = 5.5 MeV and ms0 = 80 MeV），

就能够给出一个2.01M⊙质量的夸克星，刚好能达到 PSR J0348+0432的实验中心值，

同时在第二章的工作我们也能看出可以给出比较合理的对称能的取值。在本章工作

中，我们将会研究强磁场下的基于CIDDM模型的奇异夸克物质和夸克星的性质，选

取的参数是DI-85 (z = 1.8)。

— 85—



第四章 基于CIDDM模型强磁场下的夸克物质与夸克星

4.2.2 常数磁场下夸克物质的理论推导

费米子（例如：夸克和电子）在外加磁场B下的色散关系能谱可以写为 [52]

Ep,i =
√
p2z + 2ν|qi|B +m2

i , (4·3)

这里 pz 是沿着 z 方向的动量 (磁场方向假定z方向), mi 是粒子的质量， ν =

n+ 1
2
− qi

|qi|
s
2
代表着朗道能级，量子数取值为 n = 0, 1, 2, 3, ... ， s = ±1 代表着自旋

的取值（“+1” 代表自旋向上，“−1” 代表自旋向下）。和前人的工作一样 [37]，我们

没有考虑反常磁矩的贡献，这是因为夸克物质里面的反常磁矩并没有清楚的认识，

同时电子的反常磁矩非常小，可以忽略 [53]。

下面，我们将研究一下CIDDM模型奇异夸克物质零温下的热力学性质。场数磁

场B下的奇异夸克物质的热力学势可以写为：

Ω =
∑

i=u,d,s,l

Ωi, (4·4)

其中

Ωi =−
νimax∑
ν=0

gi(|qi|B)

4π2
αν

∫ ∞

−∞
dpz[µ

∗
i − Ep,i]

=−
νimax∑
ν=0

gi(|qi|B)

2π2
αν

{
1

2
µ∗
i

√
µ∗
i
2 − si(ν,B)2

− si(ν,B)2

2
ln

[
µ∗
i +

√
µ∗
i
2 − si(ν,B)2

si(ν,B)

]}
. (4·5)

Ωi代表着每一味夸克的热力学势的贡献， i 是对所有味的夸克和轻子进行求和，

αν = 2− δν,0。夸克的简并度 gi = 3，对于轻子则 gi = 1 ，于是我们能够得出轻子和

夸克的费米能量：

µ∗
i =

√
kiF,ν

2
+ si(ν,B)2, (4·6)

这里面 kiF,ν 是费米动量，其中 si(ν,B) =
√
m2

i + 2ν|qi|B. 最高朗道能级为：

νimax ≡ int

[
µ∗
i
2 −m2

i

2|qi|B

]
, (4·7)
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其中 int[· · ·] 是取整函数。于是可以给出系统的总能量密度：

Etot =Ω+
∑

i=u,d,s,l

µ∗
ini

=
∑

i=u,d,s,l

νimax∑
ν=0

gi(|qi|B)

4π2
αν

∫ ∞

−∞
dpzEp,i +

B2

2

=
∑

i=u,d,s,l

νimax∑
ν=0

gi(|qi|B)

4π2
αν

{
µ∗
i

√
µ∗
i
2 − si(ν,B)2

+ si(ν,B)2 ln

[
µ∗
i +

√
µ∗
i
2 − si(ν,B)2

si(ν,B)

]}
+
B2

2
, (4·8)

这里面 B2/2 是电磁场能量密度的贡献，夸克物质和轻子的粒子数密度ni的表达式

为：

ni =
gi|qi|B
2π2

νimax∑
ν=0

(2− δν , 0)k
i
F,ν . (4·9)

在我们考虑的奇异夸克物质的所有情况里面，µ子不会出现，这是因为电子的化学势

过小。奇异夸克物质的电中性条件可以写为：

2

3
nu =

1

3
nd +

1

3
ns + ne. (4·10)

奇异夸克物质的 β稳定条件如下：

µu + µe = µd = µs, (4·11)

其中µi (i = u, d, s, e−)代表着粒子的化学势。对于夸克物质，奇异夸克物质的化学

势表达式如下：

µi =
dEtot
dni

= µ∗
i +

∑
j=u,d,s

∂Ωj

∂mj

∂mj

∂ni

. (4·12)

我们可以从方程4.12看出，由于有效夸克质量的粒子数密度相关性，化学势的表达

式里面会比费米气体的化学势的情况多出一些项出来。因此，奇异夸克物质里面
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的u、d、s 夸克的化学势的表达式为：

µu = µ∗
u +DIn

α
Be

−βnB

[
∂Ωu

∂mu

− ∂Ωd

∂md

]
6nd

(nu + nd)2
+ µden, (4·13)

µd = µ∗
d +DIn

α
Be

−βnB

[
∂Ωd

∂md

− ∂Ωu

∂mu

]
6nu

(nu + nd)2
+ µden, (4·14)

µs = µ∗
s + µden, (4·15)

其中

∂Ωf

∂mf

=
3

2π2

νfmax∑
ν=0

αν(|qf |Bmf )×

ln

[
kfF,ν +

√
kfF,ν

2
+ 2ν|qf |B +m2

f√
2ν|qf |B +m2

f

]
, (4·16)

并且

µden =
1

3

∑
j=u,d,s

3

2π2

νjmax∑
ν=0

αν(|qj|B)mj ×

ln

[
kjF,ν +

√
kjF,ν

2
+ 2ν|qj|B +m2

j√
2ν|qj|B +m2

j

]
×

{
− zD

n
(1+z)
B

− τjDIδ[αn
α−1
B − βnα

B]e
−βnB

}
. (4·17)

轻子的化学势我们也可以写出：

µl =
√
klF,ν

2
+ sl(ν,B)2. (4·18)

对于常数磁场下的奇异夸克物质， O(3) 旋转对称性会被打破，同时系统的压强会

出现各向异性，也就是说，压强会产生劈裂： P∥为平行于磁场方向上的压强，P⊥为
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垂直于磁场方向的压强。 P∥ 和 P⊥ 在磁化后的费米子系统的表达式如下所示：
[36]

P∥ =
∑
i

µini − Etot, (4·19)

P⊥ =
∑
i

µini − Etot +B2 −MB, (4·20)

这里面M是系统的磁化率。纵向压强P∥ 能满足 Hugenholtz-Van Hove (HVH) 定

理 [54]；横向磁场P⊥会多出来一个磁场的额外贡献。这个特征会给出平行压强P∥的

零压点会和每核子能量的最低点所对应的粒子数密度重合，垂直压强P⊥ 不重合，后

文会表。

在CIDDM模型里面，常数磁场下系统纵向和横向的压强可以分别表示如下：

P∥ = −
∑

i=u,d,s,l

Ωi +
∑

i,j=u,d,s

∂Ωj

∂mj

∂mj

∂ni

ni −
B2

2
, (4·21)

P⊥ = −
∑

i=u,d,s,l

Ωi +
∑

i,j=u,d,s

∂Ωj

∂mj

∂mj

∂ni

ni +
B2

2
−MB, (4·22)

系统的磁化率M 为

M = −∂Ω/∂B =
∑

i=u,d,s,l

Mi, (4·23)

其中

Mi = −gi|qi|
2π2

νimax∑
ν=0

(2− δν0)

∫ kiF,ν

0

[
ν|qi|B
ϵiν

+ ϵiν − µ∗
i

]
dkz, (4·24)

并且 ϵiν =
√
k2z +m2

i + 2ν|qi|B。我们应该指出方程 (4·21)和(4·22)里面纵向和横向压
强包括了磁场的贡献，特别是我们能看出来磁场对于纵向和横向的压强的贡献是相

反的，这将会在强磁场下导致纵向和横向压强的巨大差异。

4.2.3 密度相关磁场下夸克物质的理论推导

人们一般认为致密星体内部的磁场强度会比表面处的磁场强度大很多，所以前

人的工作里面给出了一个密度相关磁场来描述致密星体内部磁场的分布 [38]。在这一
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章的工作里面，我们遵循了这一个假定，并且按照主流的参数化方法来给出夸克星

内部密度相关磁场的分布情况。 [38–41]

B = Bsurf +B0[1− exp (−β0(nB/n0)
γ)], (4·25)

这里面Bsurf是致密星体表面的磁场强度，我们把磁场固定在Bsurf = 1015G，其中

n0 = 0.16 fm−3是正常核物质的饱和密度，B0是核心磁场，β0和γ 是两个无量纲的参

数，可以调节具体从表面到核心的夸克星的磁场分布情况。

除了致密星体内部的磁场强度的分布之外，磁场的方向对于致密星体的结构也

是起到了很重要的作用。这是因为磁场下的强相互作用物质压强（考虑了磁场的贡

献之后）可能会具有非常大的各向异性的程度。因此，磁星内部由于压强的各向异

性，引力场不再球对称。此外， Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) 方程 [55]也不

能用来求解磁星，这是由于此方程只能用于球对称的致密星体。

因为致密星体内部的磁场方向人们没有清楚地认知，这一章的工作里我们假设

了两个非常极端的致密星体内部磁场方向取向的特殊情况：一种情况是局域磁场方

向沿着半径方向的磁场方向（我们标注为“径向方向”），另一种是局域磁场方向在

垂直于半径方向的平面内部（标注为“横向方向”）随机分布。我们还应该注意到，

径向方向的情况里，磁场的方向都是穿过内部的星球中心的。在这两种极端情况里，

静止的致密星体内部的压强的分布应该是球对称的，并且引力场也会球对称。对于

这两种极端的情况，我们可以通过以下的TOV 方程来进行静止的磁化致密星体的结

构的求解：

dM(r)

dr
=4πr2ϵ(r), (4·26)

dp(r)

dr
=− Gϵ(r)M(r)

r2

[
1 +

p(r)

ϵ(r)

][
1 +

4πp(r)r3

M(r)

]
×[

1− 2GM(r)

r

]−1

, (4·27)

这里 M(r) 是半径r处的球壳质量, ϵ(r) 是相应的能量密度（已经包含了磁场的

贡献），p(r) 是相应的径向压强（包含了磁场的贡献），G 是牛顿引力常数。

我们指出致密星体内部的磁场方向可以分为径向方向和横向方向，但是外部

的方向就有可能是非球对称的了。另一方面，在致密星体的表面，磁场强度非常
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低(∼ 1015 G)，压强也很小，因此夸克星表面磁场的性质可以不考虑。对于更多的磁

化的非球对称致密星体内部的磁场的方向和分布的情况，应该用爱因斯坦方程对致

密星体的结构进行自洽地求解，在本章工作里面不作详谈。

4.3 结果与讨论

4.3.1 常数磁场下的奇异夸克物质的物态方程

我们首先给出常数磁场下的奇异夸克物质的性质。我们使用了CIDDM模型里的

DI-85 (z=1.8)这套参数，我们给出图4-1 ：每核子能量和相应的纵向和横向的压强随

着常数磁场B = 1× 1018 G, 2× 1018 G 和 3× 1018 G下的重子数密度的变化关系图。

我们能够看出，对于所有的三种常数磁场B的取值，每核子能量的最低点所对应的

粒子数密度恰好和纵向压强P∥ 的零压点的粒子数密度重合，此情况符合HVH 定理

(见方程(4·19)) ，并且和没有磁场的热力学自洽性一致 [32]。更深入地说，我们能够
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图 4–1: 常数磁场B = 1× 1018 G, 2× 1018 G 和 3× 1018 G下奇异夸克物质的每核子能量以及横
纵向磁场随着重子数密度的变化，使用的是 CIDDM模型的 DI-85 (z=1.8)参数 [56] .
Figure 4–1: Energy per baryon and the corresponding longitudinal and transverse pressures
as functions of the baryon density for SQM under constant magnetic fields with strengthes of
B = 1× 1018 G, 2× 1018 G and 3× 1018 G within the CIDDM model with DI-85 (z=1.8) [56] .
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发现每核子能量最低点所对应的粒子数密度会随着磁场强度的增加而增加，从0.49

fm−3 到 0.61 fm−3 再到 0.86 fm−3 ，对应的磁场 B 也就从1× 1018 G 变化至 2× 1018

G 最终达到3× 1018 G。

另外，我们也能够从图4-1看出，对于固定的粒子数密度且当磁场B增加时，横

向压强P⊥ 会随着平行压强P∥ 的减小而增加，会导致常数磁场下P⊥ 和 P∥ 出现一个

劈裂，并且这个劈裂会随着磁场B的增加而迅速变大。常数磁场下压强的各向异性

的原因是由于磁场能量引入的附加项B2 以及P⊥ 在方程 (4·19) 和(4·20)里面出现的系
统的总的磁化率。

为了能够定量描述强磁场下压强的各向异性行为，我们可以定义一个正规化的

压强劈裂因子：

δp =
P⊥ − P||

(P⊥ + P||)/2
. (4·28)

根据定义，如果P⊥ 和 P∥之间没有劈裂，那么δp = 0；如果对于极端情况P∥ = 0，

那么 δp = 2。在图4-2里，我们给出了奇异夸克物质的横向纵向压强以及压强劈裂

因子δp随着磁场强度 B的变化关系。这里面我们选取了三种粒子数密度 nB = 3ρ0,

5ρ0, 以及 7ρ0，采用的参数为CIDDM模型的DI-85 (z=1.8)。为了对比，我们还加入

了B = 0 情况下所对应的压强。在夸克星内部，其中心密度一般是7ρ0，nB = 3ρ0 和

5ρ0 是夸克星内部的两种典型的粒子数密度。

在图4-2里面，我们给出了一个磁场强度Bm，如果磁场强度低于此值，那么所

对应的磁场对压强的影响基本可以忽略(δp ≤ 5%)，当磁场强度比Bm大的时候，横向

压强 P⊥ 会随着径向压强P∥的减小而快速增大，此时磁场也在增加这时候会给出一

个快速增大的δp。当磁场强度B继续增大并达到临界点Bc时，平行压强P∥减小到零

点(此时δp = 2)。当磁场强度大于Bc的时候，压强 P∥将会出现负值，并且系统开始

变得不稳定。所以Bc是稳定的奇异夸克物质所能承受的最大的磁场强度。另外，我

们也能从图4-2看出Bm 和Bc的取值和重子数密度有关。我们能从图上的到如下信息：

对于重子数密度为 nB = 3ρ0，有 Bm ≈ 1.5 × 1017 G 以及 Bc ≈ 7.30 × 1017 G；同

样当nB = 5ρ0，有 Bm ≈ 4.5 × 1017 G 以及 Bc ≈ 2.80 × 1018 G ；最后nB = 7ρ0时，

Bm ≈ 6.0× 1017 G 且 Bc ≈ 3.74× 1018 G。对于一个磁化的致密星体，必须要先确

定致密星体内部的磁场满足B < Bc。
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图 4–2: 横纵向压强以及它们的压强劈裂因子δp在粒子数密度为 nB = 3ρ0、5ρ0 和 7ρ0 的时候
随着磁场B的变化，这里我们采用了CIDDM模型的DI-85这套参数，并且考虑奇异夸克物质的情
况 [56]。
Figure 4–2: Transverse and longitudinal pressures together with the pressure splitting factor δp
as functions of the magnetic field strength B for SQM at baryon number densities of nB = 3ρ0,
5ρ0, and 7ρ0 within the CIDDM model with DI-85 (z=1.8). The corresponding pressures at
B = 0 (P0) are also included for comparison [56] .
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图 4–3: 在磁场缓慢和快速变化的情况里，我们给出了夸克星内的奇异夸克物质的密度相关磁
场B和横纵向压强以及压强非对称度δp的重子数依赖情况，采用的是CIDDM模型里面的DI-85这
套参数，并且使用了两种不同的常数磁场B0 = 4× 1018 G (左图), 1× 1019 G (右图) [56]。
Figure 4–3: Baryon density dependence of the magnetic field strength B, longitudinal and trans-
verse pressures as well as the pressure splitting factor δp for SQM in QSs using the slow B-profile
(solid lines) and fast B-profile (dashed lines) within the CIDDM model with DI-85 (z=1.8).
B0 = 4× 1018 G (left panels) and 1× 1019 G (right panels) are considered [56] .

4.3.2 重子数密度相关磁场下的夸克星

之前我们说过，在磁化的致密星体内部磁场强度的大小一般认为是会发生改变

的，所以方程(4·25)就给出了一个密度相关磁场的情况来描述星体中的磁场强度的分
布。因为我们关于星体内磁场强度的分布所知甚少，所以我们在这一章的工作里面

考虑了两维参数β0 和 γ，也就是说，变化很快的磁场我们用γ = 3和β0 = 0.001 (定

义为“快速磁场情况” )；慢磁场的情况为γ = 2以及β0 = 0.0078 (定义为“慢速磁
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场情况”)。使用了两种不同的磁场情况，我们从图4-3可以得到磁场的密度相关性，

B0 = 4× 1018 G 和 B0 = 1× 1019 G下奇异夸克物质的纵向横向压强以及相应的压强

劈裂因子 δp，采用的参数为 DI-85 (z=1.8)。

从图4-3里可以看出，快速磁场情况与慢速磁场情况相比，给出了一个更强的

磁场强度密度相关性，也就是说，从高密度（致密星体的核心）到低密度（致密

星体表面）的一个快速递减过程。对于 B0比较小的情况 (B0 = 4 × 1018 G)，我们

能看出P⊥在高密度的时候取值要大于P∥，并且它们基本上具有相同的零压点0.46

fm−3。对于这种B0比较小的情况，P⊥ 和 P∥ 之间的压强劈裂并不大，在粒子数密度

等于1.2 fm−3时，有δp = 0.25 (也就是说， P∥/P⊥ = 0.78)。 δp的峰值会在0.46 fm−3处

出现，这是因为P∥在这个密度为零，也就是夸克星表面的情况。我们还能够看出，

在B0 = 4 × 1018 G下，奇异夸克物质的快速磁场情况和慢速磁场情况的物态方程的

差距并不大。另外，对于B0 = 1 × 1019 G的情况，我们能够发现P⊥ 比P∥ 的取值要

大很多，并且当nB ≥ 0.9 fm−3时，垂直磁场压强总是随着重子数增大而增大，平行

磁场压强会随着重子数密度的增大而减小，会引起一个在高粒子数密度处的非常大

的横纵向压强劈裂，换言之，此时的δp = 1.6 (也就是在1.2 fm−3下，相应的压强比

率为： P∥/P⊥ = 1/9)。因此，压强在B0 = 1 × 1019G下，夸克星的核心内的各向同

性度会非常大。更进一步地说，B0 取值很大的时候(也就是说，B0 = 1 × 1019 G)，

我们能从图4-3看出，不同的磁场的情况会对横纵向压强和它们的劈裂有着非常大的

影响. 强磁场下的压强的非各向同性效应说明了夸克星内部的磁场方向的分布对于

夸克星的结构起到了非常大的作用。在图4-4里面，是在CIDDM模型里面基于 DI-85

(z=1.8)这套参数的在快速磁场和慢速磁场的两种情况下横向径向磁场下的夸克星的

最大静止质量随着B0的变化关系图。很有意思的是，静止夸克星的最大质量在横向

磁场的情况下会随着B0的增大而增大，同时在径向磁场的情况下会随着B0的增大而

减小，特别是在 B0大于3 × 1018 G之后，这个效应会很明显。同样的我们也能从慢

速磁场的情况中发现这些效应。

对于快速磁场的情况，我们能够从图4-4(a)中看出，在横向（径向）磁场方向上

静止夸克星的最大质量可以达到2.13M⊙ (1.57M⊙) 于 B0 ≈ 1.28× 1019 G，这个磁场

的取值也就是磁场B0的上限值，如果再增加此项的取值，夸克星内部的纵向磁场就

会出现负值。为了能看到夸克星的最大质量如何受到磁场方向的影响，我们定义了

一个夸克星的最大质量的非对称度δm ：

δm =
M⊥ −M||

(M⊥ +M||)/2
, (4·29)
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图 4–4: 在磁场快速变化和慢速变化的情况下分别使用了横向和径向方向的磁场的夸克星
的最大质量随着B0的变化，这里使用CIDDM模型里面的DI-85这套参数，阴影区域是 PSR
J0348+0432 [57]给出的2.01± 0.04M⊙的脉冲星质量 [56]。
Figure 4–4: Maximum mass of static QSs using the transverse and radial orientations of the
magnetic fields as a function of B0 with the fast B-profile (a) and the slow B-profile (b) within the
CIDDM model with DI-85(z=1.8). The shaded band represents the pulsar mass of 2.01±0.04M⊙
from PSR J0348+0432 [57].

其中M⊥ (M||)表示夸克星在横向（纵向）磁场下的最大质量.从图4-4 (a)可以看出质

量非对称度可以在B0 = 1.28× 1019下达到 δm = 30%。

另外，对于慢速磁场情况，我们能够从图4-4(b)看出横（纵）方向磁场下静止

夸克星的最大质量可以达到 2.18M⊙ (1.29M⊙) 于磁场 B0 = 1.20 × 1019 G 下，此时

的B0 就是磁场的上限值，如果磁场取值比它偏大，夸克星核心的纵向压强就会取负

值此时的最大的质量非对称度为δm = 51% 于磁场 B0 = 1.20× 1019 G. 因此我们的结

果指出磁化夸克星的最大质量是依赖于夸克星内部磁场的取值和方向的。

4.4 本章总结

我们通过使用同位旋密度相关夸克质量模型来研究了强磁场下奇异夸克物质和

夸克星的性质。我们自洽地计算了常数磁场下的奇异夸克物质的物态方程并且发现

系统的压强会在强磁场下按照垂直于磁场和平行于磁场两个方向各向异性，前者要

比后者通常意义下来得大。系统的压强在磁场强度非常大的时候可能会出现非常明

显的各向异性，因此磁化的夸克星的性质可能和星体内的磁场方向有关。
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通过使用密度相关磁场的情况来模拟星体内部磁场的分布，我们研究了静止球

对称夸克星的性质，采用了两种星体内磁场方向的假设：局域磁场沿着半径方向的

径向方向以及局域磁场在垂直于径向方向的平面随机分布的横向方向。基于这两种

极端的磁场方向情况，我们发现静止的磁化的夸克星的最大质量可能很大程度上依

赖于星体内的磁场方向，并且径向（横向）磁场方向可以很大程度上减小（增大）

夸克星的最大质量。静止的磁化的夸克星的最大质量通过研究也发现依赖于密度相

关磁场的具体分布。

由上，我们现在的结果指出，强磁场下的夸克星的性质不仅和磁场强度分布有

关，还要考虑磁场方向的分布情况，而且加入磁场后致密星体的质量增大还是减小

也依赖于星体内的磁场方向。
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5.1 引言

强相互作用的核物质的性质，一直以来都是核物理、天体物理和宇宙学的基本

问题之一。研究核物质的物态方程，可以更好地理解强相互作用核物质的性质。一

般来说，致密星体可以给出一种给出高粒子数密度和低温度的强项相互作用的核物

质的性质的方法。中子星可以给出丰中子核物质的重要信息 [1, 2]。在中子星的内部，

物质密度可以比正常核物质的饱和密度要高出好几倍，所以中子星内部可以存在非

常致密的物质，比如：超子、介子的凝聚，甚至可能还有奇异夸克物质。实际上，

奇异夸克物质一直以来都被称之为是QCD的真正基态 [3, 4]。所以人们已经给出了中

子星和夸克星的设想，这里面的夸克星基本上是由奇异夸克物质和轻子构成 [5–8]。

还有一些混合星的假设，这里面就是将致密星体里面的物质看成从核物质到夸克物

质的一个相变过程，已经有很多作者提出了混合星的相变的工作 [9–15]。

我们知道，致密星体是孕育在强磁场下的，这是一个很重要的问题。中子星表

面的强磁场的强度一般认为是109 ∼ 1015G。这些孕育在强磁场下的星体，我们称

之为磁星并且人们发现磁星的内核的磁场强度甚至可能达到1019G [16–21]。基于这种

现象，致密星体的磁场强度可已采用致密星体半径磁场强度相关的方法来处理，也

就是密度相关磁场的方法，进而求得致密星体物质磁场下的物态方程以及其他性

质 [22–24]。

要给出夸克星的性质，首先我们应该先给出夸克星物质的物态方程。我们知

道，格点QCD 不能解决有限化学势下的夸克星物质的问题，这是因为会出现所谓

的符号问题；其次，微扰QCD 也不能给出低密度夸克物质的性质――所以，我们

要提出来唯像模型来给出夸克星物质的物态方程来。这一章，我们采用了Nambu-

Jona-Lasinio (NJL) 模型来给出奇异夸克物质的物态方程。这个模型能够很容易地

给出QCD的一个全局的对称性。NJL模型也能很清晰地描述手征对称性的自发破

缺。人们已经做了很多关于强磁场下的NJL模型的夸克物质的性质，并且能够通

过SU(3)NJL 模型给出磁星的性质，这里面用的NJL模型包括标量- 赝标量同位旋标

量道和t’Hooft项。在这一章里，我们想要加入矢量-同位旋矢量道和矢量-同位旋标

量道来得到SU(3)NJL模型的物态方程并且给出密度相关磁场下的磁星。我们放置
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矢量道在拉氏密度里面的原因是，矢量道的相互作用对于决定有限温度奇异夸克物

质的性质有很重要的作用，并且矢量介子也能在实验测量中找到 [25, 26]。矢量道常

数Gv 在真空里可以通过测量矢量介子谱来估计到
[27–29]。但是在有限粒子数密度的

情况，我们把 Gv, GI,V 作为可调参数，给出磁场下奇异夸克星物质的性质。最新发

现的致密星体PSRJ0348+0432的质量可以达到2.01± 0.04M⊙，可以给出脉冲星最新

的最大质量。所以如果我们考虑把矢量- 同位旋矢量和矢量-同位旋标量道考虑在里

面的NJL模型，如果在强磁场下我们能够给出最新的 PSR J0348+0432 脉冲星，那

么这将是很有趣的结果。

众所周知，NJL模型在压强里仅仅考虑了夸克的贡献，因此NJL模型给出的压

强要比格点QCD零化学势高温所给出的压强的取值要小。为了能够给出压强里面

胶子部分贡献，NJL模型的Polyakov-loop 势能在这个工作里最早提出 [30] 并且在这

个工作进行发展 [31]，这个势能是温度相关的。PNJL模型能够很好地符合Lattice

QCD计算得到的高温状态下的物态方程的结果。然而，对于有限化学势的情况，

上述的Polyakov-loop 势能就变得无能为力了。为了能够利用PNJL模型来描述中子

星， Polyakov势能被改推广为进成化学势相关的势能 [32]。为了能够准确地描述磁

星的性质，我们还应该考虑磁化胶子的贡献，现在的工作中并没有涉及到磁场下

的Polyakov势能的推广，所以在这一章的工作，我们给出了一个描述磁化胶子势能

的方法。

5.2 SU(3)NJL模型的理论推导

我们要研究β稳定条件下考虑了外磁场Aext
µ 的SU(3)NJL模型的夸克物质的性质，

首先给出拉氏密度表达式如下：

L = Lq + Le −
1

4
FµνF

µν , (5·1)

这里 Lq、 Le 分别是夸克和电子的拉氏密度。Fµν = ∂µA
ext
ν − ∂νA

ext
µ i是外磁场的电

磁场张量。磁场 B 是沿着z方向的静磁场Aext
µ = δµ2x1B。这个工作里没有考虑反常

磁矩的贡献，是因为夸克物质的反常磁矩的研究依然是一片迷雾，而且电子的反常

磁矩非常小 [21]。

电子的拉氏密度可以写成：

Le = ē[(i∂µ − eAµ
ext)γ

µ]e. (5·2)
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我们可以写出三味夸克NJL模型的拉氏密度来：

Lq = ψ̄f [γµ(i∂
µ − qfA

µ
ext)− m̂c]ψf + L4 + L6, (5·3)

这里 L4 是具有SU(3)color ⊗ SU(3)L ⊗ SU(3)R对称性的四费米子相互作用， L6 是

破坏U(1)A对称性的六费米子相互作用。 ψ = (u, d, s)T给出了三味夸克的夸克场。

m̂c = diag(mu,md,ms) 是流夸克质量矩阵，并且qf代表了夸克的带电荷数。包含了

标量、赝标量、矢量、轴矢量的四点相互作用的拉氏密度为：

L4 = LS + LV + LI,V . (5·4)

标量部分的形式为：

LS = GS

8∑
a=0

[(ψ̄fλaψf )
2 + (ψ̄f iγ5λaψf )

2], (5·5)

矢量部分的表达式为：

LV = −GV

8∑
a=0

[(ψ̄γµλaψ)2 + (ψ̄iγµγ5λ
aψ)2]. (5·6)

这里 GS 和 GV 是标量道和矢量道的耦合常数。 λa(a = 1, · · · , 8) λa是盖尔曼矩阵，
并且是SU(3)群的生成元。其中λ0 =

√
2/3I ， I 是 3× 3的单位矩阵。一个方便的表

达形式是把{λ0, λ1, · · · , λ8}转化为 {λ0, λ±1 , λ3, λ±4 , λ±6 , λ8}，其中

λ±1 =

√
1

2
(λ1 ± iλ2),

λ±4 =

√
1

2
(λ4 ± iλ5),

λ±6 =

√
1

2
(λ6 ± iλ7).

这个方法会很容易地来描写包含标量、赝标量、矢量、轴矢量的九重相互作用。为

了区分同位旋标量和同位旋矢量的效应，我们增加了一个矢量-同位旋矢量道：

LIV = −GIV [(ψ̄γ
µτ⃗ψ)2 + (ψ̄γ5γ

µτ⃗ψ)2]. (5·7)
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矢量-同位旋标量的耦合常数为 Gω
V = GV，矢量-同位旋矢量的耦合常数是 Gρ

V =

GV +GIV。六费米子相互作用L6，也就是 ’t Hooft 项的表达式为：

Ldet = −K{detf [ψ̄f (1 + γ5)ψf ] + detf [ψ̄f (1− γ5)ψf ]}, (5·8)

这个会破坏U(1)A对称性。

5.2.1 夸克部分压强的贡献

对物理学家而言，获得夸克物质性质的最好的途径就是计算夸克物质的物态方

程。为了能描述夸克物质的压强和能量密度，我们首先应该计算夸克物质的热力学

势密度Ωf。一般来说我们可以通过平均场近似下的有限温度场论来计算热力学量，

于是平均场近似下的拉氏密度如下：

LM = ψ̄f [γµ(i∂
µ − qfA

µ
ext)− M̂ − 2GIV γ0τ3fnf ]ψf

− 2GS(ϕ
2
u + ϕ2

d + ϕ2
s) + 4Kϕuϕdϕs − 4GV γ0ρ̂

+ 2GV (n
2
u + n2

d + n2
s) +GIV (nu − nd)

2 − 1

4
FµνF

µν

. (5·9)

这里有 ρ̂ =


nu 0 0

0 nd 0

0 0 ns



并且 M̂ =


Mu 0 0

0 Md 0

0 0 Ms

 .

组分夸克质量可以计算得到：

Mf = mf − 4GSσf + 2Kσjσk, (5·10)

这里 f, j, k = u, d, s，手征凝聚的表达式如下：

σf = ⟨ψ̄fψf⟩ = −i
∫

d4p

(2π)4
tr

1

(p/−Mf + iϵ)
. (5·11)
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经过朗道量子化（附录里面会介绍）以及一些有限温度场论的路径积分的计

算，我们能够得到磁场下夸克物质的热力学势表达式Ωq。零温下压强的表达式

为pq = −Ωq，于是我们可以给出：

pq = −2GS(σ
2
u + σ2

d + σ2
s) + 4Kσuσdσs

+ 2GV (n
2
u + n2

d + n2
s) +GIV (nu − nd)

2

+ (θu + θd + θs) (5·12)

其中：

θf = −i
∫

d4p

(2π)4
tr ln { 1

T
[p/− M̂f + γ0µ̃f ]}, (5·13)

这里面有

µ̃f = µf − 4GV nf − 2GIV (nu − nd), (5·14)

并且 µf 是每一味夸克物质的化学势。

从前人的工作 [33]里面，我们能够得到夸克物质的凝聚和压强的表达式。热力学

势中的对数贡献如下：

θf = θvacf + θmag
f + θmed

f . (5·15)

第一项是真空贡献：

θvacf = − Nc

8π2

{
M4

f ln
[Λ + ϵΛ

Mf

]
− ϵΛΛ(Λ

2 + ϵ2Λ)
}
, (5·16)

这里面有 ϵ2Λ = Λ2 +M2
f， Λ 是动量截断。磁场的贡献如下：

θmag
f =

Nc

2π2
(|qf |B)2

[x2f
4

+ ζ ′(−1, xf )

−1

2
(x2f − xf ) ln (xf )

]
, (5·17)

这里 ζ(z, x) 是Riemann-Hurwits函数，其导数为：

ζ ′(−1, xf ) = dζ(z, x)/dz|z=−1 (5·18)
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并且 xf =
M2

f

2|qf |B
. 介质贡献项的表达式为：

θmed
f =

kfmax∑
k=0

αk
(|qf |BNc)

4π2

{
µf

√
µ2
f − sf (k,B)2

− sf (k,B)2 ln
[µf +

√
µ2
f − sf (k,B)2

sf (k,B)

]}
. (5·19)

这里有

sf (k,B) =
√
M2 + 2|qf |Bk, (5·20)

并且

kfmax =
µ2
f −M2

2|qf |B
=

p2f,F
2|qf |B

, (5·21)

是朗道能级的上限，并且有 αk = 2− δk0。于是我们能够给出每一味夸克的凝聚的表

达式：

σf = σvac
f + σmag

f + σmed
f (5·22)

其中

σvac
f = −MfNc

2π2

{
Λ
√
Λ2 +M2

f

−
M2

f

2
ln
[(Λ +

√
Λ2 +M2

f )
2

(M2
f )

]}
, (5·23)

σmag
f = −MfNc

2π2
(|qf |B)

{
ln[Γ(xf )]

− 1

2
ln(2π) +

ln(xf )

2
− xf ln(xf )

}
, (5·24)

σmed
f =

kfmax∑
k=0

αk
Mf |qf |BNc

π2

{
ln
[µf +

√
µ2
f − sf (k,B)2

sf (k,B)

]}
. (5·25)

5.2.2 轻子的压强贡献

对于奇异夸克物质，我们假设其中没有中微子，是由u, d, s 夸克和 e− 来构成电
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中性和化学平衡的系统。弱相互作用平衡方程如下：

µu + µe = µd = µs, (5·26)

这里 µi (i = u, d, s, e−)是奇异夸克物质的各种粒子的化学势，电中性条件如下：

2

3
nu =

1

3
nd +

1

3
ns + ne. (5·27)

这里

nf =

kf ,max∑
k=0

αk
|qf |BNc

2π2
kF ,f (5·28)

是每一味夸克的粒子数密度，kF,f =
√
µ̃2
f − sf (k,B)2是夸克物质的费米动量。我们

有

nl =

kl,max∑
k=0

αk
|ql|B
2π2

kF,l . (5·29)

作为电子的粒子数密度。

我们也能写出压强中轻子的贡献如下：

pl =

klmax∑
k=0

αk
(|ql|BNc)

4π2

{
µl

√
µ2
l − sl(k,B)2

− sl(k,B)2 ln
[µl +

√
µ2
l − sl(k,B)2

sl(k,B)

]}
. (5·30)

5.2.3 磁化胶子产生的压强

众所周知NJL模型仅仅在压强里面考虑了夸克的贡献，所以得到的压强要小于

高温零化学势的格点QCD计算的结果。在强磁场的条件下，不仅仅是夸克会被磁场

极化，胶子也会通过夸克圈而被极化。现在还没有关于计算磁化胶子对压强贡献的

工作。

现在考虑压强中的胶子的贡献：一方面Polyakov-loop势能在 [30, 31]被考虑在NJL模

型里面，这个势能是温度相关的。PNJL能够符合格点QCD高温情况下的物态方程。

然而，对于有限化学势的情况，上述的Polyakov-loop 势能就变得无能为力了。为了

能够利用PNJL模型来描述中子星， Polyakov势能被改推广为进成化学势相关的势

能 [32]。
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另一方面，很多工作都阐述了利用微扰理论和硬密环（HDL）计算高温有限密

度情况下强相互作用物质的物态方程。在高温情况，最近的关于三圈硬热圈的计算

和300MeV温度下的格点QCD的结果相一致 [34]。

夸克和胶子的理想气体压强的表达式为：

pSB = pSBq + pSBg , (5·31)

pSBq = NcNf

(7π2T 4

180
+
µ2T 2

6
+

µ4

12π2

)
, (5·32)

pSBg = (N2
c − 1)

π2T 4

90
. (5·33)

注意到胶子的理想气体的压强只和温度相关，与化学势无关。胶子的屏蔽质量的表

达式为：

m2
g =

1

6

[
(Nc +

1

2
Nf )T

2 +
3

2π2

∑
f

µ2
f

]
g2eff , (5·34)

单圈微扰计算胶子压强的表达式为：

pPT
g = pSBg −Ng

g2eff
32

[5
9
T 4 +

2

π2
µ2T 2 +

1

π4
µ4
]
, (5·35)

此时胶子产生的压强与化学势相关，并且 µ4之前的系数非常小。强磁场下，胶子的

传播子的纵向(1 + 1)分量会产生一个共振∼ g
√
eB [35]。相应的零温有限密度纵向胶

子场Aq 相应的屏蔽质量为：

m2
g(eB) =

∑
f

|qf |
g2eff
4π2

|eB|, (5·36)

人们可以猜测在非零温的纵向胶子场的屏蔽质量的表达式为：

m2
g(T, µ, eB) = g2(aT 2 + bµ2 + ceB) (5·37)

这里 a, b, c是常数。如果考虑横向胶子，磁化胶子所产生的压强可以近似地写作：

pg(T, µ; eB) = a0µ
2eB + b0µ

4 + c0T
2eB + d0T

4 + e0µ
2T 2, (5·38)
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这里 a0, b0, c0, d0, e0 是自由的参数，零温情况下有：

pg(T = 0, µ; eB) = a0µ
2eB + b0µ

4. (5·39)

更进一步说，对于胶子的屏蔽质量，考虑到 eB 和µ2的项前系数基本同量级，为了

简化数值计算，我们给出了磁化胶子压强的表达式的假设：

pg(T = 0, µ; eB) = a0(µ
2eB + µ4). (5·40)

如果我们直接把Eq.(5·35)里面的微扰胶子压强扩展到非微扰的情况，那么胶子压强
在零温和有限密度的情况下应该为负值。然而在一般的密度区域，非微扰的胶子特

征起到了非常重要的作用。一般密度区域下的系统可以视作由NJL模型和准胶子来

描述的准夸克系统。为了能够补充NJL模型压强里面的准夸克的贡献，我们考虑压

强里准胶子贡献为正的情况。在我们的数值计算中，我们考虑a0 > 0的情况，并且

也计算了a0 < 0作为参考。

5.3 数值计算和结果讨论

在这一部分我们将要计算强磁场下β稳定夸克物质的性质。对于强磁场下的奇异

夸克物质， O(3)旋转对称性会破缺，奇异夸克物质的压强会产生各向异性，会使得

压强分裂成为平行于磁场方向的压强P||和垂直于磁场方向的压强P⊥。纵向和横向压

强的表达式为：

P|| = −Ω− 1

2
B2 = pq + pl + pg + Ω0 −

1

2
B2 , (5·41)

P⊥ = pq + pl + pg + Ω0 +
1

2
B2 −MB . (5·42)

这里 Ω是奇异夸克物质的总的热力学势密度， Ω0 保证在真空中Ω = 0。 M是系统的

磁化率，表达式为：

M = −∂Ω/∂B =
∑

i=u,d,s,l

Mi, (5·43)
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奇异夸克物质的能量密度的表达式为：

ϵ = −pq − pg − pl − Ω0 +
∑

i=u,d,s,l

µini +
1

2
B2 (5·44)

我们能够发现纵向压强 P|| 满足 Hugenholtz-Van Hove(HVH) 定理 [36]，而横向压强

不满足，这是因为磁场的加入会导致一个附加项的产生。我们能够发现磁场能量密

度B2/2 对横向和纵向压强贡献相反，如果磁场强度很大的话，就会引起的各向异性

就会很大。

在我们的数值计算里面，我们使用的参数是：Λ = 631.4MeV, mu = md =

5.5MeV, ms = 135.7MeV, GΛ2 = 1.835, KΛ5 = 9.29。

5.3.1 磁场下矢量-同位旋矢量以及矢量-同位旋标量相互作用的效应

首先，我们分析一下矢量-同位旋矢量以及矢量-同位旋标量相互作用对物态方

程的影响。 从图5-1中我们绘制了压强随着能量密度的变化情况，我们考虑了三种情

形：1) GV = GIV = 0, 2) GV = 0.8GS, GIV = 0, 3) GV = GIV = 0.8GS. 对比前两

种情况： 1) GV = GIV = 0, 2) GV = 0.8GS, GIV = 0, 我们能够发现排斥的矢量-同

位旋矢量相互作用 GV 可以给出一个很硬的物态方程。然而对比后两种情况：2)

GV = 0.8GS, GIV = 0， 3) GV = GIV = 0.8GS，能够看出这两种情况的物态方程基

本一致，这说明在奇异夸克物质里面矢量-同位旋矢量道德作用十分微弱。我们能够

从方程 5·12发现同位旋矢量-矢量道的效果主要体现在同位旋非对称度(nu − nd)以及

耦合常数GIV。上面。由于奇异夸克物质里面的同位旋非对称度很小，所以矢量-同

位旋矢量的作用在参数 GV = GIV = 0.8GS下就变得十分之小。因此在接下来的数值

计算里，我们令 GIV = 0。

在图5-2左边的部分我们给出了B = 0 和 B = 2 × 1019G 同时 GV = 0, GV =

0.8GS情况下的奇异夸克物质下u夸克的组分夸克质量随着重子数密度的变化。我们

发现排斥的矢量相互作用对u夸克的组分夸克质量影响很小。加入了磁场之后，因

为朗道振荡的关系，图线会出现不平滑的起伏。图5-2右边的部分我们给出了B = 0

和 B = 2 × 1019G 同时 GV = 0, GV = 0.8GS情况下s夸克的组分夸克质量随着重

子数的变化。可以看出排斥的矢量相互作用可以使得 s夸克的组分夸克质量减小

地更快，这是由于s夸克的粒子数密度在加入了矢量道之后会先出现。同时我们发

现，加入了磁场之后，s夸克的组分夸克质量同样出现了不平滑的现象，同时在两幅

— 112 —



§5.3 数值计算和结果讨论

0 1000 2000
0

200

400

50

100

150

200
500 750 1000  

Pr
es

su
re

 (M
eV

/fm
3 )

(MeV/fm3)

 GV=GIV=0
 GV=0.8 GS  ,  GIV=0
 GV=GIV=0.8 GS

B=0
 

图 5–1: 不同参数下奇异夸克物质的压强随着能量密度的变化，磁场为零 [37]。
Figure 5–1: The pressure of SQM as a function of energy density under zero magnetic field with
three cases: GV = GIV = 0, GV = 0.8GS , GIV = 0 and GV = GIV = 0.8GS

[37] .

图里面我们都能看出，加入了磁场之后的真空夸克质量会增加。 在图5-2中，磁场

强度B = 2 × 1019G 并不会很大程度影响组分夸克质量。在图5-3里面，我们计算了

奇异夸克物质uds夸克真空组分夸克质量随着磁场强度变化的图线。可以看出在磁

场强度小于1019G的时候，所有的夸克的真空质量并不怎么改变；一旦磁场强度大

于3× 1019G的时候，u, d真空夸克质量会显著地提升，产生了磁催化现象。可以看出

来s夸克的真空组分夸克质量增加的速度要小于u夸克的情况。 图5-4里展示了奇异夸

克物质里GV = 0和 GV = 0.8GS情况下uds夸克的化学势随着磁场的变化，重子数密

度固定在 10ρ0。可以看出每一味夸克的化学势在加入了矢量相互作用的情况下都要

比 GV = 0的情况来得高，这也暗示了排斥的矢量相互作用有可能给出更硬的夸克物

质的物态方程。我们还能看出来，对于每一味的夸克的化学势的取值随着磁场的升

高而降低。

5.3.2 物态方程、声速和夸克星的讨论

现在我们开始准备研究奇异夸克物质磁星的性质。众所周知，致密星体内部的

磁场强度可能比星体表面的磁场强度要大很多，所以人们一般利用粒子数密度相关
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图 5–2: 在左边的部分我们给出了B = 0 和 B = 2 × 1019G 同时 GV = 0,GV = 0.8GS的奇
异夸克物质下u夸克的组分夸克质量随着重子数密度的变化；边的部分我们给出了B = 0 和
B = 2× 1019G 同时 GV = 0,GV = 0.8GS情况下s夸克的组分夸克质量随着重子数的变化 [37]。
Figure 5–2: Left figure: Constituent mass for u quark VS. u quark chemical potential in SQM
for B = 0 and 2× 1019 with GV = 0 and0.8 Gs, respectively. Right figure: Constituent mass for
s quark VS. s quark chemical potential in SQM for B = 0 and 2 × 1019 with GV = 0 and0.8Gs,
respectively [37] .

磁场来模拟这个现象。我们利用了第四章里面的磁场的参数化形式：

B = Bsurf +B0[1− exp (−β0(nb/n0)
γ)], (5·45)

这里 Bsurf是致密星体表面的磁场，取值为Bsurf = 1015G， n0 = 0.16fm−3是正常核

物质的饱和密度， B0 是常数磁场，β0和 γ 是控制磁场的重子数相关性质的参数。为

了能够产生低密度时比较低、高密度时比较高的磁场，我们令 B0 = 4× 1018G, β =

0.003, γ = 3，并且这个磁场在我们之前的工作里面已经确定是一个比较温和的磁场，

其引起的压强各向异性以及夸克星的最大质量劈裂都不大 [38]。

方程 5.41 和5.42 里的奇异夸克物质的压强我们进行了计算，选取的参数

为B0 = 0, B0 = 4 × 1018G, a0 = −0.01, 0, 0.01, GV = 0, GV = 0.4GS, GV = 0.8GS,

GV = 1.1GS。我们在图5-5和图5-6分别计算了横向压强和纵向压强的情况

我们可以从图5-5 看出： 1) 固定 GV 和 a0， B0 = 4 × 1018G 的横向压强的值

要大于B0 = 0的情况； 2) 固定GV，取 a0 = 0.01，B0 = 4 × 1018G的情况下能给出
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图 5–3: 奇异夸克物质uds夸克真空组分夸克质量随着磁场强度变化 [37]

Figure 5–3: Vacuum constituent masses for u, d and s quarks as functions of the magnetic field
in SQM [37] .

最硬的夸克物质的物态方程，而a0 = −0.01、B0 = 0的情况总是给出最软的物态方

程； 3) 对于a0 = −0.01的情况，磁场为 B0 = 0 和 B0 = 4 × 1018G 都不敏感于GV，

然而对于a0 = 0.01的情况，磁场取B0 = 0 和 B0 = 4× 1018G 都非常敏感于GV；4)当

GV = 0的时候，物态方程内磁场的贡献就很重要，当 GV 增加的时候，磁化胶子对

物态方程的影响就越来越重要了。

图5-6给出的是相应的纵向压强的情况。从图中我们可以得到和图5-5类似的情

况，这是因为压强的各向异性并不大： 1) 固定 GV 和 a0， B0 = 4 × 1018G 的横向

压强的值要大于B0 = 0的情况； 2) 固定 GV , 取a0 = 0.01，磁场为B0 = 0 的压强可

以给出最硬的物态方程，a0 = −0.01)，磁场为 B0 = 0 的情况可以给出最软的物态

方程； 3) 磁场为 B0 = 0 和 B0 = 4× 1018G 都不敏感于GV，然而对于a0 = 0.01的情

况，磁场取B0 = 0 和 B0 = 4× 1018G 都非常敏感于GV。对比图5-6，我们能发现纵

向压强和横向压强的各向异性在GV = 0.8GS, GV = 1.1GS 且 a0 = 0.01的时候非常

小，对于GV比较小且 a0 = −0.01的情况，各向异性会增加。我们发现磁化胶子对物

态方程的影响要大于磁场的影响，而且通过加入磁化胶子，我们可能给出压强各向

异性不大的情况的两倍太阳质量的磁星(比如 GV = 0.8GS, GV = 1.1GS, a0 = 0.01 的
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图 5–4: 奇异夸克物质里GV = 0和 GV = 0.8GS情况下uds夸克的化学势随着磁场的变化，重子
数密度固定在 10ρ0

[37]。
Figure 5–4: Chemical potentials for u, d, s quarks as functions of magnetic field with GV = 0
and GV = 0.8GS at baryon density nb = 10n0 in SQM [37] .

情况)。

最近的工作 [39]表明，如果混合星的最大质量要达到两倍的太阳质量，夸克物质

的声速的平方会非常大，他们的结果显示要高于1/3。然而对于一般的强相互作用模

型，声速的平方大部分都小于 1/3。因此我们利用现有的模型在图5-7和图5-8检验了

一下奇异夸克物质的声速情况：

c2s =
dp

dϵ
(5·46)

图5-7的是NJL模型下横向压强情况声速的平方随着能量密度的变化，我们发现

不考虑矢量相互作用的情况下，令B0 = 0，所得到的声速都小于1/3，这个和前人的

计算自洽。然而当磁场等于B0 = 4 × 1018G的时候，即使GV = 0，横向压强声速的

平方最多可以达到0.6。在B0 = 0的情况，如果加入了矢量相互作用，横向压强声速

的平方也可以超过 1/3。

另外一个增加声速的因素就是磁化胶子的贡献。如果磁化胶子对压强的贡献为

正，并且同时考虑矢量相互作用，横向压强的声速在GV = 1.1GS, B0 = 4 × 1018G,
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图 5–5: 不同参数下横向压强随着能量密度的变化 [37]

Figure 5–5: Transverse pressure as a function of energy density for SQM in cases of B0 = 0
and B0 = 4 × 1018G with a0 = 0, 0.01,−0.01 and GV = 0, GV = 0.4GS , GV = 0.8GS and
GV = 1.1GS , respectively

[37] .

a0 = 0.01的情况下可以超过1，也就是发生超光速的情况，这是非物理的，所以我们

要求物态方程计算出来的c2s < 1。

对于纵向压强声速平方的情况可以从图5-8给出，我们能够发现B0 = 4×1018G情

况下，不同的Gv和a0所给出的声速的平方都要比相应的横向压强的情况要来的小，

这实际上与图5-5和图5-6自洽，并且我们能发现纵向压强的情况所给出的声速的平方

都小于1。

既然我们已经计算了奇异夸克物质在 B0 = 4× 1018G, β0 = 0.003, γ = 3考虑了

磁化胶子的贡献之后的压强的各向异性很小，我们可以近似地使用纵向或者横向压

强的情况来构建密度相关磁场下的夸克星。首先我们介绍利用各向同性压强计算夸

克星的TOV方程 [40]：

dM

dr
= 4πr2ϵ(r), (5·47)
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图 5–6: 在不同参数下纵向压强随着能量密度的变化 [37]

Figure 5–6: Longitudinal pressure as a function of energy density SQM in cases of B0 = 0
and B0 = 4 × 1018G with a0 = 0, 0.01,−0.01 and GV = 0, GV = 0.4GS , GV = 0.8GS and
GV = 1.1GS , respectively

[37] .

dp

dr
= −Gϵ(r)M(r)

r2
[1 +

p(r)

ϵ(r)
]

[1 +
4πp(r)r3

M(r)
][1− 2GM(r)

r
]−1. (5·48)

在图5-9里我们使用了横向和纵向压强来计算磁星的质量半径关系，对于横向

压强的情况，我们令B0 = 4 × 1018G, a0 = 0, 0.01,−0.01并且 GV = 0, GV = 0.4GS,

GV = 0.8GS, GV = 1.1GS ；对于纵向压强，我们令 B0 = 4 × 1018G, a0 = 0.01并且

GV = 0.8GS, GV = 1.1GS。从图5-9可以看出：1)在B0 = 0和 GV = 0时，三味NJL模

型给出的夸克星的最大质量只有1.4M⊙；2)在 B0 = 0时增大GV，在GV = 1.1GS时

给出的夸克星的最大质量为1.75M⊙；3)在GV = 0时，考虑密度相关磁场效应，横

向压强所能给出的夸克磁星的最大质量为 1.65M⊙，如果加上了磁化胶子的正

向贡献，也就是a0 = 0.01时，最大质量可以达到1.8M⊙；4)对于B0 = 4 × 1018G,

GV = 0.8GS, a0 = 0.01的情况，横向压强的声速的平方可以达到0.9，此时磁星的最

大质量为2.17M⊙，相应的纵向压强所给出的最大质量为2.01M⊙，和最近发现的最大
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图 5–7: 在不同参数下奇异夸克物质的每核子能量和相应的压强随着重子数密度的变化 [37]

Figure 5–7: The sound velocity square for transverse pressure as a function of energy density for
SQM in cases of B0 = 0 and B0 = 4× 1018G with a0 = 0, 0.01,−0.01 and GV = 0, GV = 0.8GS

and GV = 1.1GS
[37]

质量的脉冲星的结果 J0348+0432 (2.01 ± 0.04)M⊙相一致。此时我们引入夸克星的

质量非对称度概念：

δm =
M⊥ −M||

(M⊥ +M||)/2
, (5·49)

这里 M⊥ (M||)代表了横向（纵向）压强方向的情况。我们计算得到，在GV = 0.8GS,

a0 = 0.01 磁场为 B0 = 4 × 1018G 的时候，质量非对称度仅仅为 δm = 7.65%，这也

说明了此时所对应的压强非对称度也很小，这也就是我们为什么可以用各向同性的

TOV方程的原因。我们还发现，对于GV = 1.1GS, a0 = 0.01 磁场为B0 = 4 × 1018G

的情况，横向压强给出的夸克星的最大质量为 2.30M⊙，纵向压强给出的最大质量

为2.20M⊙，对应的质量非对称度为δm = 4.44%，此时的非对称度比GV = 0.8GS的情

况还小。因此我们的结论说明我们能够通过加入矢量道、磁场、磁化胶子贡献来使

得物态方程变硬。因为密度相关磁场下的压强各向异性比较小，所以我们可以近似

使用TOV方程来计算磁星，并且我们发现磁星的质量劈裂也非常小。
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图 5–8: NJL模型下横向压强情况声速的平方随着能量密度的变化 [37]

Figure 5–8: The sound velocity square for longitudinal pressure as a function of energy density
for SQM in cases of B0 = 0 and B0 = 4×1018G with a0 = 0, 0.01,−0.01 and GV = 0, GV = 0.8GS

and GV = 1.1GS
[37]

在图5-10中，我们给出了a0和GV的函数关系图，我们想讨论在密度相关磁场

下B0 = 4 × 1018G，横向压强和纵向压强所能给出两倍太阳质量时对应的a0和GV的

范围。从图中我们可以看出，纵向压强的图线比横向压强的图线要高，而且GV增大

的时候，两条线的距离会逐渐减小，这反映了矢量道的效应。
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 图 5–9: 在不同参数下使用横向和纵向压强来计算磁星的质量半径关系 [37]

Figure 5–9: Maximum mass - radius relation for quark star for transverse and longitudinal
pressure cases within B0 = 0 and B0 = 4 × 1018G with a0 = 0, 0.01,−0.01 and GV = 0,
GV = 0.4GS , GV = 0.8GS and GV = 1.1GS , respectively

[37] .
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图 5–10: 在不同参数下奇异夸克物质的每核子能量和相应的压强随着重子数密度的变化 [37]

Figure 5–10: a0 as a function of GV for longitudinal pressure and transverse pressure within
B0 = 4× 1018G. The parameter sets including a0 and GV on this two lines can describe 2 solar
mass QSs [37] .
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5.4 本章小结

在这一章的工作里，我们利用加入排斥的矢量相互作用的SU(3)NJL模型来计算

强磁场下夸克物质的性质以及夸克星。我们研究了矢量-同位旋标量和矢量-同位旋

矢量在夸克物质的物态方程里的影响，并且发现矢量-同位旋矢量相互作用对奇异夸

克物质的物态方程影响甚微，而排斥的矢量-同位旋矢量相互作用会给出一个变硬的

奇异夸克物质的物态方程。

考虑到磁场的加入，系统的压强会在垂直于磁场以及平行于磁场的方向上出现

各项异性的情况。胶子也会因为夸克圈的磁化而变成磁化胶子，我们于是考虑了磁

化胶子对奇异夸克物质压强的贡献情况。一般来说NJL模型仅仅考虑夸克部分对压

强的贡献，而我们的工作的目的就是考虑了磁化胶子对压强的贡献以后，奇异夸克

物质物态方程的变化情况。我们发现，磁化的夸克和胶子会给出比较硬的物态方

程。

声速的平方式热密物质的一个基本属性。NJL模型在不考虑矢量相互作用和磁

场的时候，声速的平方小于1/3。如果我们考虑了矢量相互作用时，声速的平方可以

超过1/3，并且在强磁场的情况下，声速的平方也会有很大程度的改变。考虑了磁化

胶子的贡献以及磁场和矢量相互作用之后，横向压强情况下的奇异夸克物质的声速

的平方可以超过1，这是非物理的情况。

经过计算我们得知，这一章选取的密度相关磁场所引起的压强各向异性很小，

我们可以近似的用TOV方程来处理密度相关磁场下的夸克星的性质。我们发现夸克

星在密度相关磁场下的质量非对称度也很小，并且夸克星的最大质量可以由磁场、

矢量相互作用以及磁化胶子的贡献来提高。我们在密度相关磁场下对能达到两倍太

阳质量的 a0和GV这两个参数也进行了讨论。
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6.1 结论

本论文基于夸克物质的唯象模型对夸克物质的对称能、奇异夸克物质的性质、

强磁场下夸克物质的性质以及夸克星和磁星的性质进行了讨论。我们的研究主要有

以下结论：

1. 对于质量密度相关模型我们进行了拓展，把禁闭的质量密度相关模型

（CDDM）扩展到同位旋质量密度相关模型(CIDDM)。我们发现，如果我们

考虑了夸克物质的有效质量的同位旋相关性，夸克物质的对称能，奇异夸克

物质的性质和夸克星的性质会有非常大程度的改变。最近的PSR J1614-2230的

实验研究不能通过CDDM模型来描述实验上给出的 1.97 ± 0.04M⊙的夸克星，

但通过CIDDM 模型可以给出符合实验数据的夸克星。如果质量密度相关模

型的标度参数z固定在z=1/3的（考虑了手征凝聚一阶展开和线性禁闭），在描

述PSR J1614-2230的夸克星时夸克物质的有效质量会有非常大的同位旋依赖，

这个会使得两味u-d夸克物质的对称能非常大。通过改变夸克物质有效质量的

标度参数z，我们可以在较小的对称能下给出PSR J1614-2230所对应的两倍太

阳质量夸克星。

2. 我们扩展了禁闭夸克模型，在组分夸克质量里考虑了同位旋相关性。基于新

的IDCQM模型，我们研究了夸克物质的对称能，奇异夸克物质的稳定区域，

夸克星的质量半径关系。我们发现如果加入了同位旋效应，组分夸克质量会

出现ud夸克组分夸克质量劈裂，其次如果我们考虑令s夸克的组分夸克质量

的粒子数密度相关性不同于ud夸克，那么s夸克的组分夸克质量会有很大的改

变。我们发现夸克物质的对称能和物态方程会随着同位旋效应的增加而变化。

u夸克的组分夸克质量会在同位旋非对称度和DI很大的时候提前减小至流夸克

质量，这说明我们会在丰d夸克物质里面观测到在低粒子数密度情况下u夸克

的手征恢复。最后我们发现即使CQM 模型无法描述 PSR J1614.2230 和PSR

J0348+0432 这两个星体为夸克星，但是通过加入同位旋效应或者改变s 夸克的

粒子数密度相关性或者两者都考虑都会给出两倍太阳质量的夸克星。
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3. 我们使用同位旋密度相关夸克质量模型研究了强磁场下奇异夸克物质和夸克

星的性质。我们自洽地计算了常数磁场下的奇异夸克物质的物态方程并且发现

系统的压强会在强磁场下按照垂直于磁场和平行于磁场两个方向各向异性，前

者要比后者通常意义下来得大。系统的压强在磁场强度非常大的时候可能会出

现非常明显的各向异性，因此磁化的夸克星的性质可能和星体内的磁场方向有

关。通过使用密度相关磁场的情况来模拟星体内部磁场的分布，我们研究了静

止球对称夸克星的性质，采用了两种星体内磁场方向的假设：局域磁场沿着半

径方向的径向方向以及局域磁场在垂直于径向方向的平面随机分布的横向方

向。基于这两种极端的磁场方向情况，我们发现静止的磁化的夸克星的最大质

量可能很大程度上依赖于星体内的磁场方向，并且径向（横向）磁场方向可以

很大程度上减小（增大）夸克星的最大质量。静止的磁化的夸克星的最大质量

通过研究也发现依赖于密度相关磁场的具体分布。由上，我们现在的结果指

出，强磁场下的夸克星的性质不仅和磁场强度分布有关，还要考虑磁场方向的

分布情况，而且加入磁场后致密星体的质量增大还是减小也依赖于星体内的磁

场方向。

4. 我们利用加入排斥的矢量相互作用的SU(3)NJL模型来计算强磁场下夸克物质

的性质以及夸克星。我们研究了矢量-同位旋标量和矢量-同位旋矢量在夸克物

质的物态方程里的影响，并且发现矢量-同位旋矢量相互作用对奇异夸克物质

的物态方程影响甚微，而排斥的矢量-同位旋矢量相互作用会给出一个变硬的

奇异夸克物质的物态方程。考虑到磁场的加入，系统的压强会在垂直于磁场以

及平行于磁场的方向上出现各项异性的情况。胶子也会因为夸克圈的磁化而变

成磁化胶子，我们于是考虑了磁化胶子对奇异夸克物质压强的贡献情况。一般

来说NJL模型仅仅考虑夸克部分对压强的贡献，而我们的工作的目的就是考虑

了磁化胶子对压强的贡献以后，奇异夸克物质物态方程的变化情况。我们发

现，磁化的夸克和胶子会给出比较硬的物态方程。声速的平方是热密物质的

一个基本属性。NJL模型在不考虑矢量相互作用和磁场的时候，声速的平方小

于1/3。如果我们考虑了矢量相互作用时，声速的平方可以超过1/3，并且在强

磁场的情况下，声速的平方也会有很大程度的改变。考虑了磁化胶子的贡献以

及磁场和矢量相互作用之后，横向压强情况下的奇异夸克物质的声速的平方可

以超过1，这是非物理的情况。
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6.2 展望

在本论文我们对零温夸克物质进行了讨论和分析，并取得了一些结论。对于有

限温度的夸克物质的性质分析以及关于磁化胶子描述的PNJL模型的讨论我们并没

有着重笔墨。文章里所讨论的仅仅是QCD相图内的夸克相的问题，如果我们考虑核

子-夸克一阶相变，那么关于混合星的讨论以及强子化的问题都可以进行求解。我们

的展望分为以下几个部分：

1. 对于磁场下NJL模型的研究，我们可以通过引入化学势和磁场相关的Polyakov-

loop势能来更好地描述夸克物质。所用的有效势能为 U(ϕ[A], ϕ̄[A];T )这里面包
括了Polyakov-loop的迹 ϕ = (TrcL)/Nc和其复共轭 ϕ̄。 Polyakov圈 L 可以在色

空间里定义为：

L(x⃗) = Pexp
[
i

∫ β

0

dτA4(x⃗, τ)
]

(6·1)

这里 β = 1/T , A4 = iA0 = igAα
0
λα

2
.

其中的有效势能我们是从标准的PNJL模型修改出来的，可以描述化学势和磁

场相关的PNJL模型。

U(ϕ;T, µ,B) = (a0T
2eB + b0µ

2eB)ϕ2

+ (aT 4 + bµ2T 2 + cµ4)ϕ2

+ a2T
4
0 ln (1− 6ϕ2 + 8ϕ3 − 3ϕ4), (6·2)

这里有 a = −1.85, b = −0.08, c = −1.44 × 10−3 and a2 = −0.4，这是通过拟

合Lattice QCD的结果定下的参数。

基于此类化学势磁场相关的PNJL模型，我们可以计算强磁场下以及有限化学

势下的夸克物质的相图或者奇异夸克物质的性质，这是我们将来工作的一个课

题。

2. 致密星体主要分为三类：中子星、夸克星以及混合星。所谓的混合星外壳为核

子构成，内壳为夸克，二者形成核子-夸克一阶相变。基于这个相变机制，我

们可以通过给出不同的核子和夸克物质的模型来构成一阶相变，随着重子数密

度的增加依次出现核子相、核子夸克混合相以及夸克相。计算混合星时，如果

核子相与核子夸克混合相的相变点发生在核子相所能给出中子星所能达到的最

大质量的中心密度之前，那么就会出现混合星的情况，反之则给出此致密星体
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不含有夸克相。如果核子夸克混合相与夸克相的相变点发生在核子相所能给出

的中子星最大质量对应的中心密度之前，那么混合星内会含有退禁闭的只有夸

克物质构成的夸克内核，反之则没有夸克内核。今后我们的工作可以在此相变

理论上加入磁场以及有限温度的情况来处理磁星抑或原生致密星体的性质，同

时也可以给出相图里面关于核子夸克相变的信息。这是我们今后的一个重要的

课题。
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A.0.1 强磁场下SU(2)对称性NJL模型的推导

首先，为了给出强磁场下的夸克物质的性质，首先我们考虑考虑处于β-稳定条

件的两味夸克物质，可以定义拉氏密度为：

Lβf = Lf + Ll −
1

4
FµνF

µν , (A·1)

用NJL model来给出夸克部分加了磁场的拉氏量：

Lf = ψ̄[γµ(i∂
µ − qfA

µ)−mc]ψ +G[(ψ̄fψf )
2 + (ψ̄f iγ5τ⃗ψf )

2] (A·2)

现在只研究夸克物质部分，不考虑轻子和磁场的效应（磁场在后来的动量空间

的积分里面可以加入，拉氏密度里面先不做有关磁场的变换，之后的朗道量子化可

以给出考虑磁场效应的拉氏密度的变化），可以得到B=0 的情形：

Lf = ψ̄[γµ(i∂
µ −mc]ψ +G[(ψ̄fψf )

2 + (ψ̄f iγ5τ⃗ψf )
2] (A·3)

利用平均场近似(ψ̄Γψ)2 ≈ −⟨ψ̄Γψ⟩2 + 2(ψ̄Γψ)⟨ψ̄Γψ⟩（其中Γ是任意矩阵，于是

可以得到平均场近似下的拉氏量）：

Lf = ψ̄f (i∂/)ψf − ψ̄f (σ
′ + iγ5τ⃗ π⃗)ψf −

Nc

2λ
(σ2 + π⃗2) (A·4)

其中σ′ = σ + mc，mc是流夸克质量，σ = − λ
Nc
ψ̄fψf = −2G(ψ̄fψf )，还有π⃗ =

−2Giψ̄fγ5τ⃗ψf。

之后就可以给出有效势能Ff（朗道自由能量密度），然后如下地进行计算：
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∫
Ffd

4x = i lnZ = i ln{
∫
Dψ̄Dψ exp(i

∫
d4xLf )}

= ln{
∫
Dψ̄Dψ exp{i

∫
d4x[ψ̄f (i∂/− σ′ − iγ5τ⃗ π⃗)ψf −

Nc

2λ
(σ2 + π⃗2)]}}

= i

∫
Nc

2λ
(σ2 + π2)d4x+ i ln [det(i∂/− σ′ − iγ5τ⃗ π⃗)] (A·5)

这是实时路径积分，去掉
∫
d4x，取密度，可以得到：

Ff =
Nc(σ

2 + π2)

2λ
+ i

∫
d4p

(2π)4
tr ln [p/− (σ′ + iγ5τ⃗ π⃗)] (A·6)

手征极限下，mc ≈ 0, 令 χ2 = σ2 + π2,

可以得到：

Ff =
Ncχ

2

2λ
+
i

2

∫
d4p

(2π)4
tr ln [−p2 + χ2] (A·7)

考虑到平均场近似，我们令π⃗ = 0，并且只考虑到σ的方向，此时考虑平均场基

态最稳定这个条件，我们有:
dFf

dσ
|σ=⟨σ⟩ = 0 (A·8)

此时，我们可以得到：

⟨σ⟩ = −⟨σ⟩ λ
Nc

tr

∫
i
d4p

(2π)4
1

−p2 + ⟨σ⟩2
(A·9)

如果⟨σ⟩ ̸= 0，那么手征对称性就会被破坏。由于⟨σ⟩ = −2G⟨ψ̄fψf⟩，夸克凝聚
就不为零，破坏了手征对称性。并且，⟨σ⟩正好是我们近似下的夸克自能，所以我们
可以把它写在有效质量里面去：M = mc + ⟨σ⟩。之后，我们令Ωf = Ff (⟨σ⟩)，并且
我们早就可以从热力学里面得知Ωf = Pf。所以，我们可以给出夸克物质的压强来：

Pf = −(M −mc)
2

4G
− i

2
tr

∫
d4p

(2π)4
ln (−p2 +M2) (A·10)
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现在，我们如果继续进行下去的话，就可以计算一般两味u-d夸克物质的NJL模

型下的物态方程和所有的性质了，但是，我们在这里想要考虑有磁场的情况，所以

我们要在拉氏密度里面加上磁场的情况，并且考虑磁场在夸克物质里面的作用和如

何影响热力学量的，于是我们就把磁场放在我们的模型里面去！

现在我们考虑磁场沿着z方向，也就是B⃗ = Bz⃗。由于∇× A⃗ = B⃗ = (0, 0, B)，我

们可以给出Aµ = (0,−By, 0, 0)（尝试解）。

对于带电量为q的一个标量场，我们可以给出它的场方程：

(∂2 +m2)ϕ = 0∂µ → ∂µ + iq
Aµ

c

然后我们还可以给出哈密顿量：Ĥ = 1
2m

[(p̂x − |e|B
c
y)2 + p2y + p2z]，从而给出薛定

谔方程来：
1

2m
[[(p̂x −

|e|B
c
y)2 + p2y + p2z]ϕ(x, y, z) = Eϕ(x, y, z) (A·11)

由此，我们继续把标量场ϕ进行傅立叶展开：ϕ(x, y, z) = ei(pxx+pzZ)χ(y)，这里

面如此构造波函数是因为H, px and pz是力学量完全集，y方向上动量和H不对易，将

之代入后，有：

− 1

2m

d2

dy2
χ(y) +

p2z
2m

χ(y) +
1

2m
(
eB

c
)2(y − px

eB
)2χ(y) = Eχ(y) (A·12)

所以有

χ′′(y) + 2m[E − p2z
2m

− 1

2m
(
eB

c
)2(y − px

eB
)2]χ(y) = Eχ(y) (A·13)

之后就是常规的本征值计算，可以得到本征值为E ′
n(pz) = (n + 1/2)~ωc, En =

E − p2z
2m
, ωc =

|e|B
mc
, n = 0, 1, 2...，

对于玻色子，由方程3.10可以得到(−p20+p2z+p2y+(Bqy+px)
2+m2)ei(pxx+pzz)ϕ(y) =

0

所以，

ϕ′′(y) + 2m[(
p20 − p2z −m2

2m
)− q2B2

2m
(y +

px
qB

)2]ϕ(y) = 0 (A·14)
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这个可以和我们之前给出的薛定谔方程给出的结果进行比较，然后可以得到：
p20−p2z−m2

2m
= (n+ 1/2)ωc;ωc = |e|B/m.

所以有p20 = p2z +m
2+(2n+1)|q|B，这个就是磁场下玻色子的色散关系表达式。

对于费米子，首先写出狄拉克场方程来：(iγµ∂µ −m)ϕ = 0，∂µ → ∂µ + iqAµ

c
。

同样的，参照刚才进行的玻色子的分析，我们可以得到费米子此时的波函数满

足的运动方程：

u′′(y) + 2m[(
p20 − p2z −m2 + qBσ

2m
)− q2B2

2m
(y +

px
qB

)2]u(y) = 0 (A·15)

然后我们进行求解久期方程，得到本征值，最后可以求得色散关系：p20 =

p2z +m2 + (2n+ 1− σ)|q|B, σ = s = ±1, n = 0, 1, 2...。

如是，我们就已经把拉氏密度里面加入了电磁场的协变微分的情况求解完毕，

给出了色散关系，但是实际计算里面，仍然会有一些比较难处理的方法，比如求解

物理量例如压强或者热力学势密度的时候会牵扯到四维积分，对于四维积分，一般

我们都是采用降维数的方法，一般利用路径积分的一些知识。

要想在磁场中去掉四维积分，或者是降低维数，可以考虑路径积分里面加

入Matsubara frequencies,也就是松原函数的方法:
∫

dp0
2π

→ iT
∞∑

n=−∞
, p0 → iπT (2n +

1) + µ

这里面我们还要注意一些细节：

注意：1.2n + 1 − σ 这个数，可以用2k 代替,且对k的求和也是从0到正无穷，

和n一样。

2.z方向上有磁场B，xy平面能量量子化，最小单位为2qB。

3.xy平面处粒子由洛伦兹力驱动，作圆周运动。

4.在动量空间里， kx, ky 在以 k =
√
k2x + k2y为半径的圆周上。这是因为洛伦兹力的

缘故，所以在垂直磁场方向的平面量子化

动量空间里，有

S

(2π)2

∫∫
dkxdky =

S

(2π)2
△(πk)2 =

Sπ

(2π)2
△(k2x + k2y) =

∞∑
n=0

Sπ · 2qB
(2π)2

=
∞∑
n=0

SqB

2π

(A·16)
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其中，S是面积，△k2是动量空间里面的积分面元，这个等式实际上是一个粒子
数守恒的等式，中间还利用了色散关系和量子化的最小单位。可以这么看：

p20 = p2z +m2 + (2n+ 1− σ)|q|B, σ = s = ±1, n = 0, 1, 2... (A·17)

这是色散关系，积分面元可以看出来正好等于2qB，所以这就是个粒子数守恒.

现在，我就开始降维数，利用松原函数和刚才引入的朗道量子化，我们可以得

到：
∫

d4p
(2π)4

→ i
T |qf |B

2π

∞∑
ν=−∞

∞∑
n=0

∫
dpz
2π
，这个就把四维积分转化为一维积分了，但是里

面多了两个无穷级数求和。

所以，我们可以得到Pf = − (M−mc)2

4G
− i

2
tr
∫

d4p
(2π)4

ln (−p2 +M2).

= − (M−mc)2

4G
+ 1

2
|q|BT
2π

tr
∞∑

ν=−∞

∞∑
n=0

dpz
2π

ln [(ων − iµ)2 + E2
p ]，

其中，对于T
∞∑

n=−∞
ln [(ωn − iµ)2 + E2

p ]的求解，可以通过路径积分来求解。此

时，ωn = (2n+ 1)πT。

经过一系列推导，可以给出

T

∞∑
n=−∞

ln [(ωµ − iµ)2 + E2
p ] =

T

2

∞∑
n=∞

{ln[ω2
µ + (Ep − µ)2] + ln [ω2

µ + (Ep + µ)2]}

=Ep + T ln (1 + e−(Ep+µ)/T ) + T ln (1 + e−(Ep−µ)/T )

(A·18)

如果T → 0，原式等于= Ep + [µ−Ep]θ(µ−Ep) = max[Ep, µ]，这恰好和统计力

学给出的结果自洽。

所以

Pf = −(M −mc)
2

4G
+
Nc

2π

∑
s,n,f

(|qf |B)

∫
dpz
2π

Ep(B)

+
Nc

2π

∑
s,n,f

(|qf |B)

∫
dpz
2π

{T ln [1 + e−[Ep(B)+µf ]/T ] + T ln [1 + e−[Ep(B)−µf ]/T ]}

(A·19)
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这里面有，Ep =
√
p2z + (2n+ 1− s)|qf |B +M2 =

√
p2z + 2k|qf |B +M2。

下面分析一下T → 0，
∑
s

∑
n

与
∑
k

的求和个数对应关系：

∑
s

∑
n

∑
k

m = 2n+ 1− s = 2k

S=1,n=0 一种情况 k=0 m=0,此时s,n求和有一种情况，k求和也一种

S=1,n=1

S=-1,n=0 两种情况 k=1 m=2,此时s,n求和有两种情况，k求和一种

S=1,n=2

S=-1,n=1 两种情况 k=2 m=4,此时s,n求和有两种情况，k求和一种

所以我们才能得到：

∑
s

∑
n

= (2− σk0)
∑
k

= αk

∑
k

(A·20)

由此，可以得到压强的进一步的表达式：

Pf (µ,B) = −(M −mc)
2

4G
+ pmed

f +
Nc

2π

d∑
f=u

∞∑
k=0

αk(|qf |B)

∫ ∞

−∞

dpz
2π

Ep,k (A·21)

这里面，介质中压强的部分等于：

pmed
f =

Nc

2π

d∑
f=u

∞∑
k=0

αk(|qf |B)

∫ ∞

−∞

dpz
2π

[µf − Ep,k(B)] (A·22)

这一项与费米能和介质相关，是一项集体作用。

下面就开始计算压强中各项，里面有发散项，采用正规化，从真空中取得相消

项，然后加上真空中产生的与相消项同样形式的压强，但是采用截断正规化，于是

就相当于将压强中的无穷大归结到了真空中，并没有修正拉氏量，因为NJL-model里

面的标量场耦合常数G的量纲是MeV −2，量纲分析指出，当相互作用常数的量纲为
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质量量纲的零次幂的时候，费曼图阶数增长不改变发散级次；正次幂的时候，高阶

图具有更低的发散级次；负次幂的时候，高阶图具有更高的发散级次。在最后一种

情况下，高阶图将产生出越来越多种类的无穷大，使得理论应当添加的抵消项越来

越多。由于具有无穷多参数的理论是没有意义的，这时候，NJL-model无法重正化，

所以采用正规化的方法就行了！

现在计算磁场中的压强的最后一项：

Nc

2π

d∑
f=u

∞∑
k=0

αk(|qf |B)

∫ ∞

−∞

dpz
2π

Ep,k =
Nc

2π

d∑
f=u

∞∑
k=0

(|qf |B)

∫ ∞

−∞

dpz
2π

[Ep,k −
Ep.0

2
] (A·23)

现在是1维的情况，我们采用维数正规化：d = 1− ϵ，得：

∫∞
−∞

ddq
(2π)d

[q2 +M2]−A = Γ[A−d/2]

(4π)d/2Γ[A](M2)A−d/2

令x = M2

2qB
，所以有

∫
dpz
2π
E(p, k) =

Γ[−1+ϵ/2]

(4π)1/2−ϵ/2Γ[−1/2]
1

(M2+2kqB)−1+ϵ/2

= 2Nc

π

d∑
f=u

∞∑
k=0

(|qf |B)2 Γ[−1+ϵ/2]

(4π)1/2−ϵ/2Γ[−1/2]
{ 1
(k+x)−1+ϵ/2 − 1

2x−1+ϵ/2}

之后，我们就把这一项按ϵ来展开，这里我们用到了Riemann-Hurwiz zeta 函数：

ζ(s, a) =
∞∑

n=−∞

1
(n+a)s

; Γ[1
2
− n] = (−4)n

(2n)!

√
π

所以，原式= Nc

2π2

d∑
f=u

∞∑
k=0

(|qf |B)2Γ[−1 + ϵ/2][ζ(−1 + ϵ/2, x)− 1
2x−1+ϵ/2 ]。
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此时，我们展开按照下面几个步骤：

1.Γ[−1 + ϵ/2] =− (2/ϵ− γE + 1),Γ(x) =
(−1)n

n!
[
1

ϵ
− γE + 1 + ...+

1

n
+O(ϵ)], x < 0,

γE = 0.5772157, ϵ = x+ n, n = −x

2.ζ(−1 +
ϵ

2
, x) =ζ(−1, x) + ζ ′(−1, x)

ϵ

2
, ζ(−1, x) = −1

2
(
1

6
− x+ x2)

3.1/(2x−1+ϵ/2) =
x

2
(
1√
x
)ϵ =

x

2
(1− ln x

2
ϵ)

(A·24)

所以原式等于

P1 = − Nc

2π2

d∑
f=u

(|qf |)B)2[
x2

ϵ
− x2

2
(γE − 1)− x ln x

2
− ζ ′(−1, x)] (A·25)

但是这一项里面仍然包括了发散的部分，所以还是得通过截断正规化来消除发

散，要引入动量截断：

P2 = 2NcNf

∫
d3p

(2π)3
[p2 +M2]1/2 = 2Nc

d∑
f=u

(2|qf |B)2
∫

d3p

(2π)3(2|qf |B)3/2
[p2 +M2]1/2

(2|qf |B)1/2

= 2Nc

d∑
f=u

(2|qf |B)2
∫

d3p

(2π)3
[p2 + x2]1/2

= 2Nc

d∑
f=u

(2|qf |B)2
Γ[1/2− 3/2 + ϵ

2
]

(4π)3/2−ϵ/2Γ[−1
2
]x−2+ϵ/2

=
Nc

2π2

d∑
f=u

(|q|B)2[
x2

ϵ
+
x2

2
(1− γE)−

x2

2
ln x+

x2

4
] (A·26)

这一项P2就是为了消除P1里面的发散项所引入的，这里面我们用P2 + P1就可以

得到一个没有发散项的压强：
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P1 + P2 =
Nc

2π2

d∑
f=u

(|q|B)2[
x2

4
+ ζ ′(−1, x)− 1

2
(x2 − x) lnx] (A·27)

这里面我们减去了发散的压强，但我们应该加上一个未发散且同形式的真空产

生的压强，这个压强通过截断正规化来消除发散。

显然这里面我们要用真空动量截断正规化压强：

pvacf = 2NcNf

∫
d3p

(2π)3

√
p2 +M2 =

NcNf

π2

∫ Λ

0

p2
√
p2 +M2dp

= −NcNf

8π2
{M4 ln [

Λ + ϵΛ
M

]− ϵΛΛ[Λ
2 + ϵ2Λ]}, ϵ2Λ = Λ2 +M2 (A·28)

之前的磁场中介质给出的正规化压强是：

pmag
f =

Nc

2π2

d∑
f=u

(|qf |B)2[
x2f
4

+ ζ ′(−1, xf )−
1

2
(x2f − xf ) ln xf ] (A·29)

其中 ζ ′(−1, xf ) = dζ(z, x)/dz|z=−1。现在还剩一项含化学势的介质中的物态方程的

项，可以利用化学势在零温时对应费米面上的能量来解决上限积分。所以有：

pmed
f =

Nc

2π

d∑
f=u

∞∑
k=0

αk(|qf |B)

∫ ∞

−∞

dpz
2π

[µf − Ep,k(B)]

= Nc

d∑
f=u

kfmax∑
k=0

αk|qf |BNc

4π2
2

∫ kf

0

dpz
2π

[µf −
√
p2z + 2k|qf |B +M2] (A·30)

对这个式子直接积分，我们可以得到：

pmed
f =

d∑
f=u

kfmax∑
k=0

αk
(|qf |BNc)

4π2
{µf

√
µ2
f − sf (k,B)2 − sf (k,B)2 ln [

µf +
√
µ2
f − sf (k,B)2

sf (k,B)
]}

(A·31)
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由此，给出夸克物质中每味夸克的压强我们就都能给出来了，表达式为：

pf (µf , B) = −(M −mc)
2

4G
+ [pvacf + pmag

f + pmed
f ]|M (A·32)

现在物态方程有了，未知数里还有一个，就是有效质量的问题，因为在处理压

强的时候，用的能量项里面的质量实际上是有效质量，这个有效质量体现了粒子的

凝聚效应，从而产生了手征对称性破缺。

现在开始求有效质量M，M = mc + ⟨σ⟩, 所以重点是求出σ粒子的凝聚。对于如
何求解，如果我们直接从⟨σ⟩ = −⟨σ⟩ λ

Nc
tr
∫
i d4p
(2π)4

1
−p2+⟨σ⟩2 直接求解的话，非常困难，

因为要用留数定理来处理无穷级数，而留数定理出来的数，没有办法积分。但是通

过观察：Pf = − (M−mc)2

4G
− i

2
tr
∫

d4p
(2π)4

ln (−p2 +M2)，观察后面这项，令之等于，可

见：
∂pf2
∂⟨σ⟩ = − i

2
tr
∫

d4p
(2π)4

2M
−p2+m2 = −itr

∫
d4p
(2π)4

M
−p2+M2

若mc ≪ ⟨σ⟩，则⟨σ⟩ = ∂pf2
∂⟨σ⟩ · 2G。

这时候，我们可以用这个方法来做，对压强进行求导：

pf2 = [pvacf + pmag
f + pmed

f ]|M，三个部分都要对⟨σ⟩进行求导。

先得到真空压强有关的一个式子：

dpvacf

dM
· 2G = 4NcNfG

∫
d3p

(2π)3
M√

p2 +M2
=4NcNfG

∫ Λ

0

dp

2π2

p2M√
p2 +M2

=
MNcNfG

π2
{Λ

√
Λ2 +M2 − M2

2
ln [

(Λ +
√
Λ2 +M2)2

(M2)
]} (A·33)

对于压强中介质相关的那一项做微分：

2G
dpmed

f

dM
= 2G

Nc

2π

d∑
f=u

kfmax∑
k=0

αk(|qf |B)

∫ ∞

−∞

dpz
2π

[− M√
M2 + p2

]

= −
d∑

f=u

kfmax∑
k=0

αk
M |qf |BG

π2
{ln [

µf +
√
µ2
f − sf (k,B)2

sf (k,B)
]} (A·34)
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最后是对真空项作微分，其中牵扯到很多细节，不在此占篇幅了，最终，可以

得到夸克物质的有效质量来：

Mf = mc +
MGNcNf

π2
{Λ

√
Λ2 +M2 − M2

2
ln

(Λ +
√
Λ2 +M2)2

M2

+
d∑

f=u

M |qf |BNcG

π2
{ln Γ[xf ]−

1

2
ln (2π) + xf −

1

2
[2xf − 1] ln[xf ]}

−
d∑

f=u

kfmax∑
k=0

αk
M |qf |BNcG

π2
ln[
µf +

√
µ2
f − sf (k,B)2

sf (k,B)
] (A·35)
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A.0.2 强磁场下SU(2)对称性NJL模型加入同位旋矢量道的推导

现在我们仍然考虑两味β稳定夸克物质加上了强磁场后的情况，这里面我们先给

出如同上一部分的拉氏密度来：

Lf = ψ̄f (i∂/−mc)ψf +G[(ψ̄fψf )
2 + (ψ̄f iγ5τ⃗ψf )

2]−Gv(ψ̄γµτ⃗ψf )
2 −Gv(ψ̄γµiγ5τ⃗ψf )

2

(A·36)

这里面，经过了平均场近似（我利用了σ = − λ
Nc
ψ̄fψf = −2G(ψ̄fψf )， π⃗ =

−2Giψ̄fγ5τ⃗ψf，ρ⃗ = 2Gvψ̄γµτ⃗ψf）

得到平均场下的拉氏密度：

Lf = ψ̄f (i∂/)ψf − ψ̄f (σ + iγ5τ⃗ π⃗ + γµρµ,iτi)ψf −
Nc

2λ
(σ2 + π⃗2 − G

Gv

ρ2) (A·37)

这里面，我们仍然按照有限温度场论的一般的处理方法，引入化学势µ：

Lf + µq†q = ψ̄f (i∂/)ψf − ψ̄f (σ
′)ψf + ψ†

f (µ− ρ30τ3f )ψf −
Nc

2λ
(σ2 − G

Gv

ρ2) (A·38)

之后就采用路径积分，给出配分函数：

Z = Tr e−β(H−µiN̂i) =

∫
[dπ]

∫
periodic

[dϕ] exp [

∫ β

0

dτ

∫
d3x(iπ

∂ϕ

∂τ
−H + µN)] (A·39)

令µ̃ = µ− τ3fρ
3
0，可以得到以下的式子：

lnZ = lnTr

∫
Dψ̄Dψ exp [i

∫
(L̃+ µψ†ψ)d4x] (A·40)

和前文一样，我们可以得到自由能密度的表达式：

Ff =
Nc

2λ
(σ2 − G

Gv

ρ2) + i

∫
d4p

(2π)4
tr ln [(i∂/− σ′ + γ0µ̃)] (A·41)
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经过了动量空间零分量的无穷大积分变成无穷级数的方法，可以得到：

Pf = −Nc

2λ
(σ2 − G

Gv

ρ2) +
Nc

2π

∑
s,n,f

(|qf |B)

∫
dpz
2π

Ep(B)

+
Nc

2π

∑
s,n,f

(|qf |B)

∫
dpz
2π

{T ln [1 + e−[Ep(B)+µ̃f ]/T ] + T ln [1 + e−[Ep(B)−µ̃f ]/T ]}

(A·42)

当我们取零温极限情况时，可以得到：

Pf (µ,B) = −Nc

2λ
(σ2 − G

Gv

ρ2) + pmed
f +

Nc

2π

d∑
f=u

∞∑
k=0

αk(|qf |B)

∫ ∞

−∞

dpz
2π

Ep,k (A·43)

这里面有：

pmed
f =

Nc

2π

d∑
f=u

∞∑
k=0

αk(|qf |B)

∫ ∞

−∞

dpz
2π

[µ̃f − Ep,k(B)] (A·44)

下面是求解⟨σ⟩, ⟨ρ30⟩ and µ̃.的步骤。

从自由能密度入手，

Ff =
Nc

2λ
(σ2 − G

Gv

ρ2) +
i

2

∫
d4p

(2π)4
tr ln [p⃗2 + σ2 − (p0 + µ̃)2] (A·45)

因为是平均场的绝对稳定无穷大夸克物质，所以要求自由能对各个介子的真空

期待值的情况为零也就是：
∂Ff

∂σ
|σ=⟨σ⟩ = 0,

∂Ff

∂ρ
|ρ=⟨ρ⟩ = 0。我们能够得到：

⟨σ⟩ = −⟨σ⟩ λ
Nc

tr

∫
i
d4p

(2π)4
1

p⃗2 + ⟨σ⟩2 − (p0 + µ̃)2
(A·46)

⟨ρ⟩ = (2Gv)tr

∫
i
d4p

(2π)4
τ3f (p0 + µ̃)

p⃗2 + ⟨σ⟩2 − (p0 + µ̃)2
(A·47)

之后我们也能得到压强的表达式：

Pf (µ,B) = −Nc

2λ
(σ2 − G

Gv

ρ2) + pmed
f +

Nc

2π

d∑
f=u

∞∑
k=0

αk(|qf |B)

∫ ∞

−∞

dpz
2π

Ep,k (A·48)
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其中，介质中的压强的表达式为：

pmed
f =

Nc

2π

d∑
f=u

∞∑
k=0

αk(|qf |B)

∫ ∞

−∞

dpz
2π

[µ̃f − Ep,k(B)] (A·49)

我们就可以进而得到：

Pf = −Nc

2λ
(σ2 − G

Gv

ρ2)− i

2

∫
d4p

(2π)4
tr ln [p⃗2 + σ2 − (p0 + µ̃)2] (A·50)

后面这项我们定为Pf2

∂pf2
∂⟨σ⟩

= − i

2
tr

∫
d4p

(2π)4
2M

p⃗2 + ⟨σ⟩2 − (p0 + µ̃)2
= −itr

∫
d4p

(2π)4
M

p⃗2 + ⟨σ⟩2 − (p0 + µ̃)2

(A·51)

这里面我们定义如果mc ≪ ⟨σ⟩，则⟨σ⟩ = ∂pf2
∂⟨σ⟩ · 2G，⟨ρ⟩ = ∂pf2

∂⟨ρ⟩ · (−2Gv)

最终我们可以给出粒子数密度的表达式：

⟨ρ⟩ = −∂pf2
∂⟨ρ⟩ · 2Gv = Nc

d∑
f=u

kfmax∑
k=0

αk
(|qf |BNc)

4π2
4Gv

1
(τ3f

√
µ̃2 −M2)

A.0.3 强磁场下SU(3)对称性NJL模型标量道赝标量道的推导

为了给出夸克星的性质，我们必须考虑β稳定夸克物质的性质，这里面我们加入

了三味夸克（u,d,s）和两味轻子（e,µ）。这里面，我们考虑了强磁场的加入，下面

就是我们的三味夸克物质的拉氏密度：

L = Lf + Ll −
1

4
FµνF

νµ (A·52)

这里面，有： Lf = ψ̄f [γµ(i∂
µ − qfA

µ)− m̂c]ψf + Lsym + Ldet

标量道与赝标量道： Lsym = G
∑
a=0

[(ψ̄fλaψf )
2 + (ψ̄f iγ5λaψf )

2]
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ψf = (u, d, s)T , 代表的是三味夸克物质的场算符。 m̂c = diagf (mu,md,ms)，就

是相关的夸克物质流质量矩阵。qf是夸克物质的带电荷，λa代表盖尔曼矩阵(Gell-

Mann matrices)。 Ldet 是 t’Hooft 的夸克味空间相互作用的行列式比如ψf = (uds)T

可以给出六点相互作用：

detf ψ̄fOψf :=
∑
i,j,k

ϵi,j,k(ūOψi)(d̄Oψj)(s̄Oψk)。

Lsym 可以满足U(Nf )L ⊗ U(Nf )R 变换下的对称性，并ie和四点相互作用的f维味

空间对应（可以从U(3)L ⊗ U(3)R = SU(3)L ⊗ SU(3)R ⊗ U(1)V ⊗ U(1)A看出）。

在QCD里面，U(1)A对称性被破坏了，这个可能是瞬时子的效应。在夸克部分，

这个对称性破坏的行为，可以通过引入六点相互作用Ldet来引入，并且效应是，破

坏U(1)A对称性，保持了SU(3)L ⊗ SU(3)R的对称性。

并且，经过一定的变换，我们可以给出：

Ldet = −K{det
f

[ψ̄f (1 + γ5)ψf ] + det
f

[ψ̄f (1− γ5)ψf ] (A·53)

为了给出拉氏密度在平均场下的近似，我们定义了矩阵元ϕ 和它的厄密共轭算

符 ϕ†，然后做了如此的定义：

ϕij = ψ̄j(1− γ5)ψi, ϕ
†
ij = ψ̄j(1 + γ5)ψi

我们可以很容易地得到：

ψ̄f (1− γ5)λaψf = tr(λaϕ)

ψ̄f (1 + γ5)λaψf = tr(λaϕ
†)

tr 就是味空间的求迹算符。

把上面的表达式带入拉氏密度里面去，我们可以重新写出NJL模型的四点对称

相互作用项：
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Lsym = G
∑
a=0

[(ψ̄fλaψf )
2 + (ψ̄f iγ5λaψf )

2]

= G

8∑
a=0

tr(λaϕ)(trλaϕ
†) (A·54)

下面我们定义一个任意的矩阵，然后把它放在三维味空间里面，并且用Gell-

Mann矩阵把它展开： A =
8∑

a=0

Caλa

Ca =
1
2
tr(λaA)

所以，我们可以得到：

Lsym = G

8∑
a=0

tr(λaϕ)(trλaϕ
†) = 2Gtr(ϕϕ†) (A·55)

然后通过平均场近似，我们可以得到：

Lsym = G

8∑
a=0

tr(λaϕ)(trλaϕ
†) = 2Gtr(ϕϕ†)

= 2Gtr(ϕ⟨ϕ†⟩+ ⟨ϕ⟩ϕ† − ⟨ϕ⟩⟨ϕ†⟩)

= 2G(2ψ̄iψi⟨ψ̄iψi⟩ − ⟨ψ̄iψi⟩⟨ψ̄iψi⟩)

= 4G[ϕuūu+ ϕdd̄d+ ϕss̄s−
1

2
(ϕ2

u + ϕ2
d + ϕ2

s)] (A·56)

现在我们开始考虑代表SU(3)味空间六点相互作用的 t’Hooft 项来进行化简。这

时候还是利用平均场近似，我们可以得到：

det
f
ψ̄fOψf :=

∑
i,j,k

ϵi,j,k(ūOψi)(d̄Oψj)(s̄Oψk) (A·57)

所以，可以给出：
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Ldet = −2K(ϕdϕsūu+ ϕuϕdd̄d+ ϕuϕds̄s− 2ϕuϕdϕs)

最终，我们得到平均场近似后的拉氏密度：

LMFA = ψ̄f [γµ(i∂
µ − qfA

µ)− M̂ ]ψf − 2G(ϕ2
u + ϕ2

d + ϕ2
s) + 4Kϕuϕdϕs (A·58)

这里面质量项矩阵为:

M̂ =


mu − 4Gϕu + 2Kϕdϕs 0 0

0 md − 4Gϕd + 2Kϕuϕs 0

0 0 ms − 4Gϕs + 2Kϕuϕd


这时候我们就可以进行路径积分了，和之前几章的处理方法一样，我们可以得

到：

pf = −Ff = θu + θd + θs − 2G(ϕ2
u + ϕ2

d + ϕ2
s) + 4Kϕuϕdϕs (A·59)

这里面有：

θi = − i
2
tr
∫

d4p
(2π)4

ln (−p2 + M̂2
i )

我们仍然可以按照之前的维数正规化和截断正规化的方法，来给出压强的真空

部分，介质部分，还有磁场部分，也就是：

Pf = (P vac
f + Pmag

f + Pmed
f )Mf

(A·60)

真空压强部分：

P vac
f = − Nc

8π2
{M4

f ln [
Λ + ϵΛ
Mf

]− ϵΛΛ(Λ
2 + ϵ2Λ)}, ϵ2Λ = Λ2 +M2

f (A·61)

里面的Λ 是动量截断。
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下面是磁场的贡献：

pmag
f =

Nc

2π2
(|qf |B)2[

x2f
4

+ ζ ′(−1, xf )−
1

2
(x2f − xf ) ln xf ] (A·62)

其中ζ ′(−1, xf ) = dζ(z, x)/dz|z=−1，xf =
M2

f

2|qf |B
//

Riemann-Hurwiz zeta 函数是这么定义的：ζ(s, a) =
∞∑

n=−∞

1
(n+a)s

;

下面是介质贡献的部分：

pmed
f =

kfmax∑
k=0

αk
(|qf |BNc)

4π2
{µf

√
µ2
f − sf (k,B)2 − sf (k,B)2 ln [

µf +
√
µ2
f − sf (k,B)2

sf (k,B)
]}

(A·63)

这里面，有如下的定义： sf (k,B) =
√
M2 + 2|qf |Bk, kfmax =

µ2
f−M2

2|qf |B
=

p2f,F
2|qf |B

，

并且αk = 2− δk0，这个和以往的定义一样。

因为我们仍然还有一个未知量ϕf不确定，所以我们要给出这个亮点解决方法，

我们可以通过这个方程来求解：

ϕf = ⟨ψ̄fψf⟩ = −i
∫

d4p

(2π)4
tr

1

(p/−Mf + iϵ)
(A·64)

经过一系列的计算，我们最终可以给出：

ϕf = (ϕvac
f + ϕmag

f + ϕmed
f )Mf

(A·65)

其中，真空部分：

ϕvac
f = −MNc

2π2
{Λ

√
Λ2 +M2

f −
M2

f

2
ln [

(Λ +
√

Λ2 +M2
f )

2

(M2
f )

]} (A·66)
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磁场部分：

ϕmag
f = −MfNc

2π2
(|qf |B){ln{Γ(xf )} −

1

2
ln(2π) +

lnxf
2

− xf ln xf} (A·67)

介质部分：

ϕmag
f = −MfNc

2π2
(|qf |B){ln{Γ(xf )} −

1

2
ln(2π) +

lnxf
2

− xf ln xf} (A·68)

类似于SU(2)NJL模型我们用的方法，可以给出夸克的粒子数密度ρf =
kf ,max∑
k=0

αk
|qf |BNc

2π2 kF,f。

这样只含有标量，赝标量道，同位旋标量矢量道的NJL模型的强磁场下

的SU(3)对称性下三味夸克物质的物态方程的推导，基本结束，下一个小章节，

我们集中处理一下加上同位旋矢量矢量道的三味夸克物质的性质。

A.0.4 强磁场下SU(3)对称性NJL模型同位旋矢量矢量道的推导

现在我们来研究一下强磁场下致密星体物质的性质，这里面考虑了β稳定这个条

件。首先，我们先给出相关的拉氏密度

L = Lf + Ll −
1

4
FµνF

µν (A·69)

这里我们考虑了SU(3)NJL模型用来描述夸克部分，我们加入了矢量-同位旋标

量，矢量-同位旋矢量，标量-同位旋标量，赝标量-同位旋标量和t’Hooft 六点相互作

用项。对于夸克部分：

Lf = ψ̄f [γµ(i∂
µ − qfA

µ)− m̂c]ψf + Lsym + Ldet + Lv + LI,v (A·70)

这里的道分别是：

Lsym = G
∑
a=0

[(ψ̄fλaψf )
2 + (ψ̄f iγ5λaψf )

2] (A·71)

Ldet = −K{detf [ψ̄f (1 + γ5)ψf ] + detf [ψ̄f (1− γ5)ψf ]} (A·72)
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Lv = −Gv

8∑
a=0

[(ψ̄γµλaψ)2 + (ψ̄iγµγ5λ
aψ)2] (A·73)

LI,v = −GI,v[(ψ̄γ
µτ⃗ψ)2 + (ψ̄γ5γ

µτ⃗ψ)2] (A·74)

在这个拉氏密度里面，夸克场仍然包含三味夸克，ψ = {u, d, s}T , 并且 m̂c 和qf

分别是流质量和夸克所带电荷。 λa 是盖尔曼矩阵， Ldet 这一项是 t’Hooft 项，会

给出味空间的六点相互作用. Lv 代表着 U(3)V
⊗

U(3)A 引入矢量道后的不变相互作

用，并且我们也给出了一个矢量-同位旋矢量道，在 LI,v 拉氏密度里面加入了夸克物

质的同位旋效应。对于外加磁场， Aµ = δµ2x1B ， Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. 在这一章，

我们定义磁场方向为z方向。

A.0.5 SU(3)NJL模型的物态方程

物理学家们最关心的就是夸克物质的物态方程怎么获得。为了给出夸克物质的

能量密度和压强，我们首先应该知道夸克物质的热力学势Ωf . 按照一般的程序，我

们首先会应用有限温度场论的知识来计算热力学量，于是平均场近似下的拉氏密度

可以得到：

LMFA = ψ̄f [γµi∂
µ − M̂ − 4Gvγ0ρ̂− 2GI,vγ0τ3fρf ]ψf

− 2G(ϕ2
u + ϕ2

d + ϕ2
s) + 4Kϕuϕdϕs

+ 2Gv(ρ
2
u + ρ2d + ρ2s) +GI,v(ρu − ρd)

2 (A·75)

这里面有：

ρ̂ =


ρu 0 0

0 ρd 0

0 0 ρs

 , M̂ =


Mu 0 0

0 Md 0

0 0 Ms


其中：

Mi = mi − 4Gϕi + 2Kϕjϕk，ϕf = ⟨ψ̄fψf⟩ = −i
∫

d4p
(2π)4

tr 1
(p/−Mf+iϵ)
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之后我们引入了朗道量子化的推导，并且经过了一些路径积分的计算，我们A可

以得到强磁场下的夸克物质所拥有的所有的热力学量：

pf = −Ff = θu + θd + θs − 2G(ϕ2
u + ϕ2

d + ϕ2
s) + 4Kϕuϕdϕs

+ 2Gv(ρ
2
u + ρ2d + ρ2s) +GI,v(ρu − ρd)

2 (A·76)

这里有

θi = −i
∫

d4p
(2π)4

∑
i=u,d,s

tr ln { 1
T
[p/− M̂i + γ0µ̃i]}

here, µ̃f = µf − 4Gvρf − 2gv(ρu + ρd + ρs)− 2GI,vτ3f (ρu − ρd), and µf 是每一味夸克

的化学势。

首先我们先按照以前的方法来求出夸克凝聚和压强：

Pf = = P vac
f + Pmag

f + Pmed
f − 2G(ϕ2

u + ϕ2
d + ϕ2

s)

+ 4Kϕuϕdϕs + 2Gv(ρ
2
u + ρ2d + ρ2s) +GI,v(ρu − ρd)

2

(A·77)

第一项就是真空的贡献：

P vac
f = − Nc

8π2
{M4

f ln [
Λ + ϵΛ
Mf

]− ϵΛΛ(Λ
2 + ϵ2Λ)} (A·78)

这里面 ϵ2Λ = Λ2 +M2
f , Λ 是真空截断.

磁场贡献的压强：

Pmag
f =

Nc

2π2
(|qf |B)2[

x2f
4

+ ζ ′(−1, xf )−
1

2
(x2f − xf ) ln xf ]

(A·79)
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这里 ζ ′(−1, xf ) = dζ(z, x)/dz|z=−1， xf =
M2

f

2|qf |B
. ζ(z, x) 是 Riemann-Hurwits 函

数.

介质的贡献可以给出：

pmed
f =

kfmax∑
k=0

αk
(|qf |BNc)

4π2
{µf

√
µ2
f − sf (k,B)2

− sf (k,B)2 ln [
µf +

√
µ2
f − sf (k,B)2

sf (k,B)
]} (A·80)

这里有：

sf (k,B) =
√
M2 + 2|qf |Bk, kfmax =

µ2
f−M2

2|qf |B
=

p2f,F
2|qf |B

, αk = 2 − δk0. kfmax 是朗

道能级。

于是我们可以给出每一味夸克的凝聚：

ϕf = (ϕvac
f + ϕmag

f + ϕmed
f )Mf

(A·81)

这里有

ϕvac
f = − MNc

2π2
{Λ

√
Λ2 +M2

f

−
M2

f

2
ln [

(Λ +
√
Λ2 +M2

f )
2

(M2
f )

]}

ϕmag
f = − MfNc

2π2
(|qf |B){ln{Γ(xf )}

− 1

2
ln(2π) +

ln xf
2

− xf ln xf}

ϕmed
f =

kfmax∑
k=0

αk
Mf |qf |BNc

π2
{ln [

µf +
√
µ2
f − sf (k,B)2

sf (k,B)
]}

(A·82)
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我们用的参数的值是: Λ = 631.4MeV, mu = md = 5.5MeV, ms = 135.7MeV,

Gλ2 = 1.835 ， KΛ5 = 9.29.

我们也能给出轻子的贡献：

pmed
l =

klmax∑
k=0

αk
(|ql|BNc)

4π2
{µl

√
µ2
l − sl(k,B)2

− sl(k,B)2 ln [
µl +

√
µ2
l − sl(k,B)2

sl(k,B)
]} (A·83)
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