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上海交通大学硕士学位论文 摘要

CKM矩阵新的参数化方法和 B 介子衰变的研究

摘 要

粒子物理的标准模型是描述夸克轻子等基本粒子的基础理论，实验数据也

证明了标准模型的巨大成功。本文在粒子物理标准模型的框架下研究了夸克味

道混合矩阵的参数化的问题，以及从 SU(3)夸克味道对称性角度研究了 B±带

电三体非轻衰变的问题。

在夸克味道混合矩阵的参数化研究中，在介绍了之前研究中选取三个夸克

混合角和一个 CP破坏相角作为参数的九种参数化方法之后，指出了在这九种
方法中，参数值具有参数化依赖的问题。在本文新建立的参数化方法中，选取

三个 CKM矩阵元模值和幺正三角形三个内角 α，β，和 γ 之一作为参数的方

法，解决了参数值的参数化依赖问题。并证明了新建立的 12 种参数化方法的

等价性。最后给出了对应新的 12参数化方法的类似Wolfenstein参数化的近似
展开的方法。

在 B± 介子带电三体衰变研究中，从 SU(3) 味对称性出发系统地构建

了 B 介子衰变到 π+π+π−, π+K+K−,K+π+π−,K+K+K− 末态的四个衰变的振

幅，同时考虑了由于夸克质量之差导致的对称性的破坏以及对末态粒子场求导

数导致的动量依赖的振幅贡献。通过数值计算分析发现，只有考虑了较大的对

称性破坏效应才可以很好的解释实验数据。最后把从 SU(3)味对称性的分析方

法用到 B+, B0
d , B0

s 的衰变中。在考虑全对称的衰变振幅的情况下，找出了不同

的衰变道之间衰变振幅的一些线性的关系，并且在分别考虑了 SU(3)和同位旋

对称破坏时，找出了不受对称性破坏影响的衰变振幅之间的线性关系。

关键词： CKM矩阵参数化 夸克味道混合 味对称性 CP破坏
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上海交通大学硕士学位论文 ABSTRACT

Studies on new method to parameterize CKM matrix
and B meson decays

ABSTRACT

The Standard Model is a fundamental theory describing the elementary particles
such as quarks and leptons, whose great success is confirmed by the experimental data.
We studied the new ways to parameterize the CKM matrix, which describes the quark
flavor mixing. And we also studied the charged three-body decays of B± meson in
terms of quark SU(3) flavor symmetry.

In the study of new parametrization of CKM matrix, after introducing nine kinds
of equivalent parametrization with three quark flavor mixing angles and one CP phase
as the independent parameters, we pointed out that the values of parameters would
depend on the parametrization ways. We constructed new methods to parameterize
the CKM matrix using three absolute values of CKM matrix elements and one of α,
β, or γ angles defined by the unitary property of CKM matrix, which resolved the
problem that the values of parametrization will depend on the chosen parametriza-
tion. Consequently, we demonstrated that these 12 kinds of new ways of parametriza-
tion are equivalent between each other. Then, we showed the way how to develop the
Wolfenstein-like expression of these 12 new parametrizaitons.

In the study of charged three-body B± meson decays, under the SU(3) flavor
symmetry, we constructed the decay amplitudes systematically for the decay modes:
B+ → π+π+π−, π+K+K−,K+π+π−,K+K+K−. Meanwhile, we also considered
the momentum dependent part of the decay amplitudes resulted from derivatives of
independent terms and the flavor symmetry breaking effects resulted from mass differ-
ence between different quarks. After carrying out the numerical analysis, we found that
it was necessary to take the large flavor symmetry breaking effects into consideration
in order to explain the corresponding experimental data well. At last, we extend the

— iii —



CKM矩阵新的参数化方法和 B 介子衰变的研究 上海交通大学硕士学位论文

analysis from SU(3) flavor symmetry to the decays of B+, B0
d , B0

s mesons, and found
the linear relations between different decay modes in terms of their fully-symmetric
decay amplitudes. We also identified the linear relations that still hold when the flavor
SU(3) and isospin symmetry breaking effects were taken into account.

KEY WORDS: Quark Flavor Mixing, CP-Violation, Flavor Symmetry, B± De-
cay
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第一章 绪论

1.1 粒子物理标准模型

粒子物理学的标准模型是由规范群 SU(3)C
⊗

SU(2)L
⊗

U(1)Y 来描述的

规范理论 [1–4]。其中 SU(2)L
⊗

U(1)Y 是描述弱电统一理论的规范群，SU(3)C
是描述强相互作用（量子色动力学）的规范群。在二十世纪六十年代，弱相互作

用是由费米提出的有效理论理论来描述的，而费米的有效理论在较高能标时不

再成立。也是在六十年代，萨拉姆（Abdus Salam）,格拉肖（Sheldon Glashow）
,温伯格（Steven Weinberg）提出了一个将电磁相互作用和弱相互作用统一起来
的理论，也即电弱统一理论。这一理论做出了语言：存在弱中性流并计算了弱

相互作用中的波色子的质量。1983年实验上发现了中性和带电的传播弱相互作
用的波色子，并且理论计算的波色子质量也被实验数据非常精确地证实了。特

霍夫特（Gerard’t Hooft）证明了电弱统一理论是可重整化的。而也是在二十世
纪六十年代，盖尔曼（Murray Gell-Mann）和乔治茨威格（George Zweig）分别
独立提出了夸克模型，进而发展成为描述强相互作用的量子色动力学（QCD）。

1.1.1 标准模型的拉氏量

标准模型的拉氏量可以分解为：

LSM = LYM + LFermion + LY u + LH (1–1)

其中，LYM 表示 Yang-Mills拉氏量，LFermion表示费米子场的拉氏量,LY u表示

Yukawa作用项,LH 表示 Higgs场的拉氏量。

1.1.1.1 Yang-Mills拉氏量

为了使得标准模型拉氏量L在标准模型的局域规范群SU(3)
⊗

SU(2)
⊗

U(1)

变换下保持不变,需要对每一个规范群引入相应的规范场。LYM 是描述这些规

范场的部分：

LYM = LQCD + LIw + LY

— 1 —
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= −1

4

8∑
a=1

Ga
µνG

aµν − 1

4

3∑
a=1

W a
µνW

aµν − 1

4
BµνB

µν (1–2)

其中，这些规范场写为：

Ga
µν = ∂µG

a
ν − ∂νG

a
µ + gfabcGc

µG
c
ν

W a
µν = ∂µW

a
ν − ∂νW

a
µ + g

′
ϵabcW b

µW
c
ν

Bµν = ∂µBν − ∂νBµ (1–3)

其中， Ga
µν 是对应于 SU(3)规范变换的规范场 G的场张量 (胶子场的场张量)，

W a
µν 是对应于 SU(2)规范变换的规范场W 的场张量， Bµν 是对应于 U(1) 规

范变换的规范场 B的场张量。

1.1.1.2 费米子场的拉氏量

对于标准模型中的费米子，将它们在 SU(3)C
⊗

SU(2)L
⊗

U(1)Y 群下的

表示写出：

Qi ∼ (3, 2,
1

6
), Ui ∼ (3̄, 1,

2

3
), Di ∼ (3̄, 1,−1

3
), Li ∼ (1, 2,−1

2
) Ei ∼ (1, 1,−1)

(1–4)

其中，Qi 是左手的夸克场，Ui 和 Di 是右手的夸克场，Li 是左手轻子二重态，

Ei是右手轻子。下标 i是味道指标。

对于左手夸克场 Qi:

LFermion(Qi) = iQiγ
µDµQi, Dµ = (∂µ +

i

2
gsG

a
µλ

a +
i

2
gW a

µ τ
a +

i

6
g′Bµ) (1–5)

对于右手夸克场 Ui和 Di：

LFermion(Ui) = iUiγ
µDµUi, Dµ = (∂µ +

2i

3
g′Bµ) (1–6)

LFermion(Di) = iDiγ
µDµDi, Dµ = (∂µ −

i

3
g′Bµ) (1–7)

对于左手轻子二重态 Li：

LFermion(Li) = iLiγ
µDµLi, Dµ = (∂µ +

i

2
gW a

µ τ
a − i

2
g′Bµ) (1–8)

— 2 —
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对于右手轻子 Ei：

LFermion(Ei) = iEiγ
µDµEi, Dµ = (∂µ − ig′Bµ) (1–9)

在上述的拉氏量中 gs, g, g
′ 是三种规范相互作用对应的耦合常数。λa 是 Gell-

mann矩阵：

λ1 =


0 1 0

1 0 0

0 0 0

 , λ2 =


0 −i 0

i 0 0

0 0 0

 , λ3 =


1 0 0

0 −1 0

0 0 0

 , λ4 =


0 0 1

0 0 0

1 0 0

 ,

λ5 =


0 0 −i

0 0 0

i 0 0

 , λ6 =


0 0 0

0 0 1

0 1 0

 , λ7 =


0 0 0

0 0 −i

0 i 0

 , λ8 = 1√
3


1 0 0

0 1 0

0 0 −2

 .

τa是泡利矩阵：

τ 1 =

(
0 1

1 0

)
, τ 2 =

(
0 −i
i 0

)
, τ 3 =

(
1 0

0 1

)
.

1.1.1.3 Higgs场拉氏量[5]

Higgs场的拉氏量：

Lϕ = (Dµϕ)
†(Dµϕ)− V (ϕ)

Dµϕ = (∂µ − ig
σa

2
Aa

µ − i
g

′

2
Bµ)ϕ

V (ϕ) = λ(ϕ†ϕ)2 − µ2ϕ†ϕ (1–10)

其中 σa

2
是对应于 SU(2)规范群的生成元，1

2
是对应于 U(1)规范群的生成元。

将原来的场 Aa
µ做变化：

A±
µ =

1√
2
(A3

µ ± iA3
µ)

A3
µ = A3

µ (1–11)

当 Higgs场发生自发破缺 [6]：

ϕ =
1√
2

(
ϕ1

ϕ2

)
→ 1√

2

(
0

ν +H

)
(1–12)

— 3 —
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展开 (Dµϕ)†Dµϕ,可以发现规范场的二次方项为：

1

4
η2(gA3

µ − g
′
Bµ)(gA

3µ − g
′
Bµ) +

1

2
g2η2A+

µA
−µ (1–13)

引入新的符号来方便标记，

ḡ =
√
g2 + g′2, g/ḡ = cos θW , g

′
/ḡ = sin θW (1–14)

其中 θW 是温伯格角。同时改变符号：W±
µ = A±

µ ,然后定义：

Z0
µ ≡ A3

µ cos θW −Bµ sin θW (1–15)

于是可以从规范场的平方项式子中得到 Z,W 玻色子的质量：

mZ =
1√
2
ḡη, mW =

1√
2
gη (1–16)

所以从上式可以看出W 和 Z 玻色子的质量之比可以用温伯格角来表示：

mW

mZ

= cos θW (1–17)

相反，规范场 A3
µ和 Bµ的另一个正交的组合：

Aµ ≡ A3
µ sin θW +Bµ cos θW (1–18)

仍然保持无质量，这个无质量的场就是光子场。

1.1.1.4 Yukawa作用项

如果按照 −m(Ψ̄LΨR + Ψ̄RΨL) 这种方式引入 Dirac 质量项，由于 ΨL 是

SU(2)二重态，ΨR 是 SU(2)单态，所以这样引入的质量项在规范群 SU(2)下

不能保持不变。所以要寻找别的方法来产生费米子的质量。

为了保持 SU(2)规范不变性，可以考虑引入一个洛伦兹不变的标量，同时

也是一个 SU(2)的二重态，记为：

ϕ =
1√
2

(
ϕ1

ϕ2

)
(1–19)

于是 Yukawa作用项可以写为：

−L = Y e
ijL̄iϕēj + Y d

ijQ̄iϕd̄j + Y u
ij Q̄iϕ̃ūj + h.c. (1–20)

— 4 —
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当对称性发生自发破缺后，

ϕ =
1√
2

(
ϕ1

ϕ2

)
→ 1√

2

(
0

ν +H

)
(1–21)

这样在 Yukawa作用项中就可以得到费米子的质量项,分为夸克和轻子两个部
分，以夸克部分为例子：

LM = (Md)ijQ̄id̄j + (Mu)ijQ̄iūj + h.c.

Md =
ν√
2
Y d, Mu =

ν√
2
Y u (1–22)

味道空间的质量矩阵不是对角的，但是可以通过左右乘上适当的幺正矩阵来使

其对角化：

UqLMqU
†
qR =Mdiag

q , q = u, d (1–23)

这样，可以得到夸克和W±的相互作用项：

−LW± =
g√
2
Q̄iγ

µ(UuLU
†
dL)ijdLjW

†
µ + h.c. (1–24)

在标准模型中，用来描述夸克混合矩阵为 CKM矩阵：

VCKM = UuLU
†
dL =


Vud Vus Vub

Vcd Vcs Vcb

Vtd Vts Vtb

 (1–25)

CKM 矩阵是幺正矩阵。对于三代费米子的情形，CKM 矩阵是一个可以选择

三个转动角和一个相角来表示的幺正矩阵。

在粒子物理标准模型的框架下，本文将研究 CKM 矩阵的新的参数化方法

以及从 SU(3)夸克味道对称性方面研究了 B介子的三体非轻衰变。

— 5 —
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第二章 参数化 CKM矩阵的新方法

因为夸克的味道本征态和弱相互作用的本征态不一致，所以在研究夸克的

味道时，需要引入夸克的味道混合矩阵（CKM矩阵）[7, 8]。三代夸克之间的混

合角以及 CP破坏的相角都会是参数化 CKM矩阵的重要参数。当然，选择一种
方式对 CKM矩阵进行参数化并不会对物理问题有影响，但是选择合适的 CKM
矩阵的参数化方式会给物理问题的研究带来方便。另外一些物理量的精确测量

也使得其中一些参数化方式在研究中更加有优势。所以研究 CKM矩阵的参数
化方式在夸克味道的研究中是很重要的。

在本章的第一节中，介绍了选择夸克三个混合角以及一个 CP破坏相角的
九种等价的参数化方式，同时举例说明了夸克味道混合角和 CP破坏相角的数
值跟 CKM矩阵的参数化方式选择有关。在第二节中，新的参数化 CKM矩阵的
方式会被介绍，即：α, β, γ 作为相角的参数化方式，同时也会给出它们之间等

价性的证明。因为 α, β, γ 是实验中的可观测量，所以混合角和 CP破坏相角的
参数化选择依赖问题就不存在了。然后给出了类似Wolfenstein参数化的近似展
开。在最后给出了本章的总结。

2.1 CKM矩阵的不同参数化方式 �
在标准模型中，夸克味道之间的混合是通过一个 3× 3的幺正矩阵（CKM

矩阵）实现的。通过 CKM矩阵，夸克的带电弱流可以表示为：

(
u, c, t

)
L


Vud Vus Vub

Vcd Vcs Vcb

Vtd Vts Vtb




d

s

b


L

(2–1)

其中，u, c, t, d, s, b是夸克的味道本征态，L表示夸克是左手场，Vij 是 CKM矩
阵的矩阵元，Vij 通常是复数，它的绝对值 |Vij|是可观测量，但是 Vij 的相角并

不对应物理客观测量。可以重新定义夸克的相位改变 Vij 的相角，例如，改变

u夸克的相位 (u → ueiα)可以在使得夸克质量项保持不变的情况下改变第一行

CKM矩阵元的相角 (Vij → Vije
−iα)。只有当同时以相同的方式改变夸克场的相
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位时，才不会改变 Vij 的相角。于是 CKM矩阵有五个自由度可以改变 Vij 相角。

通常，CKM矩阵是个幺正矩阵，需要九个参数来描述，其中五个参数可以用重
新定义夸克场相角的方式吸收到夸克场中，所以只剩下了 4个自由参数。通常
可以选择三代夸克之间的混合角和一个 CP破坏的相角来参数化 CKM矩阵。

如果假设夸克味道混合矩阵是实的正交矩阵，可以将 CKM矩阵写成描述
在 (1, 2), (2, 3), (3, 1)平面内转动的三个矩阵 R12，R23和 R31的乘积。

R12(θ) =


cθ sθ 0

−sθ cθ 0

0 0 1



R23(σ) =


1 0 0

0 cσ sσ

0 −sσ cσ



R31(τ) =


cτ 0 sτ

0 1 0

−sτ 0 cτ

 . (2–2)

其中 sθ ≡ sin θ, cθ ≡ cos θ,等等。上面的三个矩阵彼此之间不是相互对易的。所
以共有 12种不同的方法来排列着三个相乘的矩阵，于是可以得到一般的正交
矩阵的表示式。12种不同形式的正交矩阵 R为[9]：

(1) R = R12(θ) R23(σ) R12(θ
′)

(2) R = R12(θ) R31(τ) R12(θ
′)

(3) R = R23(σ) R12(θ) R23(σ
′)

(4) R = R23(σ) R31(τ) R23(σ
′)

(5) R = R31(τ) R12(θ) R31(τ
′)

(6) R = R31(τ) R23(σ) R31(τ
′)

(7) R = R12(θ) R23(σ) R31(τ)

(8) R = R12(θ) R31(τ) R23(σ)

(9) R = R23(σ) R12(θ) R31(τ)

(10) R = R23(σ) R31(τ) R12(θ)
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(11) R = R31(τ) R12(θ) R23(σ)

(12) R = R31(τ) R23(σ) R12(θ) (2–3)

需要注意的地方是乘积 RijRklRij 和 RijRmnRij ,(其中 ij ̸= kl ̸= mn)是有联系
的，不独立的。它们对应的是同一种形式的正交矩阵 R. 通过下面的关系式可
以清楚的看到 12种乘积中只有 9种是相互独立的。

R12(θ) R31(τ) R12(θ
′) = R12(θ + π/2) R23(σ = τ) R12(θ

′ − π/2)

R23(σ) R31(τ) R23(σ
′) = R23(σ − π/2) R12(θ = τ) R23(σ

′ + π/2)

R31(τ) R23(σ) R31(τ
′) = R31(τ + π/2) R12(θ = σ) R31(τ

′ − π/2) (2–4)

所以可以选择式 (2–3)中的 (1), (3), (5), (7) − (12)作为 9种相互独立的参数化
形式。

下面要做的是将 CP破坏相角加进来，记为：φ。因为 CKM矩阵是幺正矩
阵，可以通过如下的几种方式加入 CP破坏的相角，以 R12作为例子：

R12(θ, φ) =


cθ sθ e

+iφ 0

−sθ e−iφ cθ 0

0 0 1


或

R12(θ, φ) =


cθ sθ 0

−sθ cθ 0

0 0 e−iφ


或

R12(θ, φ) =


cθ e

+iφ sθ 0

−sθ cθ e
−iφ 0

0 0 1


于是可以通过用两个实数的矩阵和一个复数的矩阵相乘的积来构造 CKM矩阵。
可以利用重新定义夸克场的方法使得 CP破坏相角 φ只会出现在 CKM矩阵的
一个 2×2的子阵里面，同时可以做到使得其他五个 CKM矩阵元是实数。于是，
选择三代夸克的三个混合角和一个 CP破坏相角的九种参数化形式表示为[9]：

P1 : V = R12(θ) R23(σ, φ) R
−1
12 (θ

′) J = sθcθsθ′cθ′s
2
σcσ sinφ
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sθsθ′cσ + cθcθ′e

−iφ sθcθ′cσ − cθsθ′e
−iφ sθsσ

cθsθ′cσ − sθcθ′e
−iφ cθcθ′cσ + sθsθ′e

−iφ cθsσ

−sθ′sσ −cθ′sσ cσ


tan θ = |Vub/Vcb|
tan θ′ = |Vtd/Vts|

cos σ = |Vtb|

P2 : V = R23(σ) R12(θ, φ) R
−1
23 (σ

′) J = s2θcθsσcσsσ′cσ′ sinφ
cθ sθcσ′ −sθsσ′

−sθcσ cθcσcσ′ + sσsσ′e−iφ −cθcσsσ′ + sσcσ′e−iφ

sθsσ −cθsσcσ′ + cσsσ′e−iφ cθsσsσ′ + cσcσ′e−iφ


cos θ = |Vud|

tanσ = |Vtd/Vcd|
tanσ′ = |Vub/Vus|

P3 : V = R23(σ) R31(τ, φ) R12(θ) J = sθcθsσcσsτc
2
τ sinφ

cθcτ sθcτ sτ

−cθsσsτ − sθcσe
−iφ −sθsσsτ + cθcσe

−iφ sσcτ

−cθcσsτ + sθsσe
−iφ −sθcσsτ − cθsσe

−iφ cσcτ


tan θ = |Vus/Vud|
tanσ = |Vcb/Vtb|

sin τ = |Vub|

P4 : V = R12(θ) R31(τ, φ) R
−1
23 (σ) J = sθcθsσcσsτc

2
τ sinφ

cθcτ cθsσsτ + sθcσe
−iφ cθcσsτ − sθsσe

−iφ

−sθcτ −sθsσsτ + cθcσe
−iφ −sθcσsτ − cθsσe

−iφ

−sτ sσcτ cσcτ


tan θ = |Vcd/Vud|
tanσ = |Vts/Vtb|

sin τ = |Vtd|

P5 : V = R31(τ) R12(θ, φ) R
−1
31 (τ

′) J = s2θcθsτcτsτ ′cτ ′ sinφ
cθcτcτ ′ + sτsτ ′e

−iφ sθcτ −cθcτsτ ′ + sτcτ ′e
−iφ

−sθcτ ′ cθ sθsτ ′

−cθsτcτ ′ + cτsτ ′e
−iφ −sθsτ cθsτsτ ′ + cτcτ ′e

−iφ


cos θ = |Vcs|

tan τ = |Vts/Vus|
tan τ ′ = |Vcb/Vcd|

P6 : V = R12(θ) R23(σ, φ) R31(τ) J = sθcθsσc
2
σsτcτ sinφ
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−sθsσsτ + cθcτe

−iφ sθcσ sθsσcτ + cθsτe
−iφ

−cθsσsτ − sθcτe
−iφ cθcσ cθsσcτ − sθsτe

−iφ

−cσsτ −sσ cσcτ


tan θ = |Vus/Vcs|

sinσ = |Vts|
tan τ = |Vtd/Vtb|

P7 : V = R23(σ) R12(θ, φ) R
−1
31 (τ) J = sθc

2
θsσcσsτcτ sinφ

cθcτ sθ −cθsτ
−sθcσcτ + sσsτe

−iφ cθcσ sθcσsτ + sσcτe
−iφ

sθsσcτ + cσsτe
−iφ −cθsσ −sθsσsτ + cσcτe

−iφ


sin θ = |Vus|

tanσ = |Vts/Vcs|
tan τ = |Vub/Vud|

P8 : V = R31(τ) R12(θ, φ) R23(σ) J = sθc
2
θsσcσsτcτ sinφ

cθcτ sθcσcτ − sσsτe
−iφ sθsσcτ + cσsτe

−iφ

−sθ cθcσ cθsσ

−cθsτ −sθcσsτ − sσcτe
−iφ −sθsσsτ + cσcτe

−iφ


sin θ = |Vcd|

tanσ = |Vcb/Vcs|
tan τ = |Vtd/Vud|

P9 : V = R31(τ) R23(σ, φ) R
−1
12 (θ) J = sθcθsσc

2
σsτcτ sinφ

−sθsσsτ + cθcτe
−iφ −cθsσsτ − sθcτe

−iφ cσsτ

sθcσ cθcσ sσ

−sθsσcτ − cθsτe
−iφ −cθsσcτ + sθsτe

−iφ cσcτ


tan θ = |Vcd/Vcs|

sin σ = |Vcb|
tan τ = |Vub/Vtb|

这九种参数化从数学上来说是完全等价的。其中，可以标志 CP破坏的并且具
有在相位变化下保持不变的量，写为[10, 11]：

Im
(
VilVjmV

∗
imV

∗
jl

)
= J

3∑
k,n=1

(
ϵijkϵlmn

)
(2–5)

2.1.1 夸克味混合角和 CP相角的 CKM矩阵的参数化选择依赖 ˜

在前面一节中我们介绍了，选择三代夸克之间的三个混合角和一个 CP破
坏相角来参数化 CKM矩阵的九种方法，虽然这九种参数化的方法是等价的，
但是在不同的参数化方式中混合角和标志 CP破坏的相角大小不同，也即，混
合角和 CP破坏相角有参数化选择的依赖问题。下面会举例说明这一问题。在
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上一节介绍的九种参数化中，P2对应于 Kobayashi-maskawa参数化方法（KM
参数化），P3对应于标准参数化（PDG参数化）[12]。这两组之间的等价性可以

通过重新定义夸克场的相位看出来：c→ ce−iφ, t→ te−iφ和 b→ be−iφ。

首先介绍 CKM矩阵的标准化参数方法（PDG参数化），写为：

VPDG =


c12c13 s12c13 s13e

−iδPDG

−s12c23 − c12s23s13e
iδPDG c12c23 − s12s23s13e

iδPDG s23c13

s12s23 − c12c23s13e
iδPDG −c12s23 − s12c23s13e

iδPDG c23c13


(2–6)

其中 sij = sin θij 和 cij = cos θij , θij 是味道空间的转动角，δPDG是 CP破坏的相
角。

关于 CKM矩阵的标准化参数方法已经有了很多的实验数据，三个混合角
和 CP破坏的相角数值如下[13]：

θ12 = 13.015◦ ± 0.059◦, θ23 = 2.376◦ ± 0.046◦, θ13 = 0.207◦ ± 0.008◦,

δPDG = 69.7◦ ± 3.1◦ (2–7)

于是可以得到 CKM矩阵的矩阵元的绝对值大小：
0.9743± 0.0002 0.2252± 0.0010 0.0036± 0.0001

0.2251± 0.0010 0.9735± 0.0002 0.0415± 0.0008

0.0088± 0.0003 0.0407± 0.0008 0.99913± 0.00003

 (2–8)

在这种参数化方法中，可以把三个角度 θ12, θ23 和 θ13 看做味道空间的转动角，

但是这三个角度和 CP破坏的相角 δPDG都不是实验上可以观测的物理量。在不

同的参数化方式中，三个角度的大小和 CP破坏的相角的大小都不相同，下面
会用另外一种参数化方法作为对比来说明这一点。

Kobayashi-Maskawa参数化方法[8]的参数矩阵为：

VKM =


c1 −s1c3 −s1s3
s1c2 c1c2c3 − s2s3e

iδKM c1c2s3 + s2c3e
iδKM

s1s2 c1s2c3 + c2s3e
iδKM c1s2s3 − c2c3e

iδKM

 (2–9)

根据相关的实验数据，可以得到：

θ1 = 13.016◦ ± 0.003◦ , θ2 = 2.229◦ ± 0.066◦ , θ3 = 0.921◦ ± 0.036◦
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另外，CP破坏的相角大小的中心值为：δKM = 88.2◦.

从 CKM的标准化参数方法和 KM参数化方法中，可以清楚的看到两种方
法下，夸克味道的混合角和 CP破坏的相角是不一样的，夸克的混合角和 CP破
坏相角会因为所用的参数化方法不同而不同。在下面的章节中，新的参数化方

法会被介绍，在新的参数化方法中可以不会再有夸克混合角和 CP相角对参数
化选择的依赖问题。

2.2 α, β, γ 作为相角参数化 CKM矩阵的新方法
由上一节的叙述我们可以看到，夸克混合角和标志 CP破坏的相角的大小

确实和所选择的参数化形式有关。这一节要介绍的新的 CKM矩阵的参数化方
法可以解决这个问题。由于夸克味道混合矩阵是幺正矩阵，可以在复平面构造

一个三角形，而这个三角形的三个内角均为实验可观测量，这三个内角中的一

个可以被选择作为 CP破坏的相角，加上选择三个实数的 CKM矩阵元对 CKM
矩阵进行参数化，这样一来就可以避免参数的数值会有 CKM矩阵参数化方式
选择的依赖问题。然后会给出类似Wolfenstein参数化的近似展开。在这三个相
角 α, β, γ 中，β 是实验中测量最准确的角。所以，将 β 角作为 CP破话的相角
来参数化 CKM矩阵是最好的选择。

2.2.1 α, β, γ 参数化方式

CKM矩阵的矩阵元 Vij 通常来讲是复数，但是它的绝对值 |Vij|是实验可观
测量，可以被选来作为参数化 CKM的参数。关于 CP破坏的信息并不是只存在
于一个 CKM矩阵元 Vij的相位中，而是其中一些 Vij的组合才能标志 CP破坏的
大小。例如，J

∑3
n,m=1 ϵikmϵjln = Im(VijVklV

∗
ilV

∗
kj)，它的大小不等于 0. 或者，在

知道 Vij 的相位时，可以构造不为 0的量：J
∑3

n,m=1 εikmεjln = Im(VijVklV
∗
ilV

∗
kj)

来标志 CP破坏的信息。在实验中的一些可观测的幺正三角形中角度 α, β, γ ，

三个角度可以通过如下的幺正条件来定义：

VudV
∗
ub + VcdV

∗
cb + VtdV

∗
tb = 0 (2–10)

上述的幺正条件在复平面中定义了一个幺正三角形，如图所示。CKM矩阵的
幺正性

∑
i VijV

∗
kj = 0和

∑
i VjiV

∗
jk = 0定义了 6个独立的三角形,在这 6个独立

的三角形中，实验中测量最好的是 (i = d, k = b)对应的那个三角形，这个实
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Α

Β

Γ

VudVub
*

VtdVtb
*

VcdVcb
*

图 2–1幺正三角形。
Figure 2–1 The unitarity triangle.

验中测量最好的三角形的三个内角均被独立测量过。所以这一章要介绍的新的

CKM矩阵的参数化方法就用这个三角形中的角作为参数来实现参数化。

图 (2.2.1)中所示的三角形中的三个内角定义为：

α = arg
(
− VtdV

∗
tb

VudV ∗
ub

)
, β = arg

(
−VcdV

∗
cb

VtdV ∗
tb

)
, γ = arg

(
−VudV

∗
ub

VcdV ∗
cb

)
(2–11)

相角 α, β, γ 标志着 CP破坏的信息，所以图 (2.2.1)中所示的三角形的面积不能
为零，同时也意味着，α, β, γ三个角不能等于零。而这三个角在实验上是可观测

量[14]，它们的实验观测值为：α = (89.0+4.4
−4.2)

◦, β = (21.1± 0.9)◦和 γ = (73+22
−25)

◦。

实验上测得的这三个角度的数值和 CKM矩阵的标准参数化方法 (2–6)中用其
实验值计算所得的数值：α = 88.14◦, β = 22.20◦ 和 γ = 69.67◦ 基本相符。标准

模型要求 CKM矩阵是幺正矩阵，所以这三个角度的数值相加应该为 180◦,即：
α + β + γ = π。我们从实验测得三个角度可以看到它们相加的结果和标准模型

的预言是相符的。

在 α, β, γ 参数化方法中，只需要 α, β, γ 三个角中的一个来标志 CP破坏的
信息，所以这三个角是有相互关系的，在如下定义的参量 J 中可以看出这一

点[15]:

J = |Vtd||V ∗
tb||Vud||V ∗

ub|sinα = |Vtd||V ∗
tb||Vcd||V ∗

cb|sinβ = |Vcd||V ∗
cb||Vud||V ∗

ub|sinγ

(2–12)

参量 J 的大小是幺正三角形面积的两倍。

同时需要注意的是，α的数值和 δKM 非常接近，而 γ 的数值和 δPDG 非常
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接近。这是因为它们之间有关系：

α = arctan(
sin δKM

xα − cos δKM

), xα =
c1s2s3
c2c3

=
|Vud||Vtd||Vub|
|Vcd||Vus|

= 0.0006.

γ = arctan(
sin δPDG

xγ + cos δPDG

), xγ =
c12s23s13
s12c23

=
|Vud||Vcb||Vub|
|Vtb||Vus|

= 0.0006.

δKM + α的数值近似为 π，而 α很接近 π
2
，所以 α ≈ δKM。类似的推理可以清

楚看到 γ ≈ δPDG。

于是，为了使得参数化 CKM矩阵的时候只使用实验可观测的物理量，可
以选择三个矩阵元的绝对值 |Vij|以及 α, β, γ 三个中的其中一个作为 CP破坏的
相角作为参数来实现。对于选做 CP破坏相角的 α, β 或者 γ 有着很清楚的几何

意义，这种新的方法可以称为 α, β, γ 参数化。下面就来介绍如何实现 CKM矩
阵的这种新的参数化方法。

在 α参数化方法中，将 α角作为出现在 CKM矩阵中的相角，另外再选取
三个矩阵元的模值 |Vij|作为这种方法的参数。由 α角的定义 (2–11)，可以使得
α只出现在四个矩阵元 Vud,ub,td,tb 中一个上面，出现相角的这个矩阵元是复数，

其他三个矩阵元则是实数，这样的方式有四种情形，如下所示[16]：

α1) . (|Vud|, |Vub|, |Vtd|,−|Vtb|e−iα)

α2) . (|Vud|, |Vub|,−|Vtd|eiα, |Vtb|)

α3) . (|Vud|,−|Vub|eiα, |Vtd|, Vtb|)

α4) . (−|Vud|e−iα, |Vub|, |Vtd|, |Vtb|) (2–13)

对于上面四种情形，可以通过重新定义夸克场的相位来改变矩阵元对应的符号

来实现。

将这样建立的 CKM矩阵的新的参数化形式记为 V αi
CKM。于是，对于 V α1

CKM :

V α1
CKM =


|Vud| |Vus| |Vub|
|Vcd| − (|Vus|2−|Vtd|2)|Vud|+|Vub||Vtd||Vtb|e−iα

|Vus||Vcd|
|Vtd||Vtb|e−iα−|Vud||Vub|

|Vcd|

|Vtd| |Vub||Vtb|e−iα−|Vud||Vtd|
|Vus| −|Vtb|e−iα


(2–14)

在 V α1
CKM 参数化中，可以将 α, |Vud|, |Vus|, |Vcd|作为四个独立的参量来实现这种

参数化。那么其他的矩阵元可以表示为它们的函数：

|Vtd| =
√
1− |Vud|2 − |Vcd|2, |Vub| =

√
1− |Vud|2 − |Vus|2,
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|Vtb| =
|Vtd||Vud||Vub| cosα

1− |Vud|2
(2–15)

+

√
(
|Vtd||Vud||Vub| cosα

1− |Vud|2
)2 − |Vcd|2(|Vub|2 − 1) + |Vud|2|Vub|2

1− |Vud|2
.

对于 V α2
CKM，V

α3
CKM，V

α4
CKM 这三种参数化方式，可以用同样的方法得到 CKM

矩阵的参数化表达式，如下所示：

V α2
CKM =


|Vud| |Vus| |Vub|

|Vtd||Vtb|eiα−|Vud||Vub|
|Vcb|

(|Vud|2−|Vcb|2)|Vub|−|Vud||Vtd||Vtb|eiα
|Vus||Vcb|

|Vcb|
−|Vtd|eiα |Vud||Vtd|eiα−|Vub||Vtb|

|Vus| |Vtb|



V α3
CKM =


|Vud| − |Vud||Vtd|−|Vtb||Vub|eiα

|Vts| −|Vub|eiα

|Vcd| (|Vtb|2−|Vcd|2)|Vtd|−|Vub||Vud||Vtb|eiα
|Vts||Vcd|

|Vud||Vub|eiα−|Vtd||Vtb|
|Vcd|

|Vtd| |Vts| |Vtb|

(2–16)

V α4
CKM =


−|Vud|e−iα − |Vub||Vtb|−|Vtd||Vud|e−iα

|Vts| |Vub|
− |Vtd||Vtb|−|Vud||Vub|e−iα

|Vcb|
− (|Vcb|2−|Vtd|2)|Vtb|+|Vud||Vtd||Vub|e−iα

|Vts||Vcb|
|Vcb|

|Vtd| |Vts| |Vtb|


类似于 V α1

CKM 参数化，可以选择角度 α和三个实数的矩阵元 Vij 作为独立的参

量来实现上述三种 CKM矩阵的参数化。具体来说，可以选择参量的方法是：
(α, |Vus|, |Vub|, |Vcb|), (α, |Vts|, |Vcd|, |Vtd|)和 (α, |Vcb|, |Vtb|, |Vts|)分别作为上述三
种参数化的独立参量。

在 V αi
CKM 四种参数化的方式中，Jarlskog参量 J 都是如下定义：

J = |Vub||Vud||Vtd||Vtb| sinα (2–17)

因为 V αi
CKM 这四种参数化是等价的，下面就来说明这一结论。在四种 V αi

CKM 参

数化中，可以重新定义夸克场的相位，使得从 V αi
CKM 参数化变为 V

αj

CKM 参数化，

这也就意味着这四种 V αi
CKM 参数化是等价的。从 V αi

CKM 参数化转换到 V
αj

CKM 参

数化，表示如下：

V αi
CKM =


1 0 0

0 eim 0

0 0 ein

V
αj

CKM


eix 0 0

0 eiy 0

0 0 eiz

 (2–18)
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其中 i和 j表示了不同的 V αi
CKM 参数化形式。举例如下，从 V α1

CKM 变换到 V α2
CKM ，

问题变为找到满足下述方程的参数m,n, x, y, z :

V α2
CKM =


1 0 0

0 eim 0

0 0 ein

V α1
CKM


eix 0 0

0 eiy 0

0 0 eiz


通过比较上式方程的左边和右边的系数，可以得到：x = y = z = 0, n = α + π，

还有，

m = arccos
(|Vtd||Vtb|)2 − [(|Vud||Vub|)2 + (|Vcd||Vcb|)2]

2|Vud||Vub||Vcd||Vcb|
. (2–19)

所以，从 V α1
CKM 向 V α2

CKM 的变换可以实现：

V α2
CKM =


1 0 0

0 eim 0

0 0 −eiα

V α1
CKM . (2–20)

同理，V α3
CKM 参数化和 V α4

CKM 参数化也可以证明等价于 V α2
CKM 。所以，V

αi
CKM 四

种参数化方式是等价的。

对于 β 角的参数化，从幺正三角形中对于 β 的定义，同样可以有四种方式

来使得 β 只会出现在四个 CKM矩阵元中的一个上面，如下所示[17]：

β1) . (|Vcd|, |Vcb|, |Vtd|,−|Vtb|eiβ)

β2) . (|Vcd|, |Vcb|,−|Vtd|e−iβ, |Vtb|)

β3) . (|Vcd|,−|Vcb|e−iβ, |Vtd|, Vtb|)

β4) . (−|Vcd|eiβ, |Vcb|, |Vtd|, |Vtb|) (2–21)

类似于 V αi
CKM 参数化的方法，同样可以证明，四种 V βi

CKM 参数化的方式是等价

的，并将它们列在附录 A里面。下面给出 V β2

CKM 作为例子进行说明：

V β2

CKM =


|Vtd||Vtb|e−iβ−|Vcb||Vcd|

|Vub|
(|Vcd|2−|Vub|2)|Vcb|−|Vcd||Vtd||Vtb|e−iβ

|Vcs||Vub|
|Vub|

|Vcd| |Vcs| |Vcb|
−|Vtd|e−iβ |Vcd||Vtd|e−iβ−|Vcb||Vtb|

|Vcs| |Vtb|

 .

(2–22)
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对于 V β2

CKM 参数化的形式，选取 β, |Vcs|, |Vcb|, |Vtb|作为独立的参量比较方便。
其他的矩阵元可以由这些选作独立的参量来表示：

|Vcd| =
√
1− |Vcs|2 − |Vcb|2, |Vub| =

√
1− |Vcb|2 − |Vtb|2,

|Vtd| =
|Vtb||Vcd||Vcb| cos β

1− |Vcb|2

+

√
(
|Vtb||Vcd||Vcb| cos β

1− |Vcb|2
)2 − |Vub|2(|Vcd|2 − 1) + |Vcd|2|Vcb|2

1− |Vcb|2
.(2–23)

对应的 Jarlskog量 J 由下式给出：

J = |Vcb||Vtb||Vcd||Vtd| sin β. (2–24)

对于 γ 角的参数化，从幺正三角形中对于 γ 的定义，同样可以有四种方式来使

得 γ 只会出现在四个 CKM矩阵元中的一个上面，如下所示：

γ1) . (|Vud|, |Vub|, |Vcd|,−|Vcb|eiγ)

γ2) . (|Vud|, |Vub|,−|Vcd|e−iγ, |Vcb|)

γ3) . (|Vud|,−|Vub|e−iγ, |Vcd|, Vcb|)

γ4) . (−|Vud|eiγ, |Vub|, |Vcd|, |Vcb|) (2–25)

类似于 V αi
CKM 参数化的方法，同样可以证明，四种 V γi

CKM 参数化的方式是等价

的，并将它们列在附录 A里面。下面给出 V γ3
CKM 作为例子进行说明：

V γ3
CKM =


|Vud| − |Vud||Vcd|−|Vub||Vcb|e−iγ

|Vcs| −|Vub|e−iγ

|Vcd| |Vcs| |Vcb|
|Vtd| (|Vcb|2−|Vtd|2)|Vcd|−|Vcb||Vud||Vub|e−iγ

|Vcs||Vtd|
|Vud||Vub|e−iγ−|Vcd||Vcb|

|Vtd|

 .

(2–26)
对于 V γ3

CKM 参数化的形式，选取 γ, |Vcd|, |Vcs|, |Vtd|作为独立的参量比较方便。
其他的矩阵元可以由这些选作独立的参量来表示：

|Vud| =
√
1− |Vcd|2 − |Vtd|2, |Vcb| =

√
1− |Vcd|2 − |Vcs|2,

|Vub| =
|Vud||Vcd||Vcb| cos γ

1− |Vcd|2
(2–27)

−

√
(
|Vud||Vcd||Vcb| cos γ

1− |Vcd|2
)2 − |Vcs|2(|Vud|2 − 1) + |Vud|2|Vcd|2

1− |Vcd|2
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对应的 Jarlskog量 J 由下式给出：

J = |Vub||Vcb||Vud||Vcd| sin γ. (2–28)

有趣的一点是：在前面介绍过的九种选取三个夸克混合角和一个 CP 破
坏相角实现参数化的方式中 (2.1)，有些参数化方式中的 CP破坏相角的大小
跟 β 的数值很是接近。下面给出一个例子，P4参数化的矩阵 (2.1)如下所示：

V P4
CKM =


cθcτ cθsσsτ + sθcσe

−iφ cθcσsτ − sθsσe
−iφ

−sθcτ −sθsσsτ + cθcσe
−iφ −sθcσsτ − cθsσe

−iφ

−sτ sσcτ cσcτ

 . (2–29)

其中，有关系式：

β = arctan(
sinφ

xβ + cosφ
), xβ =

sθcσsτ
cθsσ

=
|Vcd||Vtb||Vtd|
|Vud||Vts|

= 0.0497

(2–30)

因为 xβ 是个小量，于是可以清楚的看出 CP破坏的相角 φ和 β 的大小几乎一

致。

另外，也可以发现在前面介绍过的九种不同的参数化中 (2.1)，没有一种参
数化形式可以使得在选取三个夸克混合角作为独立参数的同时，使得 CP破坏
的相角等于 α, β, γ 中的一个。因为在我们建立的新的 α, β, γ参数化形式中，其

中一个矩阵元的形式是，|Vij|e±iα, |Vij|e±iβ ,或者 |Vij|e±iγ，另外还要有五个矩阵

元是实数，但是在已经介绍过的九种参数化中并不能找到一种符合这种形式的。

2.2.2 α, β, γ 作为相角的不同参数化方式之间的等价关系

这一节将来证明 12种不同的 α, β, γ参数化方法是等价。在前面一节中已经

证明了，四种 V αi
CKM 参数化形式是等价的，同样，四种 V βi

CKM，和四种 V γi
CKM 也

分别等价。于是为了证明这 12种参数化是等价的，只需要证明四种 V αi
CKM 参数

化中的一种跟 V βi

CKM 和 V γi
CKM 中的一种是等价的。

在本节中，会利用 V α3
CKM 和 V β3

CKM 作为例子说明四种 V αi
CKM 参数化和四

种 V βi

CKM 参数化是等价的。从两个参数化的 CKM矩阵中可以看出，第三行和
第一列已经完全相等。然后利用关系式：

|Vub||Vud|eiα + |Vcb||Vcd|e−iβ = |Vtd||Vtb|. (2–31)
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可以证明参数化的 CKM矩阵 V α3
CKM 和 V β3

CKM 的 (1, 2), (1, 3), (2, 2)和 (2, 3)分

量也是相等的。所以，两种参数化的矩阵有如下的相等的关系式：

V α3
CKM =


|Vud| − |Vud||Vtd|−|Vtb||Vub|eiα

|Vts| −|Vub|eiα

|Vcd| (|Vtb|2−|Vcd|2)|Vtd|−|Vub||Vud||Vtb|eiα
|Vts||Vcd|

|Vud||Vub|eiα−|Vtd||Vtb|
|Vcd|

|Vtd| |Vts| |Vtb|

 (2–32)

=


|Vud| − (|Vud|2−|Vtb|2)|Vtd|+|Vtb||Vcd||Vcb|e−iβ

|Vts||Vud|
− |Vtd||Vtb|−|Vcb||Vcd|e−iβ

|Vud|

|Vcd| |Vcb||Vtb|e−iβ−|Vcd||Vtd|
|Vts| −|Vcb|e−iβ

|Vtd| |Vts| |Vtb|

 = V β3

CKM .

同理，利用关系式：

|Vtb||Vtd|eiα + |Vcb||Vcd|e−iγ = |Vud||Vub|

|Vud||Vub|e−iγ + |Vtb||Vtd|eiβ = |Vcd||Vcb| (2–33)

可以得到相等的关系式：

V α2
CKM = V γ2

CKM , V
β1
CKM = V γ3

CKM . (2–34)

于是，12种 α, β, γ参数化形式是等价。可以从其中任何一种参数化形式等价变

换到另外一种参数化形式。

2.2.3 类似Wolfenstein参数化的近似展开

在 CKM矩阵的不同形式的参数化中有一种参数化称为 Wolfenstein参数
化[18]，这种参数化形式是 CKM矩阵的标准参数化 (PDG参数化)的近似形式，
在研究使用中会很方便。在这一节中，会对已经介绍的 α, β, γ 参数化做类似

Wolfenstein参数化的近似展开。

V αi
CKM参数化，以V α1

CKM (2–14)作为例子，取近似形式：|Vus| = λ, |Vub| = aλ3,
|Vtd| = bλ3，α作为独立参量。于是，根据已有的关于矩阵元的实验数据可知：

λ = 0.2252± 0.0010, a = 0.3170± 0.0130, b = 0.7670± 0.0250。将参数化的矩阵

元利用选取的独立变量进行展开，到 λ3阶，结果为：

V α1
CKM ≈


1− 1

2
λ2 λ aλ3

λ −1 + 1
2
λ2 −(a− be−iα)λ2

bλ3 (ae−iα − b)λ2 −e−iα

 . (2–35)
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在这个例子中，可以将 c夸克的相角转动 π，将 b夸克的相角转动 π + α可以

得到一个对角元近似都为 1的矩阵：

V α1
CKM ≈


1− 1

2
λ2 λ −aλ3eiα

−λ 1− 1
2
λ2 −(aeiα − b)λ2

bλ3 (ae−iα − b)λ2 1

 . (2–36)

上式得到的结果跟标准参数化的Wolfenstein近似展开具有相似的结构。需要注
意的是，在高于 λ3阶的情形下，标准参数化的Wolfenstein近似展开和 V αi

CKM 参

数化的近似展开就会出现不相似的项。

对于 V βi

CKM 参数化形式，选取 V β1

CKM 来做类似 Wolfenstein近似展开。选
择独立的参量的方式是：|Vcd| = λ, |Vtd| = bλ3,和 |Vcb| = cλ2。根据 CKM矩阵
元的的相关的实验数据，可以得到：λ = 0.2251 ± 0.0010, b = 0.7685 ± 0.0250，

c = 0.8185±0.0176。同时将 b夸克场的相位旋转 π−β，将 V β1

CKM 展开到 λ3阶，

得到结果为：

V β1

CKM ≈


1− 1

2
λ2 −λ λ3(ce−iβ − b)

λ 1− 1
2
λ2 −cλ2e−iβ

bλ3 cλ2eiβ 1

 . (2–37)

对于 V γi
CKM 参数化形式，选取 V γ4

CKM 来做类似 Wolfenstein近似展开。选择独
立的参量的方式是：|Vcd| = λ, |Vub| = aλ3, 和 |Vcb| = cλ2。根据 CKM 矩阵
元的相关的实验数据，可以得到：λ = 0.2251 ± 0.0010, a = 0.3176 ± 0.0130，

c = 0.8185 ± 0.0176。同时将 d 夸克场的相位旋转 π ，将 u 夸克场的相位旋

转 −γ ，将 V γ4
CKM 展开到 λ3阶，得到结果为：

V γ4
CKM ≈


1− 1

2
λ2 λ aλ3e−iγ

−λ 1− 1
2
λ2 cλ2

−λ3(aeiγ − c) −cλ2 1

 . (2–38)

类似于 V α1
CKM 的情况，在展开到 λ3 阶的时候，上述两种类似Wolfenstein近似

展开的参数化形式跟 CKM矩阵的标准参数化形式的Wolfenstein近似展开是等
价的。同样，如果展开到高于 λ3阶的时候，CKM矩阵的Wolfenstein参数化就
和 V βi

CKM ， V γi
CKM 的类似Wolfenstein参数化的近似展开就会出现不相似的项。
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在这一章介绍的新的 α, β, γ三种参数化方式中， β 角是实验中测量最精确

的一个，这使得 V β1

CKM 参数化形式的近似表达式比其他的参数化方式的近似表

达式更有优势。

2.3 本章小结

这一章首先介绍了 CKM矩阵的数学上的等价的九种参数化方法。在这九
种方法中，都选取了三代夸克之间的混合角和一个 CP破坏的相角来对 CKM矩
阵进行参数化。接着指出了通常情况下的参数化方法中，三个夸克味道混合角

和一个 CP破坏的相角，它们的数值大小会对所选取的 CKM矩阵的参数化方
法有依赖性。也即，选择不同的参数化方法，混合角和 CP破坏的相角的大小
都不一样，同时也给出了 Kobayashi-Maskawa(KM参数化)和标准参数化 (PDG
参数化)的例子对参数化依赖问题进行说明。在第二节中利用幺正三角形中的
内角 α, β, γ 作为 CP破坏的相角，加上三个 CKM矩阵元的模值作为参数化矩
阵的独立参量来实现新的参数化方法，因为 CKM矩阵元的绝对值 |Vij|是实验
可观测量，而且幺正三角形中的内角 α, β, γ 也是实验中的可观测量，所以在这

种参数化方法中，所选取的四个独立参量都是实验可观测值，很自然的就解决

了参数化问题中的参量对参数化方法选择的依赖问题。然后分析了 α, β, γ 12中
参数化的等价性，其中任何一种参数化方式，都可以通过重新定义夸克场的相

位转变为其他任何一种参数化的方式。接着说明了，不可以选择三个夸克混合

角的同时，再选取 α, β, γ 中的一个角来参数化 CKM矩阵，这说明，本章第一
节中介绍的 CKM矩阵的九种参数化方法和 α, β, γ 参数化方法是不等价的。另

外，举例说明了 α, β, γ参数化也可以做类似Wolfenstein参数化的近似展开，在
展开到 λ3 阶的情形下，这种近似展开的表达式和标准参数化的Wolfenstein参
数化的表达式是相似的，但是高于 λ3 阶的情形下，两种近似展开就会有不相

似的项出现。最后指出，因为 β 在实验上是测量最精确的角，所以选择 β 作为

CP破坏的相角的参数化是比较好的选择。
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第三章 从 SU(3)味对称性的角度分析 B 介子的三
体衰变

3.1 B 介子衰变的背景介绍

B 介子是一个强子束缚态，并且其中含有 b夸克。B 介子有很多种衰变方

式[19]。但是其中，B 介子非轻衰变最为复杂，因为在此过程中，弱相互作用和

强相互作用会相互影响，使得相关的理论研究很是困难。现在已有很多对 B介

子非轻衰变的研究，例如：pQCD和 QCD因子化等方式。但是，这些已有的相
关研究在对衰变过程进行计算时，结果的不确定性并不能令人满意[20–23]。于是，

从夸克味道对称性的角度来分析，应该是一个不错的选择。此外，LHCb实验
上有了很多关于 B 介子衰变的实验数据[24]，这也使得关于 B 介子的研究有了

相关的实验支持。因为在 B 介子衰变的过程中，包含了很多粒子物理标准模

型的相关信息，尤其是关于 Kobayashi-Maskawa机制 (KM机制)中的 CP破坏
现象方面，所以对 B 介子衰变的研究可以进一步检验标准模型关于这些方面

的理论预言。在本章中，第一节会首先介绍下 LHCb上最近的新的数据，然后
从 SU(3) 味对称性的角度去分析 B+介子的衰变过程，其中考虑了在 SU(3)对

称性下不变且不依赖于末态粒子动量的衰变振幅，夸克质量带来的 SU(3)对称

性破坏的振幅贡献以及对末态粒子最低阶的动量依赖的振幅贡献。接着给出了

数值计算的结果。第二节从 U 旋对称性的角度去分析 B−介子的衰变过程，其

中考虑了 U 旋对称性及相应的与动量无关的衰变振幅，在 U 旋对称性下对末

态粒子最低阶的动量依赖的振幅贡献以及夸克质量带来的 U 旋对称性破坏的

振幅贡献。第三节，证明了从 SU(3)对称性分析和从 U 旋对称性分析的等价

性。第四节从 SU(3)味道对称性考虑了 B 介子的全对称的衰变振幅，找出了

衰变道之间的线性关系并考虑了味道对称性破坏对线性关系的影响。在本章最

后给出了本章小结。
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3.2 从 SU(3)味对称性来分析B±三体衰变到带电的赝标介子

LHCb实验组关于 B+介子三体衰变到末态为 π+π+π−, π+K+K−, K+π+π−

和 K+K+K− 四个衰变道有了新的实验数据。对于两个 ∆S = 1 的衰变过程，

末态为：K+π+π−和K+K+K−，它们的 CP不对称性量 (Acp)为[25]：

ACP (K
+π+π−) = +0.032± 0.008(stat)± 0.004(syst)± 0.007(J/ψK+)

ACP (K
+K+K−) = −0.043± 0.009(stat)± 0.003(syst)± 0.007(J/ψK+)

(3–1)

其中，这两个数据分别以 2.8σ 和 3.7σ 的误差偏离零值。另外，Babar最近也
有相关的实验数据：ACP (K

+K+K−) = −0.017+0.019
−0.014 ± 0.014。这个实验数据跟

LHCb的数据在 1.1σ误差范围内是相符的[26]。

其他两个衰变道的 Acp的实验数据为[27]：

ACP (π
+π+π−) = +0.117± 0.021(stat)± 0.009(syst)± 0.007(J/ψK+)

ACP (π
+K+K−) = −0.141± 0.040(stat)± 0.018(syst)± 0.007(J/ψK+)

(3–2)

它们的置信度分别为： 4.2σ和 3.0σ.

这四个衰变道的衰变分支比在实验上也有测量[28]：

Br(π+π+π−) = (15.2± 1.4)× 10−6 , Br(π+K+K−) = (5.0± 0.7)× 10−6

Br(K+K+K−) = (34.0± 1.0)× 10−6 , Br(K+π+π−) = (51.0± 3.0)× 10−6

(3–3)

B+ 介子的三体衰变过程中涉及到了标准模型和决定 B 衰变的强相互作用的信

息。如果对于 B 介子衰变，SU(3)味对称性符合的较好[29, 30]，同时衰变振幅的

贡献主要来自动量无关的部分。那么对于衰变的分支比和 Acp有如下关系式[31]：

Br(π+π+π−) = 2Br(π+K+K−) , Br(K+K+K−) = 2Br(K+π+π−)

ACP (π
+π+π−) = ACP (π

+K+K−) , ACP (K
+K+K−) = ACP (K

+π+π−)

(3–4)
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另外，衰变过程中的不对称率 ∆CP = Γ − Γ̄和 ACP 之间的关系式为：ACP =

τB∆CP/2Br。∆CP 使得下述关系成立：

∆CP (π
+π+π−) = 2∆CP (π

+K+K−) = −∆CP (K
+K+K−) = −2∆CP (K

+π+π−)

(3–5)

所以，基于 ACP ,∆CP , Br之间的关系，可以得到不同衰变之间的 ACP 之间的

关系，作为 SU(3)味对称性较好符合的理论预言。

从LHCb的实验数据可以得到结果，除了ACP (π
+π+π−)和ACP (K

+K+K−)

之比跟实验数据时相符的，其他的SU(3) 理论预言均不成立。而且，ACP (π
+π+π−)

和 ACP (π
+K+K−) 之比，以及 ACP (K

+K+K−) 和 ACP (K
+π+π−) 的比之间，

SU(3) 理论预言甚至和实验数据之间有相反的符号。所以，需要考虑动量无关

的 SU(3) 对称性振幅以外的贡献。一种能导致 SU(3)味对称性破坏的因素可以

来自夸克之间质量的差别，也即：u, d, s 夸克质量差别。所以，在考虑 u, d, s 夸

克质量的情形下，SU(3)味对称性只是一个近似的对称性。在 B介子两体衰变
到赝标介子八重态的过程中，SU(3) 味对称性是一个很好的对称性，尽管有对

称破缺的存在[32, 33]，对称性的理论预言和实验数据符合的很好[34–36]。因此，如

果考虑了由于 u, d, s夸克质量差别带来的对称性破坏效应，SU(3) 味对称性理

论预言可能可以对实验数据进行解释。

除了考虑 u, d, s 夸克质量差别导致的对称性破坏效应以外，还需要考虑

动量依赖的振幅贡献。引入动量无关的 SU(3) 味对称性以外的新的项，例如：

(∂µK+π+ − ∂µπ+K+)∂µK
− 和 (∂µK+π+ − ∂µπ+K+)∂µπ

−。这两个式子会导致

新的项出现，对相应的衰变振幅有贡献。所以，在研究中需要对两阶导数项做

系统性的考虑。

所以，下面几个小节会在 SU(3)味对称性的基础上，考虑上述两类振幅贡

献。相关的数值计算结果显示，在 B+的这四个衰变的过程中，SU(3) 味对称

性破坏很大。

3.2.1 在 SU(3)对称性下不变且不依赖于末态粒子动量的衰变振幅

从 SU(3)味对称性的角度分析 B介子三体衰变到赝介子八重态的衰变过
程，首先来看在夸克水平上，到一圈图的精度上，B介子的无粲衰变的有效哈
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密顿量为：

Hq
eff =

4GF√
2
[VubV

∗
uq(c1O1 + c2O2)−

12∑
i=3

(VubV
∗
uqc

uc
i + VtbV

∗
tqc

tc
i )Oi] (3–6)

其中，q代表 d夸克或者 s夸克。c1,2和 cjki = cji − cki ( j 和 k表示内部夸克)表
示威尔逊系数 (WC)。威尔逊系数已经被一些研究组计算过。Vij 是 CKM矩阵
元[37]。在上述表达式中，已经利用 CKM矩阵的幺正性代换了因子 VcbV

∗
cq。

有效的拉氏量中的算符 Oi的具体表达式为：

O1 = (q̄iuj)V−A(ūibj)V−A O2 = (q̄u)V−A(ūb)V−A

O3,5 = (q̄b)V−A

∑
q′(q̄

′q′)V∓A O4,6 = (q̄ibj)V−A

∑
q′(q̄

′
jq

′
i)V∓A

O7,9 =
3
2
(q̄b)V−A

∑
q′ eq′(q̄

′q′)V±A O8,10 =
3
2
(q̄ibj)V−A

∑
q′ eq′(q̄

′
jq

′
i)V±A

O11 =
gs

16π2 q̄σµνG
µν(1 + γ5)b O12 =

Qbe
16π2 q̄σµνF

µν(1 + γ5)b

(3–7)

其中，(āb)V−A = āγµ(1− γ5)b，Gµν 和 Fµν 分别是胶子和光子场的场张量。这

些算符对应的费曼图如下所示：

图 3–1 B介子衰变有效哈密顿量中算符对应的费曼图。
Figure 3–1 The unitarity triangle.

算符 O1,2, O3−6,11,12和 O7−10在 SU(3)味对称性下的变换分别为：3̄a + 3̄b +

6 + 15, 3̄，和 3̄a + 3̄b + 6 + 15。对于算符由夸克 b, q, q′, q̄′ 表示，在 SU(3)味道

对称性下可以分解为两个 SU(3)三重态 (3̄a + 3̄b)，一个六重态 (即除 b夸克外，

前两个夸克交换反对称的表示)和一个十五重态（即除 b夸克外，前两个夸克交

换对称的表示）。将这些在 SU(3)味对称性下的表示用矩阵记为：H(3̄), H(6)，

和 H(15)。下面取 q = d情形下的的算符 O2 = ūbd̄u为例来说明：

ūbd̄u =
1

8

{
3[ūbd̄u+ d̄bd̄d+ s̄bd̄s]3̄ − [d̄b(ūu+ d̄d+ s̄s)]3̄′

— 26 —



上海交通大学硕士学位论文 第三章 从 SU(3)味对称性的角度分析 B 介子的三体衰变

+ 2[ūbd̄u− d̄būu+ d̄bs̄s− s̄bd̄s]6

+ [3ūbd̄u+ 3d̄būu− 2d̄bd̄d− d̄bs̄s− s̄bd̄s]15
}

=
1

8
[3H(3̄)−H(3̄′) + 2H(6) +H(15)]

对于其他的算符，由同样的方式可以写出他们的分解表达式。

对于 q = d的情况，矩阵 H(i)的不为零的矩阵元为[38]：

H(3̄)2 = 1 , H(6)121 = H(6)233 = 1 , H(6)211 = H(6)323 = −1

H(15)121 = H(15)211 = 3 , H(15)222 = −2 , H(15)323 = H(15)233 = −1

(3–8)

对于 q = s的情况，矩阵 H(i)的不为零的矩阵元为：

H(3̄)3 = 1 , H(6)131 = H(6)322 = 1 , H(6)311 = H(6)232 = −1

H(15)131 = H(15)311 = 3 , H(15)333 = −2 , H(15)322 = H(15)232 = −1

(3–9)

在强子的水平上，B介子的衰变振幅一般可以写作：

A = ⟨final state|Hq
eff |B̄⟩ = VubV

∗
uqT (q) + VtbV

∗
tqP (q) (3–10)

其中，T (q)包含了树图的贡献，以及由 u, c夸克圈图对矩阵元的修正的企鹅

图。而 P (q) 只包含了一圈企鹅图贡献。B 代表了介子 B+, B0
d , B

0
s 中的一个。

Bi = (B+, B0
d , B

0
s )是一个 SU(3) 三重态。

上述的这些性质使得可以用一些 SU(3)味对称性下不变的项来表示 B介
子三体非轻衰变 B → PPP 的振幅[39, 40]。其中 P 表示赝介子八重态中的一个

介子，赝介子八重态矩阵可以表示如下：

M =


π0
√
2
+ η8√

6
π+ K+

π− − π0
√
2
+ η8√

6
K0

K− K̄0 −2η8√
6

 . (3–11)

于是，B介子的衰变振幅可以用 B介子三重态，赝介子八重态以及有效哈密顿
量在 SU(3)对称性下的表示来构建。下面首先来考虑与动量无关的 SU(3)对称

性下不变的振幅贡献。
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对于振幅 T (q)，有如下构造：

T (q) = aT (3)BiH
i(3)M j

kM
k
l M

l
j + bT (3)H i(3)M j

i BjM
k
l M

l
k + cT (3)H i(3)M l

iM
j
l M

k
j Bk

+aT (6)BiH
ij
k (6)M

k
j M

l
nM

n
l + bT (6)BiH

ij
k (6)M

k
l M

l
nM

n
j

+cT (6)BiH
jk
l (6)M i

jM
n
kM

l
n + dT (6)BiH

jk
l (6)M i

nM
l
jM

n
k

+aT (15)BiH
ij
k (15)M

k
j M

l
nM

n
l + bT (15)BiH

ij
k (15)M

k
l M

l
nM

n
j

+cT (15)BiH
jk
l (15)M i

jM
n
kM

l
n + dT (15)BiH

jk
l (15)M i

nM
l
jM

n
k . (3–12)

对于振幅 P (q) ,可以用相似的方法来构造。

在振幅 T (q)的表达式中，系数 a(i), b(i), c(i), d(i)是包含了威尔逊系数和

QCD动力学信息的常数。一些研究组已经对衰变 B → PPP 做过研究[41–43]。

一般情况下，衰变振幅会由于中间粒子的交换而导致有共振态的贡献，这样一

来，系数 a(i), b(i), c(i), d(i) 就会去末态粒子的动量具有依赖关系。当然也会

有别的使得衰变振幅会对末态粒子动量具有依赖关系的因素。LHCb实验组根
据 π+π−和 K+K−对的不变质量，对相空间的局部测量了 ACP ,数据的结果是
在局部的一些区域 ACP 的数值会更大。如果有更多的实验数据能对次进行确

认，那就意味着衰变振幅的动量依赖来自于共振态中间粒子的交换[44]。如果只

考虑动量无关的振幅贡献，在这种情形下，局域的 ACP 就没有办法进行计算。

在本章的研究中，不考虑局域的 ACP ,只考虑全相空间的 ACP。

如果将上述振幅 T (q)展开，可以得到四个衰变道 B+ → π+π+π−, B+ →
π+K+K−, B+ → K+π+π−, B+ → K+K+K−的振幅 T (q)的表达式，他们都相

等，如下所示：

T = 2bT (3) + cT (3) + 2aT (6) + bT (6)− cT (6)− dT (6)

+6aT (15) + 3b(15) + cT (15) + 3dT (15) (3–13)

同理，可以得到振幅 P (q)的类似表达式，只需要将 T的表达式 (3–12)换成 P
即可。

于是， B+介子的这四种衰变的衰变振幅可以写作：

A(B+ → π+π+π−) = V ∗
ubVudT + V ∗

tbVtdP

A(B+ → π+K+K−) = V ∗
ubVudT + V ∗

tbVtdP

A(B+ → K+π+π−) = V ∗
ubVusT + V ∗

tbVtsP
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A(B+ → K+K+K−) = V ∗
ubVusT + V ∗

tbVtsP (3–14)

对于末态有全同粒子的衰变，全同粒子效应将放在计算衰变分支比的时候来考

虑。

对应的 B−衰变，其衰变振幅可以通过将 B+衰变振幅表达式中的 VubV
∗
uq

和 VtbV
∗
tq 分别换为 V ∗

ubVuq 和 V ∗
tbVtq 就可以了。

在 SU(3)味对称性下，有：

Br(π+π+π−) = 2Br(π+K+K−) , Br(K+π+π−) = 2Br(K+K+K−) (3–15)

其中，因子 2来自于衰变过程 B+ → π+π+π− 和 B+ → K+K+K− 中的全同粒

子 π+π+, K+K+。

由 KM矩阵的性质：Im(VubV
∗
udV

∗
tbVtd) = −Im(VubV

∗
usV

∗
tbVts)。以及关系式：

ACP = τB∆CP/2Br，因此可得：

2∆(K+π+π−) = ∆(K+K+K−) = −∆(π+π+π−) = −2∆(π+K+K−)

进而可以得到 SU(3)味对称性的理论预言：

ACP (π
+K+K−)

ACP (K+π+π−)
= − Br(K+π+π−)

Br(π+K+K−)
,

ACP (π
+π+π−)

ACP (K+K+K−)
= −Br(K

+K+K−)

Br(π+π+π−)

ACP (π
+K+K−)

ACP (K+K+K−)
= −Br(K

+K+K−)

Br(π+K+K−)
,
ACP (π

+π+π−)

ACP (K+π+π−)
= −Br(K

+π+π−)

Br(π+π+π−)

(3–16)

LHCb 的实验数据并不支持上述关系式。上述 ACP 之间的关系式，只

ACP (∆S = 0)/ACP (∆S = 1) 动量无关的 SU(3) 实验数据

理论预言值

ACP (π
+K+K−)/ACP (K

+π+π−) −10.2± 1.5 −4.4± 2.0

ACP (π
+π+π−)/ACP (K

+K+K−) −2.2± 0.2 −2.7± 0.9

ACP (π
+K+K−)/ACP (K

+K+K−) −6.8± 1.1 +3.3± 1.4

ACP (π
+π+π−)/ACP (K

+π+π−) −3.4± 0.3 +3.7± 1.5

表 3–1 SU(3)味对称性下的理论预期值和实验上关于 ACP (∆S = 0)/ACP (∆S = 1)的数据
的比较
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有 ACP (π
+π+π−)/ACP (K

+K+K−)相应的实验数据相符，其他的实验数据则不

支持对称性的理论分析。LHCb的实验数据是：ACP (π
+π+π−)/ACP (K

+K+K−) =

−2.7± 0.9，而 SU(3)对称性的预言值是：−2.2± 0.2，两者符合的较好。如果

LHCb的实验数据得到进一步的确证，那么对 B+ 的衰变分析就要考虑动量无

关的 SU(3)下不变的振幅以外的因素贡献。一种可能的因素是 SU(3)味对称性

的破缺效应。另外一种是，系统性的考虑两阶导数项对衰变振幅的贡献。下面

两小节将分别来考虑这两种因素。

3.2.2 夸克质量带来的 SU(3)对称性破坏的振幅贡献

SU(3)味对称性的破坏来自于 u, d, s夸克的质量差别。为了符合 (u, d, s)夸

克作为基础表示变换性质，在 SU(3)味道对称性下，夸克的质量矩阵可以看做

两个 SU(3)表示的组合：3 × 3̄，其中，这种表示的组合包含了不可约表示：1
和 8。对角化的夸克质量矩阵可以表示为单位矩阵 I , Gell-Mann矩阵 λ3, λ8 的

线性组合。u, d夸克质量相比于 s夸克质量非常小，可以忽略，所以矩阵 λ3不

会对 SU(3)味对称性的破坏有贡献。s 夸克的质量是 SU(3) 味对称性破坏的

主要来源，因此可以记为：

Wms =


0 0 0

0 0 0

0 0 1

 (3–17)

这个矩阵还可以进一步分解为单位矩阵 I 和矩阵 λ8。单位矩阵的那部分

贡献跟 SU(3) 对称性下的动量无关的振幅形式一样，可以把其归入系

数 a(i), b(i), c(i), d(i) 中。所以只有 λ8 矩阵会对 SU(3) 味对称性破坏有贡

献。将其记为：

W = (W i
j ) =


1 0 0

0 1 0

0 0 −2

 (3–18)

构建对称性破坏的振幅的方法为：用W 矩阵在 T (q)的表达式 (3–12)中的每一
项的可能位置放进去，并找出所有可能的矩阵指标的缩并的方式，每一种方式

都是一个独立的项，对应一个独立的系数[39, 40, 45]。将构建的∆T (q)振幅列在附

录 (B)里。
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将所得到的 ∆T (q)展开，可以得到：

∆T (π+π+π−) = 2bT1 (3) + 2bT2 (3) + 2bT3 (3) + cT1 (3) + cT2 (3) + cT3 (3) + cT4 (3)

+2aT1 (6) + 2aT2 (6) + 2aT3 (6) + 2aT4 (6) + bT1 (6) + bT2 (6) + bT3 (6)

+bT4 (6) + bT5 (6)− cT1 (6)− cT2 (6)− cT3 (6)− cT4 (6)− cT5 (6)

−dT1 (6)− dT2 (6)− dT3 (6)− dT4 (6)− dT5 (6) + 6aT1 (15) + 6aT2 (15)

+6aT3 (15) + 6aT4 (15) + 3bT1 (15) + 3bT2 (15) + 3bT3 (15) + 3bT4 (15)

+3bT5 (15) + cT1 (15) + cT2 (15) + cT3 (15) + cT4 (15) + cT5 (15)

+3dT1 (15) + 3dT2 (15) + 3dT3 (15) + 3dT4 (15) + 3dT5 (15) ,

∆T (K+K−π+) = 2bT1 (3) + 2bT2 (3)− bT3 (3) + cT1 (3) + cT2 (3) + cT3 (3)− 2cT4 (3)

+2aT1 (6) + 2aT2 (6) + 2aT3 (6)− aT4 (6) + bT1 (6) + bT2 (6) + bT3 (6)

−2bT4 (6) + bT5 (6)− cT1 (6) + 2cT2 (6)− 4cT3 (6)− cT4 (6) + 2cT5 (6)

−dT1 (6)− dT2 (6)− dT3 (6)− dT4 (6) + 2dT5 (6) + 6aT1 (15) + 6aT2 (15)

+6aT3 (15)− 3aT4 (15) + 3bT1 (15) + 3bT2 (15) + 3bT3 (15)− 6bT4 (15)

+3bT5 (15) + cT1 (15) + 4cT2 (15) + 4cT3 (15) + 7cT4 (15)− 8cT5 (15)

+3dT1 (15) + 3dT2 (15) + 3dT3 (15) + 3dT4 (15)− 6dT5 (15)

∆T (K+π+π−) = −4bT1 (3) + 2bT2 (3) + 2bT3 (3)− 2cT1 (3) + cT2 (3) + cT3 (3) + cT4 (3)

+2aT1 (6)− 4aT2 (6) + 2aT3 (6) + 2aT4 (6) + bT1 (6)− 2bT2 (6) + bT3 (6)

+bT4 (6) + bT5 (6)− cT1 (6)− cT2 (6) + 2cT3 (6)− cT4 (6)− cT5 (6)

−dT1 (6) + 2dT2 (6)− dT3 (6)− dT4 (6)− dT5 (6) + 6aT1 (15)− 12aT2 (15)

+6aT3 (15) + 6aT4 (15) + 3bT1 (15)− 6bT2 (15) + 3bT3 (15) + 3bT4 (15)

+3bT5 (15) + cT1 (15)− 5cT2 (15) + 4cT3 (15) + cT4 (15) + cT5 (15)

+3dT1 (15)− 6dT2 (15) + 3dT3 (15) + 3dT4 (15) + 3dT5 (15)

∆T (K+K−K+) = −4bT1 (3) + 2bT2 (3)− 2bT3 (3)− 2cT1 (3) + cT2 (3) + cT3 (3)− 2cT4 (3)

+2aT1 (6)− 4aT2 (6) + 2aT3 (6)− aT4 (6) + bT1 (6)− 2bT2 (6) + bT3 (6)

−2bT4 (6) + bT5 (6)− cT1 (6) + 2cT2 (6)− cT3 (6)− cT4 (6) + 2cT5 (6)− dT1 (6)

+2dT2 (6)− dT3 (6)− dT4 (6) + 2dT5 (6) + 6aT1 (15)− 12aT2 (15)

+6aT3 (15)− 3aT4 (15) + 3bT1 (15)− 6bT2 (15) + 3bT3 (15)− 6bT4 (15)
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+3bT5 (15) + cT1 (15)− 2cT2 (15) + 7cT3 (15) + 7cT4 (15)− 8cT5 (15)

+3dT1 (15)− 6dT2 (15) + 3dT3 (15) + 3dT4 (15)− 6dT5 (15) . (3–19)

如果利用矩阵：

Wms =


1 0 0

0 1 0

0 0 −2

 (3–20)

来构建对称性破坏的振幅，那么∆T (π+π+π−)的值就会为零。但是这两种计算

对称破缺修正的方法是等价的。这一点可以通过把∆T (π+π+π−)从另外的三个

修正振幅中减去，并把 ∆T (π+π+π−)归入到 SU(3)对称性不变的振幅中去的

所得结果看出来。

需要注意的是上述得到的四个 SU(3)破坏修正振幅不是完全独立的，它们

之间满足关系式：

∆T (K+K−K+)−∆T (K+π+π−) = ∆T (K+K−π+)−∆T (π+π+π−) (3–21)

同样的过程，可以得到企鹅图的 SU(3)对称性破坏的修正振幅 ∆P。

3.2.3 对末态粒子最低阶的动量依赖的振幅贡献

要保持衰变振幅的洛伦兹不变性，衰变振幅对末态粒子的动量的两次方的

依赖是导数项贡献的最低阶。构建动量依赖的项的方法是，对 SU(3) 味对称

性下不变的振幅 T (q) 表达式 (3–12)中的每一项都求两次导数，然后将所有可
能的出现的新的项相加。当然，并不是每种情况都是独立的，当出现 ∂2B 或

者 ∂M 时，所得到的新的项正比于没有求导数之前的项，通过重新定义 T (q) 的

系数将其归入新定义的系数当中。夸克质量的差别造成的 SU(3)味对称性的破

坏，会使得两次导数项 ∂2K = m2
KK 和 ∂2π = m2

ππ产生新的 SU(3) 对称性破

坏项。但是，这种新的导数项不会产生不同于 SU(3)味对称性下的振幅 T (q) 中

的项。于是，可以知道，可以由贡献的独立的项应该是两次导数求在不同的场

上面，以 BiH
i(3)M j

kM
k
l M

l
j 为例，在求过两次导数之后，有贡献的项有如下结

果：

(∂µBi)H
i(3)(∂µM j

k)M
k
l M

l
j, (∂µBi)H

i(3)M j
k(∂

µMk
l )M

l
j, (∂µBi)H

i(3)M j
kM

k
l (∂

µM l
j) ,
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BiH
i(3)(∂µM

j
k)(∂

µMk
l )M

l
j, BiH

i(3)(∂µM
j
k)M

k
l (∂

µM l
j), BiH

i(3)M j
k(∂µM

k
l )(∂

µM l
j) .

(3–22)

所有可能的两次导数的情况被列在了附录 (C)中。

展开附录 (C)中所列的所有可能的导数项，可以得到 B+ → PPP 衰变的

最低阶的导数项贡献 T p，一共有六种不同的形式，例如，对于 ∆S = −1的情

形，结果如下所示：

(a) (∂µB
+)(∂µK+)[K+K− + π+π−], (b) (∂µB

+)K+[K+(∂µK−) + π+(∂µπ−)]

(c) (∂µB
+)K+[(∂µK+)K− + (∂µπ+)π−], (d) B+K+[(∂µK

+)(∂µK−) + (∂µπ
+)(∂µπ−)]

(e) B+∂µK
+[K+(∂µK−) + π+(∂µπ−)], (f) B+∂µK

+[(∂µK+)K− + (∂µπ+)π−]

(3–23)

在上述表达式中，B+ 是入射粒子，三个轻的赝标介子是出射粒子。考虑到能

更方便的看到导数项是如何对 SU(3)对称性产生修正的，可以用上述六种独立

的项进行线性组合，得到如下结果：

(1) (∂µB
+)[(∂µK+)π+ −K+(∂µπ+)]π− , (2) (∂µB

+)K+[K+(∂µK−) + π+(∂µπ−)]

(3) (∂µB
+)[K+(∂µK+)K− +

1

2
((∂µ(K+)π+ +K+(∂µπ+))π−)]

(4) B+[(∂µK+)π+ −K+(∂µπ+)]∂µπ
− , (5) B+∂µK

+[(∂µK+)K− + (∂µπ+)π−]

(6) B+[(∂µK
+)K+(∂µK−) +

1

2
((∂µK

+)π+ +K+(∂µπ
+))∂µπ−)] (3–24)

其中， (1), (4), (3), (6)分别是通过 ((a) − (c)), (e) − (d), (a)+(c)
2

, (e)+(d)
2
得到的。

在动量无关的 SU(3)对称的振幅项中没有上述的 (1)和 (4)。(1)和 (4)这种反

对称项的存在使得衰变 B+ → K+K+K− 和 B+ → K+π+π− 的振幅出现不同，

因此提供出了一种可能的因素使得 SU(3)味对称性被破坏。同样的推理过程可

以得到 ∆S = 0的情形下的表达式。

将附录 (C)中的 T p展开，∆S = −1情形下的 T p可以写为：

1

m2
B

(α1(1) + α2)2) + α3)3) + α4(4) + α5(5) + α6(6)) (3–25)

在上述表达式中，已经将系数 αi进行了无量纲化。同理，可以得到企鹅图的贡

献 P p。用新的导数项的系数表示的 αi 的表达式也已经在附录 (C) 里给出。对
于 ∆S = 0的情形，可以得到类似的表达式。
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在 T p的表达式中用 pµ换掉 ∂µ，可以得到 T p如下结果：

T p(K+(p1)K
+(p2)K

−(p3))

=
1

2m2
B

(2α2pB · p3 + α3pB · (p1 + p2) + 2α5p1 · p2 + α6(p1 + p2) · p3) ,

T p(K+(p1)π
+(p2)π

−(p3))

=
1

2m2
B

(2α2pB · p3 + α3pB · (p1 + p2) + 2α5p1 · p2 + α6(p1 + p2) · p3

+2(α1pB · (p1 − p2) + α4(p1 − p2) · p3)) , (3–26)

T p(π+(p1)π
+(p2)π

−(p3))

=
1

2m2
B

(2α2pB · p3 + α3pB · (p1 + p2) + 2α5p1 · p2 + α6(p1 + p2) · p3) ,

T p(π+(p1)K
+(p2)K

−(p3))

=
1

2m2
B

(2α2pB · p3 + α3pB · (p1 + p2) + 2α5p1 · p2 + α6(p1 + p2) · p3

+2(α1pB · (p1 − p2) + α4(p1 − p2) · p3))

定义Mandelstam变量，s = (p2 + p3)
2; t = (p1 + p3)

2; u = (p1 + p2)
2，其与原

来变量之间关系如下所示：

s+ t+ u = m2
B +m2

1 +m2
2 +m2

3

pB · (p1 − p2) =
1

2
[m2

1 −m2
2 − s+ t]

pB · (p1 + p2) =
1

2
[2m2

B +m2
1 +m2

2 − s− t]

p3 · (p1 − p2) =
1

2
[−m2

1 +m2
2 − s+ t]

p3 · (p1 + p2) =
1

2
[−m2

1 −m2
2 − 2m2

3 + s+ t]

pB · p3 =
1

2
[−m2

1 −m2
2 + s+ t] (3–27)

pB · p2 =
1

2
[m2

B +m2
2 − t]

p1 · p3 =
1

2
[−m2

1 −m2
3 + t]

p1 · p2 =
1

2
[m2

B +m2
3 − s− t]

这样一来就可以用Mandelstam变量 s和 t来表示 T p：

T p(K+(p1)K
+(p2)K

−(p3))
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=
1

m2
B

(α2[−2m2
K+ + s+ t] + α3

1

2
[2m2

B + 2m2
K+ − s− t]

+ α5[m
2
B +m2

K+ − s− t] + α6
1

2
[−4m2

K+ + s+ t])

T p(K+(p1)π
+(p2)π

−(p3))

=
1

2m2
B

(α2[−m2
K+ −m2

π+ + s+ t] + α3
1

2
[2m2

B +m2
K+ +m2

π+ − s− t]

+ α5[m
2
B +m2

π+ − s− t] + α6
1

2
[−m2

K+ − 3m2
π+ + s+ t]

+ α1[m
2
K+ −m2

π+ − s+ t] + α4[−m2
K+ +m2

π+ − s+ t])

T p(π+(p1)π
+(p2)π

−(p3)) (3–28)

=
1

m2
B

(α2[−2m2
π+ + s+ t] + α3

1

2
[2m2

B + 2m2
π+ − s− t]

+ α5[m
2
B +m2

π+ − s− t] + α6
1

2
[−4m2

π+ + s+ t])

T p(π+(p1)K
+(p2)K

−(p3))

=
1

2m2
B

(α2[−m2
π+ −m2

K+ + s+ t] + α3
1

2
[2m2

B +m2
π+ +m2

K+ − s− t]

+ α5[m
2
B +m2

K+ − s− t] + α6
1

2
[−m2

π+ − 3m2
K+ + s+ t]

+ α1[m
2
π+ −m2

K+ − s+ t] + α4[−m2
π+ +m2

K+ − s+ t])

在 SU(3)味对称性的极限下，介子 K+， K−， π+， π− 的质量可以忽略，有

如下结果：

T p(K+(p1)K
+(p2)K

−(p3))

=
1

m2
B

[s(α2 −
1

2
α3 − α5 +

1

2
α6) + t(α2 −

1

2
α3 − α5 +

1

2
α6) +m2

B(α3 + α5)]

T p(K+(p1)π
+(p2)π

−(p3))

=
1

2m2
B

[s(−α1 + α2 −
1

2
α3 − α4 − α5 +

1

2
α6) + t(α1 + α2 −

1

2
α3 + α4 − α5 +

1

2
α6)

+m2
B(α3 + α5)]

T p(π+(p1)π
+(p2)π

−(p3)) (3–29)

=
1

m2
B

[s(α2 −
1

2
α3 − α5 +

1

2
α6) + t(α2 −

1

2
α3 − α5 +

1

2
α6) +m2

B(α3 + α5)]

T p(π+(p1)K
+(p2)K

−(p3))

=
1

2m2
B

[s(−α1 + α2 −
1

2
α3 − α4 − α5 +

1

2
α6) + t(α1 + α2 −

1

2
α3 + α4 − α5 +

1

2
α6)
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+m2
B(α3 + α5)]

为了形式更加简洁，可以用 (s+ t)和 (s− t)这两种组合来表示：

T p(K+(p1)K
+(p2)K

−(p3))

=
1

m2
B

[(s+ t)(α2 −
1

2
α3 − α5 +

1

2
α6) +m2

B(α3 + α5)]

T p(K+(p1)π
+(p2)π

−(p3))

=
1

2m2
B

[(s+ t)(α2 −
1

2
α3 − α5 +

1

2
α6) + (s− t)(−α1 − α4) +m2

B(α3 + α5)]

T p(π+(p1)π
+(p2)π

−(p3)) (3–30)

=
1

m2
B

[(s+ t)(α2 −
1

2
α3 − α5 +

1

2
α6) +m2

B(α3 + α5)]

T p(π+(p1)K
+(p2)K

−(p3))

=
1

2m2
B

[(s+ t)(α2 −
1

2
α3 − α5 +

1

2
α6) + (s− t)(−α1 − α4) +m2

B(α3 + α5)]

需要注意的是，在 SU(3)味对称性下，忽略轻介子K，π质量，会有如下结果：

T p(K+(p1)K
+(p2)K

−(p3)) = T p(π+(p1)π
+(p2)π

−(p3))

T p(K+(p1)π
+(p2)π

−(p3)) = T p(π+(p1)K
+(p2)K

−(p3)) (3–31)

对于 P p的表达式，可以用同样的方式写出类似的结果。

3.2.4 数值计算

将前面叙述过的所有方面结合起来，总的树图振幅 Tt 和企鹅图振幅 Pt 可

以记为：

Tt = T + T p +∆T , Pt = P + P p +∆P (3–32)

由前叙述已知，动量无关的 SU(3)不变理论预期和实验数据不相符。那么，现

在来计算有了另外的两种振幅贡献值后，实验数据是否能够被很好的解释。

3.2.4.1 只考虑 T p和 P p修正

在没有 SU(3)味对称破坏的，情形下，只需要考虑 T p 和 P p 带来的修正。

但是，在这种情形下，在 SU(3)味对称性的极限情况下，仍然有结果：

Tt(K
+K+K−) = Tt(π

+π+π−) , Tt(π
+K+K−) = Tt(K

+π+π−)
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Pt(K
+K+K−) = Pt(π

+π+π−) , Pt(π
+K+K−) = Pt(K

+π+π−)

(3–33)

于是，可以知道：

ACP (π
+K+K−)

ACP (K+π+π−)
= − Br(K+π+π−)

Br(π+K+K−)
(3–34)

但是，这个结果是和实验结果相互矛盾的。

下面来说明加入 T p和 P p之后，衰变分支比 Br的数据的符合情况。在忽

略掉K 和 π介子的质量之后，总的衰变振幅是可以记做：

Tt = aT +
bT

m2
B

(s+ t) +
cT

m2
B

(s− t) , Pt = aP +
bP

m2
B

(s+ t) +
cP

m2
B

(s− t)

(3–35)

其中， s = (p2 + p3)
2，以及 t = (p1 + p3)

2。

由前述的关于 T (q)和 T p的表达式 (对于企鹅图 P 的情况是类似的)，可以
得到 a， b的式子,如下所示：

aT = T +
1

4
(αT

3 + αT
5 ) , bT =

1

2
(αT

2 − 1

2
αT
3 − αT

5 +
1

2
αT
6 ) (3–36)

但是对于 c，只有在衰变 B+ → K+π+π−, π+K+K−中是才不为零，在这两个

衰变的过程中 c 的表达式是：

cT =
1

2
(αT

1 + αT
4 ) (3–37)

于是可以得到衰变的宽度为：

Γ =
MB

512π3

(
| ã |2 +2

3
(ãb̃∗ + b̃ã∗) +

1

2
| b̃ |2 +1

6
| c̃ |2

)
(3–38)

其中，

ã = V ∗
ubVuda

T + V ∗
tbVtda

P , b̃ = V ∗
ubVudb

T + V ∗
tbVtdb

P , c̃ = V ∗
ubVudc

T + V ∗
tbVtdc

P

从上述的公式来看，系数 c 的贡献不会和另外两项有相互影响。由于 c 系

数的存在，相比于衰变 B+ → K+K+K− 和 B+ → π+π+π−，它会提高衰

变 B+ → K+π+π−的分支比，同时它也会提高衰变 B+ → π+K+K−的分支比。

但是加入 c 之后，理论可以更好的符合衰变 B+ → K+π+π− 的实验数据，对

于衰变 B+ → π+K+K− 的符合情况更差了。所以，如果只考虑动量依赖的导

数项 T p 和 P p 的贡献是，理论预期仍然与相应的实验数据不相符合。
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3.2.4.2 只考虑 ∆T 和 ∆P 修正

如果只考虑夸克质量之差导致的 SU(3)味对称性的破坏部分 ∆T 和 ∆P，

在这种情况下，动量依赖部分的 T p 和 P p 则为零。为了计算的方便，可以

将 ∆T 转换成另外一种等价的形式，即按照如下的方式将四个衰变道的 ∆T 做

整体的改变，并将改变的部分归入到 SU(3)味对称性不变的振幅 (3–14) 部分
里面。变化方式如下所示：

T (π+π+π−)t = T ′ = T +∆T (π+π+π−)

T (K+K+K−)t = T ′ +∆T ′(K+K+K−)

T (π+K+K−)t = T ′ +∆T ′(π+K+K−)

T (K+π+π−)t = T ′ +∆T ′(K+π+π−) (3–39)

其中，

∆T ′(K+K+K−) = ∆T (K+K+K−)−∆T (π+π+π−)

∆T ′(π+K+K−) = ∆T (π+K+K−)−∆T (π+π+π−)

∆T ′(K+π+π−) = ∆T (K+π+π−)−∆T (π+π+π−) (3–40)

于是得到不同衰变道之间 ∆T 的关系式：

∆T ′(K+K−K+)−∆T ′(K+π+π−) = ∆T ′(π+K+K−) (3–41)

在下面的数值分析中，将 ∆T ′(K+π+π−)和 ∆T ′(π+K+K−) 作为独立的参数。

对于振幅 P 的情况，可以通过类似的操作。

然后可以将四中衰变的衰变振幅写出来：

A(π+π+π−) = V ∗
ubVudT

′ + V ∗
tbVtdP

′ (3–42)

A(K+K+K−) = V ∗
ubVus[T

′ +∆T ′(K+K+K−)] + V ∗
tbVts[P

′ +∆P ′(K+K+K−)]

A(π+K+K−) = V ∗
ubVud[T

′ +∆T ′(π+K+K−)] + V ∗
tbVtd[P

′ +∆P ′(π+K+K−)]

A(K+π+π−) = V ∗
ubVus[T

′ +∆T ′(K+π+π−)] + V ∗
tbVts[P

′ +∆P ′(K+π+π−)]

对于 B− 衰变的情况，只需要在衰变振幅中分别用 V ∗
ubVuq 和 V ∗

tbVtq，来替

换 VubV
∗
uq 和 VtbV

∗
tq 即可。因为所有的参数共同改变相同的相位不会对物理结果
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造成影响，所以，可以将 T ′ 选为实数，并将其他复参数记为：P ′ = Pa + Pbi,
∆T ′ = ∆Ta +∆Tbi, ∆P ′ = ∆Pa +∆Pbi。

其中，衰变振幅中的 CKM矩阵元 Vij 已经在实验中有测量，在本小节的数

值计算中直接使用它们的实验数据，数据来自 PDG参数化形式的夸克混合角
和 CP破坏相角：

θ13 = 0.0034+0.0002
−0.0001 , θ23 = 0.0412+0.0011

−0.0007 , θ12 = 0.2273+0.0007
−0.0007

δ = 1.208+0.057
−0.039 (3–43)

在前面 SU(3)味对称性的理论预期与实验数据对比中，其中 ACP (π
+π+π−)与

ACP (K
+K+K−)的比值的理论预期与其对应的实验数据符合的较好。所以对于

这两个衰变道来讲，可以假设它们的衰变振幅不会被 SU(3)味对称性的破会而

修正。这意味着：T ′(K+K+K−) = T ′(π+π+π−)。此外，关于 ∆T 还有关系式：

∆T ′(K+K+K−) = ∆T ′(π+π+π−) = 0

∆T ′(K+π+π−) = −∆T ′(π+K+K−) (3–44)

在这种情况下，七个独立的参数：T , Pa, Pb, ∆Ta , ∆Tb, ∆Pa和 ∆Pb，去拟合八

个实验数据：包括四个衰变的分支比 Br 和 Acp。根据相应的八个实验数据，通

过如下方式构造 χ函数：

χ2 =
(Acp0− 0.117)2

0.0242
+

(Acp1− 0.032)2

0.0112
+

(Acp2 + 0.141)2

0.0442
(3–45)

+
(Acp3 + 0.043)2

0.0122
+

(Br0− 15.2× 10−6)2

(1.4× 10−6)2
+

(Br1− 51× 10−6)2

(3× 10−6)2

+
(Br2− 5× 10−6)2

(0.7× 10−6)2
+

(Br3− 34× 10−6)2

(1× 10−6)2

χ2的最小值为 0.044。与此对应的参数的中心值为 (带有 1σ的误差范围)：

T ′ = (2.70+0.14
−0.12)× 10−5

P ′ = Pa + Pbi = (4.16+0.07
−0.05)× 10−6 − (7.22+1.2

−1.0)× 10−7i

∆T ′ = ∆Ta +∆Tbi = (−2.04+0.21
−0.20)× 10−5 − (2.05+0.19

−0.17)× 10−5i

∆P ′ = ∆Pa +∆Pbi = (−1.74+0.25
−0.24)× 10−6 − (4.06+0.32

−0.31)× 10−6i

(3–46)
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由此拟合出的参数的中心值，可以得出 B+的四种衰变模式的 ACP 和 Br。下

面的列表对比了由拟合出的参数得到的 ACP， Br 的数值和相应的实验数据。

通过对比发现，拟合出的参数的值可以和实验数据符合的很好。

表 3–2包含 SU(3)破坏效应的拟合结果与实验数据的对比。(第一，二，三列的输出值分
别对应于式 (3–46)， (3–47)， (3–53)的输入参数)

B+衰变模式 ACP [输出值] ACP [实验值]
K+π+π− 0.031, 0.032, 0.032 0.032± 0.011

K+K+K− −0.042, −0.043, −0.043 −0.043± 0.012

π+π+π− 0.120, 0.117, 0.118 0.117± 0.024

π+K+K− −0.142, −0.143, −0.140 −0.141± 0.044

B+衰变模式 Br(10−6)[输出值] Br(10−6)[实验值]
K+π+π− 51.0, 51.0, 51.1 51.0± 3.0

K+K+K− 33.9, 34.1, 33.9 34.0± 1.0

π+π+π− 15.2, 15.2, 15.2 15.2± 1.4

π+K+K− 5.0, 5.0, 5.0 5.0± 0.7

比值 ACP (π
+π+π−)/ACP (K

+K+K−) 的理论预期和实验数据的相符使得

前文做出假设，这两个衰变道没有 SU(3) 味对称性的破坏。如果在这里假

设 ∆T ′(K+K+K−)并不为零，同样的拟合实验数据的方法可以得到如下的参

数的数值：

T ′ = 1.7× 10−5 , P ′ = −4.5× 10−6 − 5.7× 10−7i

∆T ′(K+π+π−) = 3.3× 10−5 + 4.2× 10−5i

∆P ′(K+π+π−) = −3.3× 10−6 − 4.4× 10−6i

∆T ′(π+K+K−) = −3.4× 10−5 − 1.8× 10−5i

∆P ′(π+K+K−) = −4.5× 10−6 − 5.7× 10−7i (3–47)

这样的话，ACP (π
+π+π−)/ACP (K

+K+K−) = −2.7同样和实验数据的值相符

合。此情况下得到的参数计算出的 ACP 和 Br的数值写在上述表格 (3–2) 的第
二列。

所以，如果只是考虑SU(3)味对称性的破坏效应的话，可以得到和ACP 和Br实
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验数据相符合的参数的解，但是在这种情况下，由拟合出的参数的数值可以发

现， SU(3)的味对称性的破坏效应会很大。

3.2.4.3 同时考虑 SU(3)味对称性破坏和动量依赖项的贡献

现在来分析同时考虑 SU(3)味对称性破坏的效应 ∆T 和 ∆P ，以及动量依

赖项的贡献 T p 和 P q。尤其是在考虑了 T p 和 P p 时，拟合实验数据的参数能

否得到比较小的 SU(3)对称性破坏的效应。

在不忽略 mK 和 mπ 的情况下，两次导数的项中也会有 SU(3)味对称性的

破坏。这些多出来的项同时满足前述关系式：

∆T p(K+K−K+)−∆T p(K+π+π−) = ∆T p(π+K+K−)−∆T p(π+π+π−)

(3–48)

于是可以通过与前述类似的重新定义振幅的方法，将衰变 B+ → π+π+π−的

∆T p(π+π+π−) 归入到 SU(3)味对称性的振幅里面，所以有结果：

Tt = aT +
bT

m2
B

(s+ t) +
cT

m2
B

(s− t) + ∆aT

Pt = aP +
bP

m2
B

(s+ t) +
cP

m2
B

(s− t) + ∆aP (3–49)

其中，

∆aT (π+π+π−) = 0

∆aT (K+K+K−) = ∆T ′(K+K+K−)

∆aT (K+π+π−) = ∆T ′(K+π+π−)

∆aT (π+K+K−) = ∆T ′(π+K+K−) (3–50)

如果用 aT +∆aT 和 aP +∆aP 代替 aT 和 aP ，如下的计算衰变宽度的公式：

Γ =
MB

512π3

(
| ã |2 +2

3
(ãb̃∗ + b̃ã∗) +

1

2
| b̃ |2 +1

6
| c̃ |2

)
(3–51)

通过数据拟合，不能找到使得味对称破缺∆T ′和∆P ′比 T ′和 P ′小一个或者几

个数量级的解。下面所示的是一组与实验数据符合的很好的参数值：

aT = 1.3× 10−5 , aP = 1.1× 10−6 + 5.7× 10−6i
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bT = 1.1× 10−5 − 1.2× 10−5i , bP = 7.0× 10−6 − 2.1× 10−5i

cT = 2.4× 10−5 + 4.3× 10−5i , cP = 1.5× 10−5 + 3.4× 10−5i

∆aT (K+π+π−) = −1.2× 10−5 − 1.1× 10−5i (3–52)

∆aP (K+π+π−) = 3.0× 10−6 − 1.4× 10−6i

∆aT (K+K−π+) = −1.4× 10−5 + 1.4× 10−5i

∆aP (K+K−π+) = −3.8× 10−6 + 5.0× 10−6i

所以，在同时考虑了 ∆T 和 ∆P，以及 T p 和 P q 时，可以拟合出和实验数据

相符的参数值，但是从拟合出的参数结果 (3–53) 中可以看出，这种情况下
的 SU(3)味对称性的破坏依然很大。

关于对 B± 介子的三体非轻衰变，我们也考虑了从 U -spin (d和 s)味对称
性的角度来研究[46]，可以得到跟上述结果一致的结论。

3.3 B → PPP 衰变振幅的 SU(3)和同位旋对称性破坏效应

3.3.1 B → PPP 衰变振幅的线性关系

前面所述的从 SU(3) 夸克味道对称性对 B+ 介子的衰变过程的分析可

以应用到 B0
d 和 B0

s 的三体非轻衰变中。B
0
d 和 B0

s 有许多不同的衰变道，一

些研究组做过这方面的研究[47]，而我们会从 SU(3) 味道对称性角度找出一

些衰变振幅之间的关系。另外由于衰变的过程中有较大的味道对称性破

坏，从不同的 B0
d 和 B0

s 的衰变道中找到一些不受味道对称性破坏影响的

线性关系会使得我们可以更好地了解 B 介子的衰变。在这一节中，我们会

从 B → PPP 全对称衰变振幅的角度来分析。全对称的衰变振幅 AFS 和通常

的衰变振幅 A(P1(p1)P2(p2)P3(p3))的关系如下所示[48]：

AFS(P1P2P3) = (3–53)
1√
3
(A(P1(p1)P2(p2)P3(p3)) + A(P1(p2)P2(p3)P3(p1)) + A(P1(p3)P2(p1)P3(p2)))

其中，末态粒子 P1,2,3的动量为 p1,2,3。

下面我们会用衰变 B+ → K0π+π0 和 B0
d → K+π0π− 来说明为什么不同衰

变道的全对称的衰变振幅之间会有线性关系。展开 T 的表达式 (3–12)，可以得
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到：

T (B0 → K+π−π0) = T (B+ → K0π+π0) =
√
2
(
c(6) + d(6) + 2c(15) + 2d(15)

)
由于衰变振幅要含有动量依赖的部分，应该确认在考虑了动量依赖部分的振幅

贡献后，上述衰变道的相等关系是否还成立。展开动量依赖部分的振幅 T p(附
录 (C)):

T p(B+ → K0π+π0) = (3–54)

α1pB · p1 + α2pB · p2 + α3pB · p3 + α4p1 · p2 + α5p1 · p3 + α6p2 · p3
T p(B0

d → K+π0π−) =

β1pB · p1 + β2pB · p2 + β3pB · p3 + β4p1 · p2 + β5p1 · p3 + β6p2 · p3

其中上式中的系数 αi和 βi由下式给出：

α1 =
√
2
(
c′(6)2 + 2c′(15)2 + d′(6)3 + 2d′(15)3

)
α2 =

1√
2

(
−b′(6)1 + b′(6)2 − 3b′(15)1 + 3b′(15)2 + c′(3)2 − c′(3)3 + c′(6)1

+ c′(6)3 + c′(15)1 + 3c′(15)3 + d′(6)1 + d′(6)3 + 5d′(15)1 − d′(15)3
)

(3–55)

α3 =
1√
2

(
b′(6)1 − b′(6)2 + 3b′(15)1 − 3b′(15)2 − c′(3)2 + c′(3)3 + c′(6)1 + c′(6)3

+ 3c′(15)1 + c′(15)3 + d′(6)1 + 2d′(6)2 − d′(6)3 − d′(15)1 + 4d′(15)2 + d′(15)3
)

α4 =
1√
2

(
−b′′(6)2 + b′′(6)3 − 3b′′(15)2 + 3b′′(15)3 + c′′(3)1 − c′′(3)2 + c′′(6)1 + c′′(6)3

+ c′′(15)1 + 3c′′(15)2 − d′′(6)1 + 2d′′(6)2 + d′′(6)3 + d′′(15)1 − d′′(15)2 + 4d′′(15)3
)

α5 =
1√
2

(
b′′(6)2 − b′′(6)3 + 3b′′(15)2 − 3b′′(15)3 − c′′(3)1 + c′′(3)2 + c′′(6)1

+ c′′(6)3 + 3c′′(15)1 + c′′(15)2 + d′′(6)1 + d′′(6)3 − d′′(15)1 + d′′(15)2
)

α6 =
√
2
(
c′′(6)2 + 2c′′(15)3 + d′′(6)1 + 2d′′(15)1

)
以及：

β1 =
√
2
(
c′(6)2 + 2c′(15)2 + d′(6)3 + 2d′(15)3

)
β2 =

1√
2

(
b′(6)1 − b′(6)2 + b′(15)1 − b′(15)2 + c′(3)2 − c′(3)3 + c′(6)1 + c′(6)3

+ c′(15)1 + 3c′(15)3 + d′(6)1 + 2d′(6)2 − d′(6)3 − 3d′(15)1 + 4d′(15)2 + 3d′(15)3
)
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β3 =
1√
2

(
−b′(6)1 + b′(6)2 − b′(15)1 + b′(15)2 − c′(3)2 + c′(3)3 + c′(6)1

+ c′(6)3 + 3c′(15)1 + c′(15)3 + d′(6)1 + d′(6)3 + 7d′(15)1 − 3d′(15)3
)

(3–56)

β4 =
1√
2

(
b′′(6)2 − b′′(6)3 + b′′(15)2 − b′′(15)3 + c′′(3)1 − c′′(3)2 + c′′(6)1

+ c′′(6)3 + c′′(15)1 + 3c′′(15)2 + d′′(6)1 + d′′(6)3 − 3d′′(15)1 + 7d′′(15)2
)

β5 =
1√
2

(
−b′′(6)2 + b′′(6)3 − b′′(15)2 + b′′(15)3 − c′′(3)1 + c′′(3)2 + c′′(6)1 + c′′(6)3

+ 3c′′(15)1 + c′′(15)2 − d′′(6)1 + 2d′′(6)2 + d′′(6)3 + 3d′′(15)1 − 3d′′(15)2 + 4d′′(15)3
)

β6 =
√
2
(
c′′(6)2 + 2c′′(15)3 + d′′(6)1 + 2d′′(15)1

)
如果只是从上式所给的系数 αi 和 βi 来看，T p(B+ → K0π+π0) 和 T p(B0

d →
K+π0π−)不再相等。但是仍然有结论：

α1 + α2 + α3 = β1 + β2 + β3, α4 + α5 + α6 = β4 + β5 + β6 (3–57)

这使得在考虑全对称的衰变振幅的时候，可以有：

T p(B+ → K0π+π0)FS = T p(B0
d → K+π0π−)FS (3–58)

同理，企鹅图振幅 P 和 P p有相似的性质。

全对称的衰变振幅AFS = VubV
∗
uq(TFS + T p

FS) + VtbV
∗
tq(PFS +P p

FS)满足如下

等式：

A(B+ → K0π+π0)FS = A(B0
d → K+π0π−)FS (3–59)

从这个例子可以看出，在考虑全对称的衰变振幅的时候我们可以找到更多的关

系式。

如果对所有的衰变道都做类似的计算，可以得到的关系式如下：对于 b̄ →
s̄诱导的衰变，有[48]：

1. B → Kππ

S1.1 = A(B+ → K0π+π0)FS −A(B0 → K+π0π−)FS = 0

S1.2 =
√
2A(B+ → K0π+π0)FS −A(B0 → K0π+π−)FS + 2A(B0 → K0π0π0)FS = 0
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S1.3 =
√
2A(B0 → K+π0π−)FS +A(B+ → K+π+π−)FS − 2A(B+ → K+π0π0)FS = 0

2. B → KKK̄

S2.1 = −A(B+ → K+K+K−)FS +A(B+ → K+K0K̄0)FS

+A(B0 → K0K+K−)FS −A(B0 → K0K0K̄0)FS = 0

3. B0
s → πKK̄

S3.1 =
√
2A(B0

s → π0K+K−)FS −
√
2A(B0

s → π0K0K̄0)FS

−A(B0
s → π−K+K̄0)FS −A(B0

s → π+K−K0)FS = 0

4. B0
s → πππ

S4.1 = 2A(B0
s → π0π0π0)FS −A(B0

s → π0π+π−)FS = 0

对于 b̄→ d̄诱导的衰变，有：

1. B → πKK̄

D1.1 = −
√
2A(B0 → π0K+K−)FS +A(B0 → π+K0K−)FS −A(B+ → π+K+K−)FS

+
√
2A(B0 → π0K0K̄0)FS +A(B0 → π−K+K̄0)FS

+A(B+ → π+K0K̄0)FS −
√
2A(B+ → π0K+K̄0)FS = 0

2. B → πππ

D2.1 = 2A(B0 → π0π0π0)FS −A(B0 → π+π0π−)FS = 0

D2.2 = 2A(B+ → π+π0π0)FS −A(B+ → π−π+π+)FS = 0

3. B0
s → Kππ

D3.1 = −2A(B0
s → K̄0π0π0)FS +A(B0

s → K̄0π+π−)FS −
√
2A(B0

s → K−π+π0)FS = 0

3.3.2 SU(3)和同位旋对称性破坏效应

SU(3)夸克味道对称性破坏效应主要来自 u, d和 s夸克的质量差别。类

似于前面章节考虑 B+ 介子衰变时考虑对称性破坏效应的方法，我们将 u,
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d 和 s 夸克质量矩阵用单位矩阵 I 和盖尔曼矩阵 λ3和 λ8:
mu 0 0

0 md 0

0 0 ms

 =
1

3
(mu +md +ms)I +

1

2
(mu −md)X +

1

6
(mu +md − 2ms)W

(3–60)

在上式中 X 和W 矩阵如下所示：

X =


1 0 0

0 −1 0

0 0 0

 , W =


1 0 0

0 1 0

0 0 −2

 (3–61)

与 s夸克质量相比，u和 d夸克质量要小很多， SU(3)味道对称性主要来自较

大的ms。如果忽略 s夸克质量，SU(3)对称性剩下的则为同位旋对称性。那么

在研究 SU(3)味对称性时，不需要考虑与 X 矩阵成正比的项的贡献，只需要

考虑W 矩阵的贡献。在考虑同位旋对称性破坏的时候则只要考虑 X 矩阵的贡

献。

3.3.2.1 SU(3)味对称性破坏效应

在考虑衰变的味对称性破坏时，我们的方法与前面章节考虑味对称性破

坏的方法一样。通过在 T 振幅表达式中插入 W 矩阵来构建考虑对称性破坏

之后的衰变振幅。对于衰变道 B+ → K0π+π0 和 B0 → K+π0π−，衰变振幅

的 SU(3)对称性破坏修正 ∆T ，如下所示：

△T (B+ → K0π+π0) =
√
2
(
cT1 (6) +

√
2cT2 (6)− 2cT3 (6) +

√
2cT4 (6) + cT5 (6) + cT1 (15)

+ cT2 (15)− 2cT3 (15) + cT4 (15) + cT5 (15) + dT1 (6) + dT2 (6)− 2dT3 (6) + dT4 (6)

+ dT5 (6) + dT1 (15) + dT2 (15)− 2dT3 (15) + dT4 (15) + dT5 (15)
)

(3–62)

并且：

△T (B0 → K+π0π−) = △T (B+ → K0π+π0) (3–63)

这也使得这两个衰变道的全对称衰变振幅在考虑了 SU(3)对称性破坏之后仍然

成立。也即：

S1.1 = A(B0 → K+π0π−)FS −A(B+ → K0π+π0)FS = 0 (3–64)

— 46 —



上海交通大学硕士学位论文 第三章 从 SU(3)味对称性的角度分析 B 介子的三体衰变

需要注意的是即使 SU(3)对称性破坏会改变上述两个衰变道中每一个的振幅，

但是两个衰变道之间的线性关系并没有改变。通过做类似的计算，可以得到前

面所述的全对称的衰变振幅的线性关系仍然成立。也即：

S1.1 = 0 , S2.1 = 0 , S1.3 = 0 S2.1 = 0 , S3.1 = 0 , S4.1 = 0

D1.1 = 0 , D2.1 = 0 , D2.2 = 0 , D3.1 = 0 (3–65)

上述等式在考虑了 SU(3)味道对称性破坏之后仍然成立。

实验上如果可以证实上述的线性关系，那么 B 介子衰变的 SU(3)味对称

性的分析方法就可以有重要的实验支持。

3.3.2.2 同位旋对称性破坏效应

u和 d夸克质量的不同导致了同位旋对称性的破坏。这一节将考虑上述全

对称的衰变振幅的线性关系在同位旋对称性破坏下是否还成立。

考虑同位旋对称性破坏的方法类似于前面一节讨论 SU(3)对称性破坏的方

法，不同的是，对于同位旋破坏的方法将使用 X 矩阵。对于缩并矩阵之后得

到的独立项的系数记为，aT
I

i , bT I

i , cT I

i 和 dT
I

i 。展开考虑了同位旋破坏效应的振

幅 ∆T I，我们发现在上述的全对称衰变振幅的线性关系式中，只有 S4.1 (3–60)
仍然成立，其他的线性关系在考虑了同位旋效应之后都不在成立了。

对于衰变 B0
s → π0π0π0 和 B0

s → π+π−π0，其中的每一个衰变道的衰变振

幅都受到同位旋对称性破坏的影响，如下所示：

∆T I(B0
s → π0π0π0) =√

2

2
(aT

I

2 (3) + 2aT
I

2 (15) + 2aT
I

3 (15) + bT
I

2 (15) + bT
I

3 (15) + bT
I

4 (15) + bT
I

5 (15))

∆T I(B0
s → π+π−π0) =

√
2(aT

I

2 (3) + 2aT
I

2 (15) + 2aT
I

3 (15) + bT
I

2 (15) + bT
I

3 (15) + bT
I

4 (15) + bT
I

5 (15))

但是同位旋对称性破坏效应对这两个衰变道的影响可以满足下述关系：

S4.1 = 2A(B0
s → π0π0π0)FS −A(B0

s → π0π+π−)FS = 0. (3–66)

所以，可以看出 S4.1 = 0这个关系式不受 s夸克质量引起的 SU(3)味道对称性

破坏的影响，同时也不受 u 和 d夸克质量之差引起的同位旋对称性破坏的影

响。
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我们还发现了其他一些不受同位旋对称性破坏效应影响的线性关系。对

于 b̄ → s̄ 诱导的衰变道，新的关系式可以将 S1.2和 S1.3 (3–60)联系起来，如
下所示：

[
√
2∆T I(B+ → K0π+π0)−∆T I(B0 → K0π+π−) + 2∆T I(B0 → K0π0π0)]

= −[
√
2∆T I(B0 → K+π−π0) + ∆T I(B+ → K+π+π−)

− 2∆T I(B+ → K+π0π0)] (3–67)

即使上述等式左右两边在考虑了同位旋对称性破坏之后不再为零，但是他们有

关系：

S1.2 = −S1.3 ̸= 0 (3–68)

对于 b̄→ d̄诱导的衰变道，有：

[2∆T I(B+ → π0π0π+)−∆T I(B+ → π−π+π+)]

= −[−2∆T I(B0
s → K̄0π0π0) + ∆T I(B0

s → K̄0π+π−)

−
√
2∆T I(B0

s → K−π+π0)]
√
2[2∆T I(B0 → π0π0π0)−∆T I(B0 → π+π−π0)] (3–69)

= −[2∆T I(B+ → π0π0π+)−∆T I(B+ → π−π+π+)]

在考虑了同位旋对称性破坏之后，D2.1, D2.2和D3.1 (3–60)都不再为零。但是
上式表示：

√
2D2.1 = −D2.2 ̸= 0 , D2.2 = −D3.1 ̸= 0 (3–70)

所有这些在考虑了 SU(3)和和同位旋对称性破坏效应之后仍然成立的线性关系

如果可以在实验上得到验证，这些线性关系就会对 B介子衰变提供更多重要的

信息。

3.4 本章小结

本章第一部分首先从 SU(3)味对称性的角度分析了 B+ 介子的带电三体

衰变，并从夸克味道对称性的角度对衰变 B+ → π+K+K−, B+ → π+π+π−,
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B+ → K+K+K− 和 B+ → K+π+π− 做出了关于 ACP 之间关系的理论预期。

发现理论预期与相关的实验数据不相符，于是需要在 SU(3)味对称性之外，考

虑别的方面的衰变振幅贡献。然后分别考虑 u， d和 s夸克之间质量之差造成

的 SU(3)味对称性的破坏以及在 SU(3)对称性下依赖于末态粒子动量的振幅

贡献。在进行了相关的数值计算分析之后，发现必须考虑比较大的 SU(3) 味道

对称性破坏效应才能比较好的解释实验数据。

第二部分，从 SU(3)味道对称性出发考虑了 B+，B0
d 和 B0

s 的全对称的衰

变振幅，找出了不同衰变道之间的衰变振幅的线性关系。然后考虑了 SU(3)和

同位旋的对称性破坏效应对所得到的全对称的衰变振幅的影响，并找出了不受

对称性破坏影响的线性关系。
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全文总结

本文主要研究了夸克味道混合矩阵的问题以及 B± 介子的带电三体非轻

衰变。在夸克味道混合方面介绍了一种新的参数化 CKM 矩阵的方法。而对
于 B± 介子衰变，从夸克味道对称性来构建衰变振幅，并考虑了其他可能的振

幅贡献，并进行了相关的数值分析计算。下面将主要结果总结如下：

夸克味道混合方面，首先介绍了九种数学上等价的 CKM矩阵的参数化方
式，在这九种参数化方式中，选取了三代夸克之间的三个混合角以及一个表示

CP破坏的相角作为参数。但是在这九种参数化中，夸克混合角和表示 CP破
坏的相角都不是实验中的可观测量，参数值的大小会依赖所选参数的方法而不

同。由于 CKM矩阵是幺正矩阵，由其幺正性条件可以再复平面中定义一个幺
正三角形，其中幺正三角形的内角 α，β 和 γ 均为实验中的客观测量。同时注

意到 CKM矩阵的矩阵元的绝对值 Vij 亦是实验上的客观测量。在本文介绍的

新的 CKM矩阵的参数化的方法中，选择三个矩阵元的绝对值 Vij 以及幺正三

角形三个内角 α，β 和 γ 中的一个作为标志 CP破坏的相角作为四个独立的参
数来参数化 CKM矩阵。由于所选择的四个参数均为实验中的客观测量，所以
不存在参数值对参数方法选择的依赖问题。并且通过研究发现，不能通过选择

三个夸克混合角加上 α，β 和 γ 中的一个作为四个独立参数来实现参数化。然

后给出了对应于新的 12种参数化的类似Wolfenstein参数化的构建方法。此外，
还指出由于 β 角是现在实验中测量的最为准确的一个，所以在用新的方法参数

化 CKM矩阵的时候，选择将 β 角作为标志 CP破坏的相角是最好的选择。

在B±介子的带电三体衰变方面，首先从 SU(3)味对称性角度分析了B+的

四种衰变方式：B+ → π+K+K−, B+ → π+π+π−, B+ → K+K+K− 和 B+ →
K+π+π−的衰变分支比和 ACP。在 SU(3)对称性下构建出与末态粒子动量无关

的衰变振幅，并由此对四个衰变模式之间的 ACP 的关系做了对称性的理论预

期，但是实验数据和相应的对称性理论预期不相符合。通过考虑由 u，d和 s夸

克之间质量的差别导致的 SU(3)夸克味道对称性的破坏，以及通过对粒子场求

两次导数 (保持洛伦兹不变的最低阶的导数项)导致的末态粒子动量相关振幅的
贡献，修正了 B+ 介子的衰变振幅。然后对修正之后的衰变振幅做了数值计算
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的分析，由实验数据拟合出了较好的参数的值，但是由参数的拟合结果可以知

道，必须考虑比较大的 SU(3)对称性破坏效应才可以较好的解释相应的实验数

据。然后我们又从 SU(3)味道对称性的角度分析了 B0
s ，B0

d ，B+的衰变，在

考虑了衰变的全对称的衰变振幅的情况下找出了不同的衰变道的衰变振幅的一

些线性关系。最后在考虑了 SU(3)和同位旋对称性的破坏效应之后，又找出了

那些不受味对称性破坏影响的线性关系。现在 LHCb和其他一些实验组还在继
续 B 介子的实验，在未来有了更多的 B 介子衰变的实验数据的情况下，可以

对 B 的带电三体衰变做更为全面的分析和研究。
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附录 A α, β, γ 参数化方法的表示矩阵

CKM矩阵的 12种不同形式的 α, β, γ 参数化方法表示如下：

V α1
CKM =


|Vud| |Vus| |Vub|
|Vcd| − (|Vus|2−|Vtd|2)|Vud|+|Vub||Vtd||Vtb|e−iα

|Vus||Vcd|
|Vtd||Vtb|e−iα−|Vud||Vub|

|Vcd|

|Vtd| |Vub||Vtb|e−iα−|Vud||Vtd|
|Vus| −|Vtb|e−iα



V α2
CKM =


|Vud| |Vus| |Vub|

|Vtd||Vtb|eiα−|Vud||Vub|
|Vcb|

(|Vud|2−|Vcb|2)|Vub|−|Vud||Vtd||Vtb|eiα
|Vus||Vcb|

|Vcb|
−|Vtd|eiα |Vud||Vtd|eiα−|Vub||Vtb|

|Vus| |Vtb|



V α3
CKM =


|Vud| − |Vud||Vtd|−|Vtb||Vub|eiα

|Vts| −|Vub|eiα

|Vcd| (|Vtb|2−|Vcd|2)|Vtd|−|Vub||Vud||Vtb|eiα
|Vts||Vcd|

|Vud||Vub|eiα−|Vtd||Vtb|
|Vcd|

|Vtd| |Vts| |Vtb|



V α4
CKM =


−|Vud|e−iα − |Vub||Vtb|−|Vtd||Vud|e−iα

|Vts| |Vub|
− |Vtd||Vtb|−|Vud||Vub|e−iα

|Vcb|
− (|Vcb|2−|Vtd|2)|Vtb|+|Vud||Vtd||Vub|e−iα

|Vts||Vcb|
|Vcb|

|Vtd| |Vts| |Vtb|



V β1

CKM =


|Vud| − (|Vud|2−|Vcb|2)|Vcd|+|Vcb||Vtd||Vtb|eiβ

|Vcs||Vud|
− |Vcb||Vcd|−|Vtd||Vtb|eiβ

|Vud|

|Vcd| |Vcs| |Vcb|
|Vtd| |Vcb||Vtb|eiβ−|Vcd||Vtd|

|Vcs| −|Vtb|eiβ



V β2

CKM =


|Vtd||Vtb|e−iβ−|Vcb||Vcd|

|Vub|
(|Vcd|2−|Vub|2)|Vcb|−|Vcd||Vtd||Vtb|e−iβ

|Vcs||Vub|
|Vub|

|Vcd| |Vcs| |Vcb|
−|Vtd|e−iβ |Vcd||Vtd|e−iβ−|Vcb||Vtb|

|Vcs| |Vtb|
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V β3

CKM =


|Vud| − (|Vud|2−|Vtb|2)|Vtd|+|Vtb||Vcd||Vcb|e−iβ

|Vts||Vud|
− |Vtd||Vtb|−|Vcb||Vcd|e−iβ

|Vud|

|Vcd| |Vcb||Vtb|e−iβ−|Vcd||Vtd|
|Vts| −|Vcb|e−iβ

|Vtd| |Vts| |Vtb|



V β4

CKM =


− |Vtd||Vtb|−|Vcb||Vcd|eiβ

|Vub|
− (|Vub|2−|Vtd|2)|Vtb|+|Vtd||Vcb||Vcd|eiβ

|Vts||Vub|
|Vub|

−|Vcd|eiβ − |Vcb||Vtb|−|Vcd||Vtd|eiβ
|Vts| |Vcb|

|Vtd| |Vts| |Vtb|



V γ1
CKM =


|Vud| |Vus| |Vub|
|Vcd| − |Vud||Vcd|−|Vub||Vcb|eiγ

|Vus| −|Vcb|eiγ

|Vtd| (|Vub|2−|Vtd|2)|Vud|−|Vub||Vcd||Vcb|eiγ
|Vus||Vtd|

− |Vud||Vub|−|Vcd||Vcb|eiγ
|Vtd|



V γ2
CKM =


|Vud| |Vus| |Vub|

−|Vcd|e−iγ |Vud||Vcd|e−iγ−|Vub||Vcb|
|Vus| |Vcb|

|Vcd||Vcb|e−iγ−|Vud||Vub|
|Vtb|

(|Vud|2−|Vtb|2)|Vub|−|Vud||Vcd||Vcb|e−iγ

|Vus||Vtb|
|Vtb|



V γ3
CKM =


|Vud| − |Vud||Vcd|−|Vub||Vcb|e−iγ

|Vcs| −|Vub|e−iγ

|Vcd| |Vcs| |Vcb|
|Vtd| (|Vcb|2−|Vtd|2)|Vcd|−|Vcb||Vud||Vub|e−iγ

|Vcs||Vtd|
|Vud||Vub|e−iγ−|Vcd||Vcb|

|Vtd|



V γ4
CKM =


−|Vud|eiγ |Vud||Vcd|eiγ−|Vub||Vcb|

|Vcs| |Vub|
|Vcd| |Vcs| |Vcb|

|Vud||Vub|eiγ−|Vcd||Vcb|
|Vtb|

(−|Vtb|2+|Vcd|2)|Vcb|−|Vcd||Vud||Vub|eiγ
|Vcs||Vtb|

|Vtb|
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附录 B SU(3)破坏项振幅

SU(3)破坏项的振幅 T (q)表示为：

∆T (q) = aT1 (3)BiH
a(3)W i
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SU(3)破坏项的振幅 P (q)可以用类似的方法得到。
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SU(3)对称性下振幅 T p的动量依赖项：
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