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I 

投影壳模型对超重核转动性质的研究 

摘 要 
 

基于最近实验发现的 256
Rf 核转动带，我们利用投影壳模型对其进

行了理论计算，并和实验进行了比对。我们还对其它相邻同位素的性

质进行了预言。针对超重核结构的研究有助于我们发现超重稳定岛的

具体位置。 

我们所用的投影壳模型从一组形变的 Nilsson 基开始，通过 BCS

方法考虑对关联相互作用。然后通过角动量投影方法将被破坏的角动

量守恒恢复，再对哈密尔顿量对角化，求得能量本征值和波函数。投

影壳模型有具体计算快，结果的物理意义明显等特点，是一种研究原

子核结构的常用工具。 

在我们的课题研究中，运用了投影壳模型方法对 Rf 同位素核的旋

转性质进行了计算分析。通过对结果的分析整理，我们得到并且绘制

了 Rf 转动带的能级图，然后对晕带的结构进行了分析。发现了导致带

交叉现象发生的原因是组态结构的变化。我们还对转动惯量，B(E2)，

g 因子进行了计算求解。得出的结果和能带交叉所表现出的结构特性

相一致。虽然没有相应的实验数据可以验证，但是也对今后的研究做

出了预测。 

最后我们总结了现在取得的理论成果，以及工作中的不足之处，

可以留待今后进行改进。论文还简单介绍了核物理的一些热点前沿问

题以及几种常用的原子核结构模型。 

 

关键词（四号黑体）：投影壳模型，超重核，转动带，转动惯量，g 因

子，电磁跃迁
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II 

STUDY OF ROTATIONAL PROPERTIES OF THE 

SUPERHEAVY NUCLEUS BY PROJECTED SHELL 

MODEL 

ABSTRACT 
 

For the rotational band in 
256

Rf, which has been measured recently, 

we apply the projected shell model to calculate it and compare the results 

with the experiment data. We have also made predictions for the isotopes 

in the vicinity of 
256

Rf. The study of the structure of superheavy nuclei 

would help in finding the precise location of the superheavy island of 

stability. 

We start from a set of deformed Nilsson bases, and take pairing forces 

into account through the BCS method. Then the violated rotational 

symmetry is restored by the method of angular momentum projection. 

Through the diagonalization of the Hamiltonian, we obtain the eigenvalues 

and wavefunctions. The PSM is a conventional tool to study the structure 

of nuclei, which allows fast calculations and can provide clear physical 

explanations for results. 

In this thesis, we discuss the rotational properties of the Rf isotopes 

by the PSM. We obtain the band diagrams, and study the structure of the 

yrast band, where we have found changes in configuration that result in 

band crossings. We also make calculations for moments of inertia, B(E2)’s 

and g factors. Although we are unable to verify these results due to the lack 

of experiment data, we have made some predictions. 

Finally, we summarize the theoretical achievements and shortcomings 

in our research, which may be improved in future works. The thesis briefly 

introduces some frontier topics, as well as several usual nuclear models. 

 

KEY WORDS: Projected Shell Model, superheavy element, rotational 
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第一章 引言 

人类探索物质世界的脚步从没停止过，而原子核物理的历史滥觞于放射性的

发现。人类认识世界的过程是逐步深入的，核物理之前只是作为原子物理的一部

分，但是自从人类观察到放射性以来它就原子物理分道扬镳，成为了一门独立学

科，而不再是原子物理的附属品。对于这一开天辟地的伟大发现，诺贝尔奖委员

也无法视而不见，因此决定将1903年的诺贝尔物理学奖授予贝克勒尔，以表彰他

为核物理做出的杰出贡献。 

通往原子核的大门一经打开，人们探索的脚步就一发而不可收拾，在此后的

岁月中，电子、质子和中子相继被物理学家们发现，各种原子模型也随之被提出。

其中最为著名的是所谓的行星模型，整个原子核就如同太阳系一样，核外电子围

绕原子核选择。新西兰科学家卢瑟福首先通过实验证实了原子的有核模型。这一

重大发现可以称之为原子核物理中最有意义的事件，α粒子散射实验为原子结构的

研究奠定了坚实的基础，从而将人们从对原子认识的盲人摸象中，引入到了正确

的轨道之中，让核物理走出了黑暗。从这一天起，我们知道原子是有核的，研究

它的学科也理所当然地被称为核物理。 

与此同时，科学家们也马不停蹄地开始了探索原子核内部结构和性质的曲折

艰辛之路。这是一段漫长而又艰苦的旅程，时至今日，物理学家们还没有建立起

一个统一而又完美的理论。不过一代又一代的物理学家们不懈努力对原子核的研

究不断深入，许多行之有效的原子核模型被开发出来应用于实践之中[1-3]，虽然

模型都有其缺点和不足之处，但是后人通过不断对模型的改善与补充，让我们越

来越接近原子核的真实面貌。原子核物理发展到今天，我们已经能够知道，原子

核是一个强相互作用量子多体体系，它是由质子和中子所组成的，由于核力和其

他的基本相互作用的与众不同，我们至今还不能够确定它的具体形式，同时由于

量子多体系统在数学上的复杂性使得求解多体问题变得非常的困难，这给我们对

原子核的研究设定了极大的难度，因而研究中的每一步成果都是来之不易的。但

是随着新的实验数据的不断发现，原子的性质将越来越清晰地呈现在我们面前。

本章是引言部分，我将主要介绍我的课题的研究现状以及论文选题的主要意义。 
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1.1 当前核物理研究现状和前沿热点 

原子核的结构是核物理研究的一个重点与热点问题，自从核物理诞生的那天

起，它一直是核物理界最为关心的研究领域之一。我们可以把原子核结构问题划

分为两个的主要方面：一个是核子之间的相互作用也就是所谓的核力，另一个则

是量子多体体系的问题。我们知道原子核是由核子之间的剩余强相互作用将它们

紧密地束缚在一起，不至于分崩离析，因此形成了稳定的原子核。但是因为质子

都是带正电的，所以它们之间会产生相互排斥力，这会导致原子核的瓦解，不利

于原子核的稳定。因而需要中子为原子核提供稳定性。中子是呈现电中性的，它

可以在两个方面起到稳定原子核的作用。一是因为中子的存在使得质子之间稍稍

隔开了一段距离，这样就降低了质子之间的静电排斥力。二是因为中子起到了核

子粘合剂的作用，中子通过与其他核子的作用将它们紧密地团结在自己周围。所

以原子核中的核子越多就需要越多的中子来起到稳定原子核的作用。例如，238
U 

的中子质子比例大于3:2，而一些比它更轻的稳定核素的中子质子比例接近1:1。 

将所有的核素都画在一张图上，我们就能得到一张图像，如图1-1所示，此图

被称为核素图。迄今，我们已经发现或合成了约3000种核素[4-6]。核物理的重要

任务之一就是研究这些已有核素的结构与组成原理，对它们的原子核结构做出合

理的解释，并对尚未发现或合成的新原子核做出准确的预测。本章将介绍一些现

今核物理的研究现状，并就当今核结构研究邻域中的几个前沿与热点问题做一简

要概述。 
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图 1-1 核素图 

1.1.1 超重核稳定岛的研究 

在核物理中，稳定岛[7,8]指的是一组被预言的，但至今仍未被发现的超铀元

素及其同位素。在图1–1所示的核素图中我们可以看到，如果把外侧不稳定核素区

域（蓝色）比作海洋，那么处于海洋中间的稳定核素存在的区域（黑色）就好像

是陆地。进一步观察我们可以发现，当核素的质子数大于铀时，核素图就基本上

全都是海洋没有了陆地。于是，就有物理学家预测，在远离稳定核素大陆的地方

存在一个由稳定核素组成的小岛，这个岛就被称为超重核稳定岛。最近几十年来，

这座神秘的小岛吸引了无数科学家的目光，为了能够早日找到这座小岛确定它的

具体位置，大批的科学家们正在日以继夜、不屈不挠地向着这座小岛前进。这些

超重核素居然比那些更接近铀元素的原子核更加稳定。它们的半衰期和周围的原

子核相比简直不可同日而语，可能有几分钟或者几天，而一些乐观的核物理学家

甚至预测它们的半衰期长达上百万年，这可真有着是天壤之别。有科学家预计稳
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定岛会出现在300
Ubn区域的附件。尽管不同的超重核理论对于超重核半衰期及其

存在区域存在不同的预测，但有一点是相同的，那就是超重核可以存在，这一点

必须一开始就加以强调。因此，对于超重核的寻找仍旧是对于现代核结构理论的

预测能力的一个独特而又严格的检验。 

稳定岛的概念首先是由Seaborg于20世纪60年代第一个提出来的。他猜测原子

核和核外电子一样具有壳层结构。所谓壳层是指一组相近的量子能级，两个不同

壳层的能级之间有相对较大的间距，所以当中子或质子填满整个壳层时，核子的

单位结合能将会达到最大值，因此这一特定组态将会比他附近的未填满壳层核素

拥有更长的半衰期，也即更加稳定。在不稳定核素组成的汪洋大海中，在某个填

满的壳层附近会出现许多稳定的核素，这就像是一个稳定的小岛。对于球型核，

中子数N=184，质子数Z=114，120，126，在这附近可能存在着稳定核。然而最近

的研究表明，大型原子核都是具有形变的核，这会导致幻数的改变，270
Hs现在被

认为是具有双幻数的变形核，其变形幻数为N=162，Z=108。目前，科学家们正通

过人工合成超重元素，在自然界寻找超重元素，以及分析太空样品来探索原子核

质量的上限，但时至今日还没有获得令人振奋的结果。虽然如此，寻找超重核稳

定岛依然是一个对于核物理学界非常重要而有意义课题。这些新的元素可能具有

不平常的化学性质，如果它们的同位素具有足够长的寿命的话，就可以有多种的

实际应用可能。例如，稳定岛元素可以作为粒子加速器中的靶标成为轰击的对象，

或者把它作为发射中子的中子源。如果哪一天超重核稳定岛能够被我们发现，那

将是不亚于放射性发现的大事件。很多物理学的分支都将因此而发生改变，人们

对于宇宙的认识也将更上一层楼。可以说那必将是一场新的物理学革命。 

虽然超重核稳定岛理论早在上个世纪60年代就已经提出，但是时至今日这些

相对稳定的超重核元素及其同位素的存在仍然还没有被证实。像其他的超重元素

一样，稳定岛中的元素和其同位素从未在自然界中被发现。因而我们必须通过人

工核反应来合成并研究它们。但是人工合成的难度非常高，迄今为止科学家们还

没有找到一种进行这种合成稳定超重元素反应的可靠而有效的实验方法。目前

LBNL、GSI以及JINR这三个实验室是最重要超重元素实验室。稳定超重核是很难

在核反应中合成的，这是一件极其困难的事情。2010年，俄罗斯和美国科学家在

俄罗斯杜布纳联合核子研究所JINR采用轰击裂变的方式合成了第117号元素[9]，

这是目前为止我们能够合成的最重的核素。这一元素的合成使得人们在探索超重

核的道路上又迈进了重要的一步。通过对新合成元素原子核特性的测量，科学家

们发现对于超重原子核来说，从实验测量到的衰变特性表明对于111号以上的核
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素，其稳定性随着中子数的增加而增加，这一结果与理论预言相一致[10,11]。这

次实验的结果对于稳定岛的研究是十分理想的，对于最终证实超重核稳定岛的存

在也是一个积极的信号。之所以超重核稳定岛如此受人关注，因为一旦发现它将

能够检验现今的核结构理论，而且同时也对理解今日宇宙的形成和恒星的演化具

有十分重要的意义。因此，无论关于超重稳定岛的理论研究还是通过实验来寻找

稳定岛都是近年来核物理中的研究的热点问题之一。物理学就是在理论和实验这

两只脚的不断向前迈步中前进的。对于稳定岛来说也同样如此。 

 

1.1.2 远离 β稳定线的原子核结构研究 

在自然界中按照元素的稳定性可以将它们分为两类，一类不会发生核变化，

另一类则会发生各种衰变。从元素周期表中我们就可以看出铀元素以上的元素全

都是放射性元素，这似乎告诉我们，原子核越重越不稳定。任何的规律背后都隐

藏着深刻的原理，我们要做的就是去解开这奥秘。而图像时一个很好的工具，很

多的秘密都可以从图上获取。目前科学界已经发现的核素一共有2000多种，可以

把它们都标注到核素图上，把所有已知稳定的和具有放射性的核素标注在图上，

并用颜色区别它们衰变的类型，我们便可以得到一张核素衰变图，如图1-2所示。

从图1-2中我们便可以清楚地看出，自然界中稳定核素的中子数都局限在一定的范

围内，中间黑色小点构成的狭长区域为稳定核素，其余为不稳定核素。图中所显

示的特点可以概括如下： 

1.所有不稳定核素在稳定核素的两侧形成一个区域 

2.对于Z较小时，核素倾向于N=Z 

3.对于Z较大时，核素倾向于N>Z 
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图1-2核素衰变图 

 

所以稳定核素在核素图中形成了一片区域，这片区域的中心线称为β稳定线。

当质量数A<40时，稳定线可以近似地认为是直线；而当A > 40时，N/Z > 1。从整

个核素图的颜色中可以看出，一共存在着三个部分。中间黑色近似直线的核素含

有的质子中子大致相当，位于稳定核素左上方的区域含有大量的中子，位于右下

方的核素含有大量的质子。位于不稳定核素区的元素都可以通过衰变回到稳定核

素区中来。具体的方式为β衰变和β
+衰变。 

在原子核中中子的作用是非常特殊的，中子的增加会使得原子核远离β稳定

线，让原子核变得不稳定，但是中子的增多也会改变原子核的能级，使得中子之

间的作用加剧。如果壳层之间的相互作用增强，那么原子核能隙就会变大，从而

产生新的幻数，反之则能隙变小，原有幻数也随之消失。此外，远离β稳定线的丰

中子核和丰质子核在宇宙学中发挥着重要的作用，它们对于研究宇宙中元素合成

的途径有着重要的意义。宇宙中各种元素的合成有不同的途径，我们发现其中主

要有两种途径，其中一种我们称之为快质子俘获过程（rp过程），另一种我们称为
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快中子俘获过程（r过程）[12-15]。在天体元素的合成过程中，β衰变势必和r过程

和rp过程产生竞争，究竟哪一方占据了竞争的优势就会决定天体元素合成的路径，

而宇宙中各种元素的种类和丰度就是由它们竞争的结果所决定的。所以说，对于

远离β稳定线核素的研究将大大有助于我们了解宇宙大爆炸之后发生的元素合成

和我们今日宇宙的组成，同时也对宇宙的演化研究大有帮助。 

时至今日，核物理学家们已经合成了约3000多种新的核素，但是还有更多的

新的核素等着我们去合成与研究，现在，科学家又在向元素的未知领域进军。 

 

1.1.3 同核异能态的研究 

原子核同核异能态(isomer)是一种特殊的激发态。它既不同于普通的激发态，

也不同于原子核的基态，而是一种亚稳态。所谓亚稳态说明这些激发态的半衰期

相对是那些快速衰变原子核来说是非常长的，它们的寿命可以是普通激发态的100

到1000倍。通常，这一术语只指那些半衰期在10
−9秒以上的状态，一些学术文章

中更是推荐以5×10
−9秒作为最短的半衰期。某些情况下，这种状态可以持续数小时

到数年，也有非常极端的例子，比如180
Ta的半衰期就长到至今都没能观测到其衰

变（推测至少有1.2×10
15年，已经超过了宇宙已存在的时间）。 

原子核同核异能态寿命非常长，能量非常高，这是它最显著的两个特点。所

以甫一发现，立即成为了核物理学研究的热点课题。同核异能态的长寿命是由于γ

跃迁后原子核退激到基态时原子核的自旋要发生很大的改变，高自旋的改变导致

这些跃迁在规则上是所谓被禁止的。因此同核异能态发生跃迁的概率非常小，它

们寿命也就非常长。根据同核异能态和普通原子核的差别可以把同核异能态分为

三类。第一类被称为形状同核异能态(shape isomer)，例如 Kr72 ，其一激发态的形

状为长椭球形，而这个核的基态形状为扁椭球，因此其激发态与基态之间跃迁几

率很小。第二类被称为自旋同核异能态(spin isomer)，其同核异能态的自旋和普通

能级间的差距非常大，因此它们之间发生跃迁的概率也很小。除此之外还存在第

三类同核异能态，K同核异能态(K-isomer)，顾名思义这类同核异能态的K值很高，

与基态相比差别很大，同理这样的激发态也是不利于发生跃迁的。 

同核异能态中存储的能量很高可以达到MeV能级，有人将其形象地比喻为核

电池。数目庞大的原子核同核异能态中的能量总和将会是一个天文数字。比如
178m2

Hf自然衰变时会放出2.445MeV的能量[16-19]，也就是说1g的178m2
Hf内含有的

能量相当于315kg的TNT，而且它可以以很高的功率输出能量。目前，科学家们正

http://zh.wikipedia.org/wiki/%E9%89%AD%E7%9A%84%E5%90%8C%E4%BD%8D%E7%B4%A0
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%85%8B
http://zh.wikipedia.org/wiki/TNT
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在研究如何诱发同核异能态γ辐射的方式，并取得了一定的进展。可以想象，如果

我们能把蕴藏在同核异能态中的巨大能量可控地释放出来，并且加以利用，那么

人类利用核能的步伐又会向前跨出一大步，其应用前景将是不可限量的。同核异

能态发生退激释放出能量之后，就不再具有放射性，从而避免了发生核泄漏的风

险，相当于是一个不产生核废料的核反应堆，因此它是一个清洁的能源。有一种

设计是把放射性材料放在PN结上，放射材料产生的电离辐射便会在结中产生电子

空穴，而同核异能态可以用于替代这些放射性材料，并且随着科技发展，我们可

能能够控制使用同核异能态的核电池的开关。研究认为，若是能够掌握在这一系

列能级之间的跃迁条件，我们就能够生产出比现有的化学电池的能量密度高10
6倍

的储能设备。只要我们能够发现一种安全可靠的触发原子核同核异能态稳定辐射

的方法，那可以说我们又有了一种取之不尽用之不竭的新能源。所以这就激发了

我们对同核异能态更大的研究热情。 

现今的人类正在面临寻找新的可持续的清洁能源问题，如果我们能够对原子

核同核异能态中的能量加以利用，那么对人类来时无疑是新的福音。针对原子核

同核异能态的研究不仅对原子核结构的认识、核能的开发利用非常关键，而且对

核天体物理的研究同样具有十分重要的意义。 

 

1.2 超重核能谱的实验方法 

如前所述，核物理学界对于超重核稳定的岛的预言已经由来已久。但是时至

今日，我们还没有找到其具体位置，或者合成其中的元素。这一问题需要通过实

验物理来进行解决。对于超重核的研究给实验物理带来了一系列的挑战。首先遇

到的最为明显的一个障碍就是元素的产生机制。目前我们可以在核反应堆中合成

Fm 以下的重核，但是质子数大于 100 的超重核需要由两个重核离子聚合而成。但

不幸的是，这些聚合而成的复合原子核已经超过了裂变势垒，因此即使合成了这

样的核，它也会容易发生裂变而不是通过退激辐射形成超重核。过去通常使用两

种方法来解决，一个是冷核聚变，一个是热核聚变。但是这些方法带来了一个问

题，一方面为了能谱研究我们需要足够的激发能使得原子核占据一定的激发态，

而另一方面能量越大合成原子核的稳定性就越差，存活率越低。 

 

http://zh.wikipedia.org/wiki/PN%E7%BB%93
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%94%B5%E7%A6%BB%E8%BE%90%E5%B0%84
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%94%B5%E5%AD%90%E7%A9%BA%E7%A9%B4
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%94%B5%E5%AD%90%E7%A9%BA%E7%A9%B4
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1.2.1 In-beam能谱 

目前，在形变核 254
No 附近最为行之有效的实验方法之一就是 in-beam 能谱方

法[20]。In-beam 方法大致原理是，光束入射照在目标上，它的周围是一个光谱仪，

用以探测即时辐射，探测器通常是一个球形 γ 射线锗探测器。然后受到撞击的重

核反应产物进入一个反冲分离器，和未参加反应的光束，无关的反应产物一起分

离开来。然后进入一个位于焦平面上的对位置敏感的高像素探测器中。粒子通过

分离器的同时，可以对其进行同步辐射的测量。如果原子核发生 α 衰变，其发射

的 α 粒子也可以在探测器中被测到。有着高特征性的 α 衰变能可以用来识别合成

的原子核。 

 

1.2.2 同核异能态能谱 

同核异能态能谱也是超重核能谱实验中重要的方法。如果反冲原子核进入了

同核异能态中，并且其寿命比它飞行的时间长或相当，那么当它进入焦平面探测

器时也处于同核异能态之中。同核异能态的衰变通常伴随着 γ射线，低 X 射线，

俄歇电子的大量产生。这些能量向我们提供了一个信号，表明同核异能态已经发

生了衰变。然后原子核又会经历 α 衰变，在探测器的同一位置留下信号。因此同

核异能态的衰变就像一个三明治，通过实验的结果，我们还能确定同核异能态的

寿命时间。 

同时，我们还可以选择观察特定的 γ 能量，因此在目标位置探测到的能量必

定是从占据同核异能态的核子上释放出来的。这样我们就可以测定同核异能态的

各能级图谱。 

 

1.2.3 衰变能谱 

α 衰变能谱是核研究的重要工具，尤其是对于奇质量原子核，因为 α 衰变在

衰变前后对结构很敏感，衰变前后的原子核倾向于具有相同的结构。这通常就意

味着，衰变前原子核的基态会变成衰变后原子核的激发态，因此就可以通过研究

这些态的衰变来探究能谱结构。一旦原子核的衰变路径被确定，衰变前后的原子

核质量差就能被测定。 
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1.3 本文研究意义及主要内容 

本文主要在分析当前核结构和核物理研究前沿热点课题的基础上，结合最新

的实验数据，对超重核 256
Rf 及其同位素进行了理论计算。我们利用原子核投影壳

模型对 256
Rf 的转动性质做了系统而彻底的研究。通过具体的计算，我们试图对已

有实验数据做理论验证，并对临近元素做出一些相对应的预言。 

对于超重核旋转特性的研究将有助于我们寻找定位稳定岛，并对新幻数的出

现做出预测。稳定岛的具体位置和新幻数有着密切的关系，这些都是核物理学中

最受人关注的课题。在实验上，人们正在尝试合成超重核素，不断朝稳定岛前进。

而通过对超重核的理论计算将有助于我们进一步了解它的结构和性质，为进一步

的研究提供有价值的信息。 

同时本文的研究对于远离 β 稳定线的元素以及同核异能态的研究也有重要的

意义。同核异能态是核物理中最新的前沿热点，科学家们发现了不同于基态的稳

定态，其寿命甚至可以大于宇宙的年龄。同核异能态对于原子核内部特殊结构的

研究具有重大意义。它的高激发能也为实际应用留下了广阔空间。 

超重核 256
Rf 是核物理中最新发现的实验成果[21]，我们对其和它的几个同位

素进行了计算，着重研究了核的旋转特性，揭示了转动惯量的变化规律，分析了

单粒子结构对其的影响，这对超重核稳定岛的研究大有帮助。对于还没有实验数

据的领域，我们也给出了相应的结果，可以为后来的实验或理论研究作参考。 

本论文各章内容安排如下：第二章将是对各种理论模型的简介，第三章具体

介绍我们采用的模型的理论框架，第四章对超重核 256
Rf 的转动性质进行计算分

析，第五章写出对今后研究的期望和结论。 
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第二章 原子核结构模型 

自从人们发现原子具有核式结构以来，原子核内部的结构一直是核物理学研

究的重点。经过一代又一代的科学家们艰苦不懈的探索，我们对原子核的认识已

经上升到了一个新的高度。原子核的神秘面纱正一点一点地被人类揭开，虽然我

们知道原子核还有很多的未解之谜，但是可以说我们正走在一条正确的道路上，

只要我们继续坚持不懈地走下去，那么核物理的奥秘终将被我们掌握。核力是短

程吸引力，和粒子所带电荷无关，具有饱和性，但是由于核力的具体形式尚不清

楚，以及原子核是量子多体体系，都给我们的研究带来了莫大的困难。如前所述，

中子的存在起着稳定原子核的作用，似乎中子越多原子核就越稳定，如果真是这

样，问题就显得太过简单了。可惜的是，事实并非完全如此。从核素图中就可以

发现，对于给定数目的质子，要形成一个稳定的原子核，中子数目既不能太多也

不能太少。为了克服原子核结构研究中遇到的困难，科学家们提出了各种原子核

模型假设，从早期的葡萄干蛋糕模型，到液滴模型，壳模型等。虽然这些核结构

模型理论大多数是唯象理论，但它们对我们认识原子核的结构和性质起了不可替

代的作用。下面将对核结构研究史上出现的主要理论模型作一简要介绍。 

 

2.1 液滴模型 

从实验中我们已经了解了很多核子之间相互作用的信息。证据表明，这种相

互作用很强烈，而且是短程相互作用。然而要想描述这些相互作用是一件非常困

难的事情，我们只知道核子相互作用是和自旋相关的。如果把它作为一个整体那

么它既有中心项又有非中心项。许多的核模型被用来模拟这样特点。液滴模型就

是其中之一。 

液滴模型是一个半经验模型，它把原子核结合能描述为中子数和质子数的函

数。这是一种有效的方法来研究不同核素之间的相对稳定性。这个模型部分基于

和液滴性质的类比，同时考虑了静电学基础和经验观察。这一类比参考了分子之

间相互作用的范德瓦尔斯力，它让液滴能够聚在一起，并且它也是一个短程相互

作用。但是我们不能把这一类比肆意扩大，试图通过和液滴中相互作用的类比来

理解强相互作用的所有性质。液滴模型把原子核结合能表达为几项之和，每项都

代表了不同因素对结合能的贡献。它假设原子核是球形对称的，这在大多数情况
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下是一个良好的近似。进一步假设原子核的体积和核子数目直接相关。 

体积项(Volume term)，这一项源于核子和与它最近的相邻核子之间的相互作

用。由于核子之间的相互作用是非常短程的，我们可以认为这一项是对原子核总

结和能的最主要的贡献。如果原子核含有A个核子（我们在这里并不区分中子和质

子），其相应的结合能正比于原子核的体积，可以表达为： 

V VB a A                                  (2-1) 

其中
Va 一个常数，它可以通过和实验数据的对比来确定。 

这一项的形式和核力的短程性质相一致。在一些长程相互作用的案例中，例

如库仑相互作用，核子会和除它之外的每一个核子发生作用，因而结合能就会正

比于 A(A-1)。总的来说，（2-1）给出的结合能会大于实际的数值，因为还存在着其

他的相互作用会使得原子核不稳定，因此会降低总结合能。 

表面项(Surface Term)，在原子核中的所有原子并不都是等同的。那些处于原

子核表面的核子会比处于核内部的核子受到更少相邻核子的包围。处于原子核表

面的核子由于一侧没有核子相邻，它的结合能就比中间的核子来的小，所以表面

积越大的原子核其结合能也应该越小。对于球形原子核，它的表面积和体积的关

系为 2/3S V ，所以这一项对于结合能的贡献可以表达为： 

2/3

S SB a A                                 (2-2) 

其中的负号表示这项减弱了原子核总体的稳定性。同样地，式中的系数可以通过

和实验数据的对比来确定。 

库仑项(Coulomb Term)，原子核中质子之间的库仑斥力会进一步降低原子核

的结合能。由静电学理论可以得知，球形均匀分布的含有 Z 个电荷的电势能正比

于 Z(Z-1)/r，整个这项的结合能的形式可写为： 

1/3

( 1)
C C

Z Z
B a

A


                            (2-3) 

系数 Ca 可以通过分析计算得到，其数值为0.72MeV。我们可以暂且把它当作一个

自由参数，因为在原子核边缘的电荷分布并不是均匀的。 

对称项(Symmetry Term)，如同我们在核素图1-1中看到的那样，对于核子数A

较小的稳定核，倾向于N=Z。对于A较大的核，N倾向于比Z大一点。上面一开始

讨论的前两项中，并没有对原子核中的质子和中子的相对数目加以限制。库仑项

在中子很多质子很少的原子核中变得很大，但这显然和实验观察到的不相符。而

对称项在N=Z时会达到最大，但当A变大时，这一趋势又会减弱。所以这一项的形

式通常可以写为： 
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2( 2 )
sym sym

A Z
B a

A


                         (2-4) 

其中系数
syma 在分析中是一个自由参数。我们注意到A-2Z=N-Z，它是对N=Z偏离

程度的一种测量。 

配对项(Pairing Term)，实验发现，在所有原子核中，根据它们的稳定性，可

以分为三类，偶偶核，奇A核（偶奇核，奇偶核），奇奇核。这三类原子核的稳定

性和结合能与他们奇偶性之间的关系可以表示为： 

3/4

p pB a A                                 (2-5) 

其中参数
pa 在奇奇核时取正号，表明减弱了原子核稳定性，在偶偶核时取负号，

表明增强了原子核稳定性，在奇A核时等于零。 

将上面的逐项累加，得到一个原子核的总结合能，将它除以核子数A，就可以

得到单位核子的结合能： 

2

1/3 4/3 2 7/4

( 2 )( 1) sym ps C
V

a A Z aa a Z ZB
a

A A A A A


             (2-6) 

上式中的各参数都可以通过和实验数据的对比来得到最佳的拟合数值。 

式(2-6)称为原子核质量半经验公式，它是按照液滴模型的基本假设逐项推导

总结出来的，经过和实验对比，其准确度相当高,原子核的表面振动可以通过此公

式进行说明解释。液滴模型最为经典的应用是他成功地将核裂变的原理解释清楚，

这个是它最大的优点。但是其缺点也是非常明显的，它只考虑了核子之间总的效

应，而对原子核性质变化的周期性规律显得无能为力。任何的模型一开始提出总

是比较简单的，能够解决的问题也比较少，应用范围相对较窄，但是通过纠正错

误可以不断完善。此后，液滴模型也在不断地发展，其应用范围也不断扩大。不

断地有新的自由度添加到模型中来，比质子和中子不再被等同视之，而加以区别

对待，核子在自旋取向上的差别也被用来创造新的自由度，使之成为一种新的流

体，后来更把流体力学中的力学性质也被添加到模型之中来，使得液滴模型越来

越复杂，其相应的使用范围也进一步扩大。后来的原子核的集体运动模型[22] 就

是在液滴模型的基础之上由Bohr和Mottelson建立起来的。液滴模型对于原子质量

和其他一些原子核效应给出了一个良好的近似，但是它不能解释质子和中子幻数

出现的原因，以及由幻数带来的结合能的增加与原子核稳定性的增大。所以新的

更加能够描述原子核本质的核结构模型的创立势在必行。 
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2.2 原子核壳模型 

在核物理学中，原子核壳模型和原子壳模型一样，之所以会出现能级结构，

都是因为利用了泡利不相容原理来描述其行为的缘故。原子核壳模型部分类似于

原子壳模型。原子壳模型描述了核外电子的排布情况，在原子壳模型中一个填满

的壳层会导致更大的稳定性。而在原子核领域中也有相似的情况。当我们不断地

向原子核中增加核子时，我们会发现在某些特定的点上，新添加的核子的结合能

会比上一个的结合能显著地减小。我们把这些特定的数字称为核子幻数(magic 

number)，典型的核子幻数为 2, 8, 20, 28, 50, 82, 126。当原子核处于幻数时，其中

的核子就比不是幻数时结合得更加紧密，所有这些事实表明，原子核具有壳层结

构。 

根据泡利不相容原理，质子和中子在各自的壳层中运动互不相干。所以幻数

对于质子和中子是相互独立的，它们有各自的幻数。幻数原子核的性质十分地与

众不同，特别地当中子和质子都是幻数时，原子核所表现出来的特殊性质就显得

尤其明显： 

1.幻数核的结合能在相邻原子核中取最大值 

2.幻数核的原子核半径在相邻原子核中取最小值 

3.对于质子数是幻数的元素，其稳定同位素数量特别多 

4.幻数核的第一激发态的激发能相对其它核显得特别大。 

这些证据都有力地表明了，原子核具有和核外电子相似的壳层结构。于是人

们仿照研究核外电子的方法，尝试建立原子核壳模型，试图重现幻数，甚至预言

更高数值的幻数。但是核内核外的情况可谓天壤之别，原子中之所以存在壳结构，

是因为原子核带正电，它周围的电子就像行星围绕太阳公转一样，绕着原子核旋

转。但是原子核中的核子都是平等的，并不存在什么中心，另外由于核力的不可

知性，原子核内部的势场函数也不能确定。因此，核壳模型必须建立在一些基本

的假设之上，至于这些假设到底是否正确，我们只能够事后通过实验去检验它们。

假设主要有两点，第一，原子核如同核外电子一样，在一个有心势场里运动，这

个势场是其他核子作用的总和。第二，根据泡利不相容原理，每个核子都占据属

于它们自己的轨道，不可能和其他的核子发生碰撞。以上两点，就是核壳模型的

基本假设思想。 

为了找到这些幻数，我们首先必须确定一个介于无限方势阱和球谐振子势之

间的平均势场。然后求解薛定谔方程，得到能量本征值。再用计算结果来确定相
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应的幻数，并和实验数值相比较。如果计算数值和实验数据不相符，那么就要修

改势能函数，然后再次计算。一个更加接近实际情况但很复杂的势场是

Woods-Saxon 势。但无论如何修正势函数，我们只能再现最低的三个幻数，对更

高的幻数无能为力。直到上个世纪 50 年代 Mayer 和 Jensen 等人[23-26]，在势函

数中加入了自旋-轨道相互作用项，才解决了高值幻数的再现，从而给出了完整的

原子核能级结构。Mayer 和 Jensen 也因为在核物理上的突出贡献分享了 1965 年的

诺贝尔物理学奖。 

    壳模型直接利用量子力学基本原理，通过求解薛定谔方程，得到能量本征值

来解决核结构的问题，从理论上说应该是最精确的模型。随着现代计算机计算的

发展，壳模型理论也在不断焕发出新的生命力。组态空间巨大的计算得以进行，

大型的壳模型计算程序也被开发出来。可以说原子核壳模型前途方兴未艾，将大

有可为。 

 

2.3 平均场理论 

在物理学中，平均场理论是一种十分有效的近似方法。每当我们遇到的问题

太过复杂处理不便时，我们就会对它进行适当的近似，只要最后的结果符合实际，

那么就说近似是成功的。平均场理论就是这样，它考虑了系统大量的个体组成部

分的相互作用。所有其他单体对给定的个体的总效应可以被近似为一个单一的平

均效应。因而就将一个多体问题降格为一个单体问题进行处理。这样做既考虑了

多体相互作用的效果，又使得研究的问题得到了相应的简化，让我们研究更加方

便。我们考虑一个由多粒子组成的量子多体系统，其哈密尔顿量为： 

                0

1

1
,

2 j

A

i i i

i ij

H T U r v r r


                          (2-7) 

其中 0U 是一个存在中心的平均势场，  ,
jiv r r 是二体相互作用势，前面的

1

2
系数避

免了二体相互作用的重复计算，此项被称为剩余相互作用。如果忽略剩余相互作

用，那么哈密尔顿方程变为： 

     
2

2

0
2

i i iU r r E r
m

 
 
    
 

                 (2-8) 

平均场理论的主要思想可以用下式表达出来： 

HHUVUTVTH  0)()(                (2-9) 
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其中 0U 是所有粒子的总动能，V 是所有粒子间的相互作用能。 

其中 ( )i

i

U u r  就是平均场。 

总的波函数就可以写为： 

       
2

2

0 1
2

i i iU r U r r E r
m

 
 
     
 

           (2-10) 

如果要确定平均场的形式，我们必须首先了解核子所处的状态。换句话说，

单体薛定谔方程如果要想知道它的形式，必须首先知道该方程的解的信息。这在

数学上就是一个求解方程的问题。数学上把它叫做迭代求解法。所谓迭代求解就

是预先给定一个初始解，然后代入方程，通过构造求出方程的解。然后把新得到

的解再次代入方程中，循环往复，不断重复之一过程，直到得到的解满足条件为

止。中止条件就是得到的解稳定不再变化，初始的构造解和最后得到的解趋向一

致，这个过程就被称为自洽迭代。自洽场方法指的就是这种求解薛定谔方程的数

学方法。迭代中止的条件即为自洽。Hartree-Fock 方法就可以用来解决平均场的求

解问题。Hartree-Fock 方法简单地取自于变分法。总的波函数考虑全同粒子反对称

性的要求，本征值波函数是一系列单粒子波函数 i 组成的 Slater 行列式： 

)( ... )(  )(

...     ...        ...         ...

)( ... )(  )(

)( ... )(  )(

!

1
),...,(
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22212

12111

21

AAAA
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rrr
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A
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                 (2-11) 

Hartree-Fock 方法通过变分法来得到 i 以及平均场U ： 

0||  H                         (2-12) 

平均场理论的关键在于选择一个能够良好近似实际情况的平均场U ，使得其

符合总势场之后的剩余相互作用尽可能的小，小到可以用量子微扰论来处理。剩

余相互作用的大小直接决定了平均场方法的好坏，要想使得平均场方法的近似程

度提高，就必须让剩余相互作用尽可能的小。对核多体系统作相应的变换，在相

对论条件下也该也适用。作为一个相互作用量子场体系，可以将 Hartree-Fock 平

均场理论移植到相对论情况，则称之为相对论平均场理论（Relativistic Mean Field 

Theory，RMFT)。RMFT 理论认为每个核子在 Dirac 场中和运动，如果核子之间要

发生相互作用，那么它们必须通过交换介子来完成，也就是说每个核子处于介子

场中，并与之发生相互作用[27]。 

平均场理论的应用非常广泛，通过选择不同的平均场形式，就可以将其推广
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到不同的应用领域中去。但是无论平均场如何选择，总和实际情况存在着差距，

如果弥补这种差距，就成为人们思考的对象。此外，对于具有形变的原子核来说，

它所求出的平均场也是形变的，这样就使得原本具有的旋转对称性遭到破坏，从

而角动量也不再守恒。但是角动量是核物理中的一个非常重要的物理量，我们必

须采取新的方法使得遭到破坏的角动量守恒得到恢复。 

 

2.4 投影壳模型的产生 

壳模型方法是成功，它完美地解释了液滴模型所不能解释的原子核性质的周

期性变化规律。然而事实却是，核素图中的绝大部分原子核都是具有形变的原子

核，这是普通壳模型很难解决的一个问题，让其应用受到了很大的限制。所以必

须对壳模型进行必要的升级改造，使得它能够处理更多的原子核，还有在高自旋

状态下的原子核问题。投影壳模型正是在这样背景下应运而生。 

如果想用标准的球型壳模型来处理形变的重核，那将是一个不可能完成的任

务。因为这需要巨大的组态空间。即使现在的超级计算机能够完成这恒河沙数般

的计算，也是毫无意义的蛮干。因为即使有人能够用这种方式再现实验数据，他

也不可能从浩如烟海的计算机输出结果中发现其中隐藏的物理意义。所以沿着原

来的道路已经走不通了，必须寻找一种新的方法，它既能简化问题使得计算方便

快速，还能保留重要的物理意义，只有满足了这两个条件，我们才能对形变核进

行研究。 

原子核壳模型使用的完完全全是量子力学的办法，所以可以说它是最为精确

的方法。然而，它也有一些缺点。首先，它要求基态必须对应好角动量，这在处

理多核子体系时变得复杂而又费时费力，因此它所能处理的最大核子数受到极大

地限制。再者，原子核壳模型遇到形变核时就显得捉襟见肘了，形变越大它越无

能为力，因为描述其基态的基矢远远超出我们可接受的范围。综上所述，我们必

须从一开始就采用新的基矢，来解决一般的壳模型遇到的问题。 

投影壳模型的基本思想可以概括为，首先必须使用内禀态基矢，将其引入到

本体坐标系中描述波函数，然后为了使得角动量重新守恒，我们将角动量投影算

符作用到这些内禀基矢上，我们就得到了一组新的基矢，这就是投影壳模型的基

矢，它让角动量重新守恒。接下来就只有按照量子力学的常规步骤将哈密尔顿量

对角化，求出本征值和本征函数即可。 

自从上个世纪 90 年代 Hara 和孙扬[28]创建投影壳模型以来，对应的计算程序
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也被编写出来，而且还不断地进行了改进和完善，扩大了其具体应用范围。与传

统壳模型相比，投影壳模型在计算中所选取的组态空间维数小，运行速度快，即

使在普通的 PC 计算机上也不需要很长时间就能得出运算结果。而且其运算过程

又保留了重要的物理意义，因此投影壳模型刚一创立，就体现了它不可替代的理

论优越性。 

早期投影壳模型主要用来研究形变核的晕带结构，所谓晕带即每个角动量下

具有最低能量的能级所形成的结构带。另一个研究热点问题是原子核高自旋时的

回弯现象。投影壳模型利用带交叉的图象成功地解释了回弯现象。由它得到的在

回弯前后的转到惯量数据与实验数据相符。 

此外，投影壳模型的应用还在不断扩大，在准粒子激发态领域中也出现了投

影壳模型的身影。投影壳模型对于超重核的研究特别地合适，因为超重核的形变

不会剧烈变化显得比较稳定。近年来投影壳模型的应用领域还在不断扩大，在稀

土元素，超重，超形变领域中都有应用。其在天体物理中也有重要应用。在了解

宇宙元素的合成，演化，以及我们今日宇宙元素分布的研究中扮演了越来越重要

的角色。在下一章中我将详细叙述我们所使用的投影壳模型建立的理论，然后简

介一下它的发展情况。 
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第三章 投影壳模型理论介绍 

投影壳模型(Projected Shell Model，简称 PSM)，是为了研究普通壳模型无能

为力的形变核结构而建立起来的壳模型理论。投影壳模型的最大特点是加入了角

动量投影算符，使得遭到破坏的角动量守恒得以恢复。这一突破性的创新克服了

之前的壳模型的缺点，使得其应用范围大大增加，运算速度大幅提升。由于投影

算符恢复了系统的对称性，这也使得包含在计算之中的物理可以被人所探究。得

出的结果不再是简单的数值，我们可以从中揭示出潜藏于数据之下的物理本质。 

投影壳模型的基础是 Nilsson+BCS 平均场理论，构造了一组基于形变势场下

的准粒子内禀基矢。然后将角动量投影算符作用于哈密尔顿量上，求解薛定谔方

程，得到能量本征值和本征函数。在这一章里，我将介绍基础的 Nilsson 模型和

BCS 理论，哈密尔顿量的选择等投影壳模型的主要理论框架。 

 

3.1 形变的准粒子基 

一些原子核在基态下会发生形变，壳模型所运用的中心势场也不再具有球形

对称性。Nilsson 首先发展了这样的形变势，并把它运用到了单粒子的哈密尔顿量

中，计算出了带有形变的单粒子能级。下面我们首先介绍一下 Nilsson 模型。 

 

3.1.1 形变 Nilsson单粒子态 

在 Nilsson 模型中[29]，具有轴对称形变特性的单粒子哈密尔顿量可以表示为

如下形式： 

2

0H H Cl s Dl                           (3-1) 

其中， 0H 为轴对称各向异性谐振子哈密尔顿量， l s 为自旋轨道相互作用项， 2l

为谐振子修正项，该项是为了修正单粒子势，使之更为接近于真实势场。C ，D是

参数，可以根据实验数据调整其数值。 0H 一般可写成如下形式： 

                 
2

2 2 2 2 2 2

0
2 2

x y z

m
H x y z

m
                       (3-2) 

如果考虑轴对称情况则有： 
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222222

2

0
2

)(
22

z
m

yx
m

m
H z  


               (3-3) 

其中： 

2 2 2 2

0

2 2

0

2
(1 ),

3

4
(1 )

3

x y

z

    

  

    

 

                    (3-4) 

其中 为形变参数， 0 由形变时原子核体积保持不变的要求决定。 

根据原子核体积守恒的关系有： 

                         
3

0x y z c o n s t                             (3-5) 

其中 0 是形变参数 =0 时 0 的值。 

因此由式(3-4)和(3-5)可得： 

2 3 1/6

0 0

4 16
(1 )

3 27
                          (3-6) 

这样我们得到了只含单一参数 的哈密尔顿量，因此可以将轴对称哈密尔顿

量拆分成两项，一项是具有球对称性质的项，另一项H 则可以表示成形变参数

的函数， 

0 0H H H            (3-7) 

其中： 

2

0 0

1
[ ]

2
H r                           (3-8) 

20

2

0
53

4
YrH


                         (3-9) 

将(3-1)式中参数C ，D用 Nilsson 参数  , 表示 

                  
0 02C D      　                     (3-10) 

最后根据式(3-1)和(3-7)我们可以将 Nilsson 模型中的哈密尔顿量表示为： 

2

0 0 02H H H l s l                        (3-11) 

从以上的理论模型中可以看出，决定 Nilsson 能级的主要是参数  , 。不同的参数

 , 对应于不同的量子态，一旦给定 Nilsson 参数  , ，将哈密尔顿量在球形谐振

子的本征态 ],,,[ jlN 组成的基矢下对角化，都可以得到一组形变 Nilsson 单粒子

能级。对于给定的主壳，我们可以给出单粒子能量随着形变参数 变化的图像，
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即著名的 Nilsson 单粒子能级图。我们在进行核物理研究时，经常要用到 Nilsson

单粒子能级图。在 Nilsson 单粒子能级图上各单粒子能级还经常地被标记为

[ , , ]z lN n m ，其中 N ， zn ， lm ，是三个主要量子数，是 z轴上投影的分量。

是严格的好量子数，宇称 也是严格的好量子数。因此，Nilsson 单粒子态的常用

标记为 ],,[ lz mnN 。不过，在实际的投影壳模型计算中，Nilsson 单粒子哈密尔

顿量都是在球形谐振子的本征态 ],,,[ jlN 组成的基矢下对角化的。 

Nilsson 参数可以通过大量拟合实验数据得到，普遍适用于重核的 Nilsson 参

数首先由Nilsson本人确定，后来T. Bengtsson和 I. Ragnarsson修改Nilsson参数[30]

后将它推广到较轻的原子核区域。 

 

3.1.2 对力的处理方法 

原子核的稳定性与原子核的奇偶性密切相关。从已知的原子核中我们就可以

总结出这样的规律。自然界中各元素的丰度也是因为这个原因和原子核的奇偶性

发生了关联。这个事实告诉我们，核子之间存在着对关联相互作用（也叫对力）。

如前所述，我们在处理核子运动时假释它在一个平均场里运动。但是这个平均场

只是我们的假设而已，真实的情况并非如此。我们选取的平均场和真实的情况总

是存在着差距的，这差距被叫做剩余相互作用。其中同类核子间的作用又被称为

对关联相互作用。 

因为对关联相互作用的存在，实验中观察到了许多特别的现象。这些现象也

呈现出典型的奇偶特性。这说明对关联相互作用是切实存在的，要拆开它们必须

付出额外的能量，所以我们必须用适当的形式将它考虑在内。 

在投影壳模型中我们使用了 BCS 方法来处理对力。BCS 方法[31]是由

Bardeen， Cooper 和 Schrieffer 三人于 1957 年提出的，所以被称为 BCS 方法。他

们三人也于 1972 年获得了诺贝尔物理学奖。BCS 方法一开始是用来解决凝聚态物

理中超导现象的，后来才被引入到核物理中，用来描述原子核中的核子之间的对

关联相互作用，并且成功地解释了偶偶核低激发能谱中存在的能隙现象，以及原

子核性质变化的奇偶特点。BCS 方法通过变分和准粒子变换来处理原子核的对关

联。在我们处理的形变原子核中，对力的哈密尔顿量取为： 

† † † †

, 0

†

, 0

( )H a a a a G a a a a

n G S S

        
  

   
  









  

 

 

 　　
              (3-12) 
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其中  为具有形变的 Nilsson 单粒子能级，G 为对力平均强度，
† † †a a S   为粒子

对产生算符，a a S   为粒子对湮灭算符，
† †a a a a n      为粒子数算符。上式

中的第一项代表 Nilsson 平均场中独立运动的粒子，第二项则代表对力。 

我们可以取试探波函数： 

†( ) 0BCS u v S  



                      (3-13) 

其中u 与 v 为待定变分参数，0 为准粒子真空态，波函数 BCS 满足归一化条件： 

122   vu                           (3-14) 

因为
2 ?| |v BCS a a BCS   ，所以

2v 代表 Nilsson 能级  被粒子对占据的概

率，而
2u 代表  没有被粒子对占据的概率。将(3-13)式中的连乘展开，会得到含

有不同数目粒子产生算符的项，所以 BCS 方法粒子数不守恒，因此试探波函数

BCS| 不是粒子数的本征态。另外，展开式中每一项所含的产生算符个数都是偶

数，因此 BCS| 波函数只能作为偶偶核的试探波函数。 

因为 | BCS 没有确定的粒子数，我们只能要求它给出的平均粒子数等于实际

的系统粒子数 0nn  ，通过改变参数u 与 v 的值，求解对力的哈密尔顿量的问题

就成为了一个求条件极值的问题： 

0 nH             (3-15) 

其中H 代表能量平均值。求解此方程中H 和 n可得准粒子能级能量： 

22)(  E                     (3-16) 

其中为能隙。 

在投影壳模型中，当没有对关联相互作用时( G =0， =0)，核内粒子只填充

到费米面以下，费米面以上全是空穴。当有对关联相互作用时( 0G  ， 0  )，部

分核子就会填充到费米面之上，就会在费米面下形成空穴，费米面附近的粒子能

级分布就出现了很大的变化。准粒子概念的引入就产生了粒子占据与空缺的分界

线不再是完整的费米面，而是由概率决定的分布线。 

 

3.2 角动量投影 

角动量投影是我们理论框架中最为重要的一步。角动量投影解决了普通壳模

型所遇到的困难，角动量这个重要的物理量重新守恒了。角动量投影算符是投影

算符的一种，下面我要介绍角动量投影算符。 
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我们可以用一组欧拉角 ),,(  ，    , 0,2 , 0,      ，来表示转动算

符： 

                         xyz JiJiJi
eeeR

ˆˆˆ
)(ˆ

 
                      (3-17) 

其中 Ĵ 为角动量算符，其单位化表达为： 

                   ˆ( ) ( )I

I J M KI M R J K D                        (3-18) 

式中 ( )I

MKD   为 D 函数的复共轭。对于 IM 态，其中 I ，M 分别代表总角动量

及总角动量在 z 轴上的投影，确定量子态唯一性的另一组量子数。根据算符的

封闭性： 

                         1 IMIM
IM




                        (3-19) 

我们不必写出 IM 态的具体形式，我们只需要知道它是希尔伯特空间中的一组

完备标准正交向量组。从式(3-18)和(3-19)可得： 

                     

M

I

MKDIMIKR )()(                   (3-20) 

用式(3-20)和 D 函数的正交性质，我们得到： 

                  
'''

2
'

''
12

8
)()( KKMMII

I

KM

I

MK
I

DDd 





              (3-21) 

我们得到了如下关系式： 

                         IMKIP
KKII

I

MK   ''''ˆ                      (3-22) 

其中的算符 I

MKP̂ 被定义为： 

                       


 )(ˆ
8

12ˆ
2

RDd
I

P I

MK

I

MK


                    (3-23) 

上式中的算符就是角动量投影算符。 

由式(3-19)和(3-22)可以得到角动量投影算符在 I 表象下的表达式及求和规则： 

                  
ˆ ˆ 1I I

MK MM

IM

P IM IK P


   　　,　                (3-24) 

采用上述表示，我们可以轻松地推得角动量投影算符具有如下性质： 

                † '

' ' ' ' '
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆI I I I I

M K K M K M M K I I M M K KP P P P P  　　　　               (3-25) 

由于内禀基矢的引入导致了角动量不再守恒，旋转对称性被破坏。我们通过

角动量投影算符将转动坐标系转换到了到空间固定坐标系，即实验室坐标系，恢

复了被破坏的角动量守恒，从而可以得到确定的角动量和波函数。角动量投影能

够很好地描绘空间的几何性质对激发谱所起的限制作用。除了角动量投影，还存
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在着粒子数投影算符，限于本文研究的内容，我们没有采用粒子数投影，所以在

这也就不做介绍了。 

 

3.3 投影壳模型框架 

投影壳模型是以壳模型为基础，使用形变基矢和投影方法来进行计算的原子

核模型。形变单粒子态处于自体参考系中，其旋转对称性遭到破坏。为了恢复对

称性，我们采用角动量投影。然后按照标准的量子力学方法进行对角化运算，得

到本征值和本征函数。 

具体来说，投影壳模型首先用形变Nilsson单粒子态构建基矢，对关联相互作

用通过BCS方法整合进Nilsson态。Nilsson-BCS方法定义了一组准粒子基矢和一个

准粒子真空态 0 。对于偶偶核多准粒子组态有： 

† † † † † † † †

1 2 1 2 1 2 1 20 , 0 , 0 0a a a a a a a a       　 　　 ，　               (3-26) 

其中，ν和 π分别表示中子和质子的 Nilsson 单粒子态的量子数。假设我们选择了

这样一组多准粒子态，我们用  来标记上述准粒子态。我们要做的就是将这些

基矢在壳模型组态空间下投影到好角动量 I 上。一旦准粒子基准备完毕，我们将

在由 )(ˆ I

MKP 张成的壳模型空间中把哈密尔顿量对角化，这就引出了本征方程： 

0}{
''

''''' 
K

I

K

I

KK

I

KK FENH


                   (3-27) 

归一化条件为： 

                         1
''

''' 
KK

I

K

I

KK

I

K FNF


                      (3-28) 

哈密尔顿量和标准矩阵元分别定义为： 

 ' ' ' ' ' ' ' '
ˆ ˆ ˆI I I I

K K KK K K KKH HP N P            　　　　 　       (3-29) 

在轴对称并且忽略粒子数投影的情况下，可以简化方程的形式和数值计算。

尤其是在轴对称的情况下，量子数 隐含了总的内禀磁量子数 K 。因此对于这样

的系统，我们可以在振幅
I

KF 中省略K 。此外，既然对于一个给定的 求和只有一

个特定的K 有贡献，那么对于K 的求和也可以省略。于是我们可得： 

' ' '

'

{ } 0I I IH EN F  


                      (3-30) 

 ' '

'

1I I IF N F  


                        (3-31) 
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' ' ' ' ' '
ˆ ˆ ˆI I I I

KK KKH HP N P          　　　　 　       (3-32) 

所以在轴对称的情况下，求解本征方程，归一化后的本质态可以表示为： 

                     
K

I

MK

I

KIM PF



ˆ

                    (3-33) 

一个转动带 的能量为： 

                      









N

H

P

PH
IE

I

KK

I

KK







'

'

ˆ

ˆˆ
)(                (3-34) 

我们通常称上式中的能量为转动能。 

到目前为止，从 Nilsson BCS 方法到角动量投影算符，再到投影壳模型的数

学模型，我们已经详细介绍了投影壳模型的基本理论框架。它是下一步实施具体

计算的基础。在下一小节中我们将介绍哈密尔顿量的具体形式。 

 

3.4 哈密尔顿量的选择 

我们现在来描述在我们工作中使用的哈密尔顿量。如前所述，我们的相互作

用由一些主要的力组成，例如四极四极相互作用，单极对力，四极对力。这些力

代表了核子之间不同种类的特征关联性。我们现有模型总的哈密尔顿量具有如下

形式： 

             † † †

0
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

2
M QH H Q Q G P P G P P   




                 (3-35) 

其中第一项代表了谐振子单粒子哈密尔顿量： 

          
† 2 2

0
ˆ ( { [2 ( )] })NjH c c N j s l l   



          　　        (3-36) 

其中
†c 和 c 分别是单粒子产生和湮灭算符，它们由一组球谐振子量子数

{ , , }N j m  来标记。我们注意到当 N 和 j 固定时， l 就是已知的。我们为活跃核

子在重核区域选择了三个主要壳层， N =5，6，7 对于中子， N =4，5，6 对于质

子。 

式(3-35)中对于每一种核子的单体算符定义为： 

       
† † † † † †1 1ˆ ˆ ˆ

2 2
Q c Q c P c c P c Q c         

  

    　　　 　　　 　  (3-37) 

其中 代表 的时间反演，而 SU(3)四极产生算符矩阵元可表示为： 

                      ''''' mjNQN j mQ NN                   (3-38) 
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当 N = 'N 时，其矩阵元是无量纲四极算符： 

                             



2

2

5

4
Y

b

r








                       (3-39) 

当 N ≠ 'N 时，矩阵元为零。其中，b 是谐振子长度，
2b

m
 。 

注意到矩阵元的对称性质： 

 Q Q Q Q


                        (3-40) 

这保证了如下关系成立：  † †ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆQ TQ T Q Q


       。 

由(3-35)式得到的 HFB 单粒子哈密尔顿量为： 

        
† †

0
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )H F B M QH H Q Q G P P P G P P   

 

            (3-41) 

在我们引入同位旋相关作用力之前，首先用常规谐振子参数来调整原子核尺

寸： 

0a   ，
2

2 0b
b

a




 ，
2

0

0

b
m

 ，
1

3{1 }
N Z

a
A




          (3-42) 

其中当 为中子时取  号，当 =质子时取 号。例如，如果我们取  的值为

1

3=41.4678 MeVA
 ，那么我们发现， 

1

2 23
0 fmb A ，这样就很便于记忆，也很接

近实际情况。 

    所有类型的对力假定只作用在同类核子之间。单极对力耦合常数可以写为如

下形式： 

                     1 2

1
M

N Z
G G G

A A

 
  
 

                 (3-43) 

其中代表中子， 代表质子。 1G ， 2G 可以根据已知的奇偶质量差来调整确定。

另一种形式的单极对力耦合常数可以写为： MG G A ，其中 是中子或质子。

为简单起见，对于四极对力我们假定其强度 QG 正比于单极对力 MG ，总的比例系

数为常数 ： 

MQ GG        (3-44) 

根据我们的经验， 在稀土区的轻核部分大约取 0.18 到 0.20，在重核部分大

约取 0.16 到 0.18。对于四极四极相互作用，式(3–41)的第二项可以确认为 Nilsson

势 0
ˆ

3

2
Q 。
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现在让我们总结一下投影壳模型的理论框架。我们首先对于每一个核子的

Nilsson 哈密尔顿量进行对角化： 

0 0

2 ˆˆ
3

H Q     (3-45) 

对于每一个已知的形变参数 ，我们进行通常的 BCS 步骤将单极对力考虑在内。

接着，我们引入角动量投影算符，角动量投影将被破坏的旋转对称性恢复，并且

给出形变原子核基带的最基本特性。 
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第四章 超重核 Rf 同位素旋转性质的研究 

稳定岛的出现是现代核物理的重大猜想之一。在核素图上它是一个远离稳定

大陆的核区域，位于锕系元素之上。与此紧密相关的一个问题就是，下一个核子

的封闭壳层的精确位置到底在哪里。我们已知的最大双幻数核是 208
Pb，它的质子

数 Z=82，中子数 N=126。为了从实验上抵达这个稳定岛，人们在超重核元素的合

成上下了很大的努力[32,33]。很重要的一点是我们必须意识到，超重核元素的出

现是由于原子核壳层效应的因素导致的。因为根据宏观的液滴模型预测，不会出

现如此重的元素，因为质子之间存在着巨大的电磁排斥力。新幻数的位置应该十

分敏感地取决于单粒子结构。因此，在进行元素合成实验的同时，原子核能谱的

研究也在同步进行着。一些实验对超铁元素的能谱进行了研究[34-37]，这已经到

达了稳定岛的边缘。有建议称，通过研究超铁原子核，尤其是它们的激发态结构，

我们可以在相关的单粒子态上得到有价值的信息[38-40]。 

例如，254
No 中的某些 2-qp 和 4-qp 结构已经被测量出来并且进行了讨论。这

些态矢中的一些核都是具有长寿命的同核异能态，它们被认为是通往稳定岛的重

要基石。下一个被观测到的超重核旋转带是偶偶核 256
Rf。可能的高 K 同核异能态

也已经在 256
Rf 中被观察到，但是对此学术界有着争议性的解释[41,42]。然而，这

些针对 256
Rf 的能谱实验是十分宝贵的，有助于我们进一步探究超重核原子结构。 

在现有的理论研究中，电磁跃迁性质很少被讨论。在本文中，我们将投影壳

模型计算应用到 256
Rf 及其同位素 258

Rf 和 
260

Rf 之中。在我们的形变基中考虑了

四极形变和十六极形变，而更高极数的形变没有包括在内。但是，我们得到的本

征态对角动量守恒，因此可以进一步计算 B(E2)，g 因子，并且从这些可测量物理

量中提炼出相关的单粒子信息。 

 

4.1 转动能带图及分析 

超重核256
Rf的转动带和多准粒子同核异能态最近已经被实验观察到。在本次

计算中，所采用的形变基的四极形变和十六极形变参数见表4–1。投影基旋转带能

量将可以表达为下式： 

'

'

ˆ ˆ
( )

ˆ

I

KK

I

KK

HP
E I

P

 



 

 


 
                     (4–1) 
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对于本章研究的超重核Rf同位素，我们为在重核区域活跃核子选择了三个主

要壳层参与计算，三个壳层在费米面附近对于中子我们取N = 5，6，7三个壳层；

对于质子我们取N = 4，5，6三个壳层。本计算采用的单极对力强度表达式为： 

1 2

1
M

N Z
G G G

A A

 
  
 

                     (4–2) 

其中 1G =21.24， 2G =13.86，这里“”号代表中子，“”号代表质子。四极对力

强度 QG 正比于单极对力 MG ，总的比例系数为常数 ，我们取比例常数 =0.12。

这样，在投影基(3–33)下，完成我们量子力学的常规动作对角化，就能得到结果。

计算所得 Rf 同位素转动带如图 4-1 所示。我们的波函数是式(3-33) 多种叠加态组

成的，其中包含(3-26)中的各种准粒子态。 

表 4-1 Rf 同位素计算中采用的形变参数 2 ， 4  

Rf 256 258 260 

2  0.225 0.217 0.208 

4  0.027 0.033 0.040 

 
256Rf，258Rf，260Rf 的旋转性质可以从图 4-1 所示的转动带中进行讨论。在图

中我们可以看到，每一个转动带 的能量为纵坐标，核自旋 I 为横坐标。转动能

量的值由(4–1)所示的投影矩阵的对角元定义。 

在我们的模拟计算中，式(4-1)定义了一个转动带的能量。在式(3–40)中它表示

为自旋 I 的函数。有了转动能带图，我们就可以轻松的分析原子核的转动性质，

在转动图上，原子核的转动能和其自旋一一对应。而对于一个多准粒子态的K 值，

则是由各个组成成分的准粒子的 Nilsson 量子数K 求和而得到。我们的波函数具有

轴对称性，可以用来和其他的相比较。不同的自旋有不同的转动能谱，由能量最

低的态组成的能带称为晕带。从转到能带图中我们观察到了能带交叉的现象，这

是我们重点研究的对象。 

在投影壳模型中，能带图反应了原子核转动的特性，通常将公式(3-33)中给出

的每个 所标记的纯的角动量投影组态的能量作为自旋 I 的函数描画在一张图

中，此图被称为原子核的转动能带图。在能带图中，带交叉的发生必然是因为原

子核的结构发生了巨大的变化。晕带是物理意义十分突出的物理图像，在原子核

结构的研究中具有特殊的意义，通过研究能带图中晕带的特性，结果就清楚地摆

在了我们面前。图 4-1 中菱形标记的曲线表示给定自旋下能量最低的态，即为晕

带，它们都是通过哈密尔顿量对角化后得到的。这些点都是经过投影壳模型理论
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计算得出的结果，并且和实验数据进行比较，实验数据也被画在了能带图上。 

图 4-2 Rf 同位素转动能带图 

 

从图 4-1 中我们可以明显地看到能带交叉的存在。利用一些特殊的方法，我

们可以分析带交叉前后原子核的结构变化。在我们的计算中采用了中的 Nilsson 参

数，之前在一些较轻同位素上的研究也采用了相同的参数。从图 4-1 中可以发现，

二准粒子带的曲线的起始能量为大约 2MeV，之后随着自旋的上升其能量也逐渐

增大。在较低的自旋区域中，基带是晕态的主要组成部分，二准粒子带的能量高

于基带能量。但是，随着自旋的上升，二准粒子带在自旋 I =16 附近穿越了基带，

并且成为能量最低的能带，并且在所有的三个同位素中都是如此。再进一步的观

察我们会发现三个同位素中的一些微妙的不同之处。在带交叉之后，在 256Rf 中的

最低能带是 15 2j 中子二准粒子带（虚线所示），而在 258Rf 和 260Rf 中，中子和质子

的二准粒子能带没有大的差距。在 258Rf 中， 13 2i 质子二准粒子带在 I =22 之后有

了轻微的下降。在 260Rf 中，中子质子二准粒子带在高自旋区域几乎要重合在了一

起。 

上述所有的这些观察发现提示我们，在带交叉之前 0-qp组态占据了主导地位，

而在带交叉之后，二准粒子带转而占据了晕带中的主要地位。此外，Rf 同位素在

高 j 中子和质子之间存在着旋转顺排的竞争。在 256Rf 带交叉之后，中子二准粒子

顺排占了主导地位，而在 258Rf 和 260Rf 中，中子和质子的竞争导致了二者的混合

态。 
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4.2 转动惯量 

转动惯量是描述原子核转动行为的物理量。它可以被定义为： 

2 1

( ) ( 2)

I
J

E I E I




 
                      (4–3) 

通过对转动惯量的研究，我们可以探究形变核的转动行为以及高自旋区域原

子核偏离理想转子的程度。我们可以了解原子核沿晕带的转动性质。我们还可以

通过与实验结果的比对来预言高自旋态的结构和性质。图 4-2 所示的是 Rf 同位素

转动惯量的计算结果。从图中我们可以看出，这三个原子核的转动惯量在低自旋

区域有很大的相似性，它们都随着自旋缓慢的上升。但是当自旋超过 16 时，转动

惯量曲线陡然上升，这转动惯量图中导致了一个向上弯曲的图形。曲线向上弯曲

发生的区域的自旋和图 4-1 中发生带交叉的区域的自旋相一致。这是旋转顺排所

产生的现象。 

图 4-2 Rf 同位素晕带转动惯量图 

 

如图 4-2 所示，现在只有 256
Rf 有实验数据可以用来进行对比。高自旋区域转

动惯量的快速上升要归因于二准粒子带的作用。从物理上分析，高 j 轨道的顺排

核子对会使二准粒子带的能量下降。这就导致了二准粒子带和基带的带交叉。这

一晕带中的结构变化引起了转动惯量在高自旋区域的快速上升。我们发现二准粒

子带是导致转动惯量发生变化的主要组态。转动惯量的反常因当归因于转动顺排，

我们知道在高 j 轨道上的一对核子能够受到原子核的转动的影响非常大，强大的

科里奥利力可以把它们拆开来，它们的角动量沿着原子核集体转动轴的方向重新

排列。这就是所谓的角动量顺排过程，我们可以看到发生在较小的转动频率范围
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内。但是，我们对此现象的理论解释需要更多的实验数据来获得支持。图 4–2 中

看到准粒子的顺排导致了原子核结构的变化，进而导致转动惯量也发生了巨大的

变化。以前，投影壳模型计算曾经使用了相同的方法解释了一些壳层的原子核在

实验上观测到的转动惯量反常现象。 

 

4.3 电四极跃迁 

有了式(3-33)中的波函数，我们可以用它来计算电磁跃迁概率，电四极跃迁概

率可以用下式表示： 

2
2

2

1 ˆ( 2, 2)
2 1

I IB E I I Q
I

    


              (4-4) 

电四极跃迁概率表示了从初态 I 到末态 I-2 的跃迁概率。能量的变化和波函数

结构的改变都可以反应在晕带结构的变化上。而通过研究 B(E2)可以检验波函数

结构的变化。在图 4-3 中，我们观察到计算的 B(E2)的值在自旋 I = 20 以下不断变

大，但是在自旋 I =22 附近，图形曲线有一个突然的下落。此处正对应于转动带带

交叉的地方，一个是完全配对的组态，而另一个是有粒子顺排的组态。核子的顺

排可以导致带交叉前后晕带结构的改变，因此也引起了 B(E2)在交叉自旋出发生

下降。此外，仅仅从 B(E2)分析，我们不能得知究竟是中子还是质子的顺排导致

了其数值的下降，因而需要研究更多的可观测物理量，也需要更多的实验数据来

进行验证。目前，对于我们研究的原子核，B(E2)的实验资料还非常少。 

 

图 4-3 计算所得 Rf 同位素晕带 B(E2)数值图 
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4.4 g 因子研究 

朗德因子即 g 因子，是核物理中一个非常重要的物理量。它对波函数的组成

以及单粒子态十分敏感，因此可以用来对核结构进行有效的研究。在投影壳模型

计算中，g 因子可以有如下的表达式： 

          )]()([
1)(

)( II
II

I
Ig

NN

 



                  (4-5) 

其中  I 为内禀态
I 的磁矩， ,   分别表示中子和质子，  I 的表达式

为： 
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        (4-6) 

实际计算中 gl 和 gs 分别取标准值： 

          
75.0826.3,0

75.0586.5,1









sl

sl

gg

gg

　　　　

　　　　
                (4-7) 

质子对 g 因子的贡献是提供一个大的、正的 

sg ，它使得 g 因子增加，而中子却提

供小的负的 

sg ，使得 g 因子减小。 

 

图 4-4 计算所得 Rf 同位素 g 因子图 
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通过研究 g 因子，我们可以获得特定中子和质子轨道的信息。如图 4-4 所示，

在 g 因子的计算中我们观察到了三个同位素的共同特征，在低自旋态时 g 因子缓

慢上升，而在高自旋区域中，g 因此快速上升。但是，在自旋为中等大小时，I=16-20，

g 因子在不同同位素中展现了不同性质。因为质子对 g 因子的贡献为正，而中子

对 g 因子的贡献为负，我们可以从中解读出原子核的微观信息。对于 256
Rf 其 g 因

子在曲线中的下降对应于中子 j15/2 轨道。对于 258
Rf 和 260

Rf 来说，中子的负贡献

正好被质子的正效应所抵消，因此在中等自旋区域 g 因子曲线要么快速上升要么

几乎维持常数。我们需要更多的实验数据来验证我们我们预测，并对更多的超重

核做出研究计算。 
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第五章 总结展望 

在本文的研究中使用投影壳模型，我们系统地研究了 Rf 同位素的旋转性质，

其中 256
Rf 的晕带数据不久前被实验所测得。我们计算所得的转动惯量和实验数据

符合程度很高，我们也对相邻的同位素给出了相似的计算结果。转动惯量中表现

出的快速上升，是由于在带交叉之后核子顺排造成的。需要指出的是，因为单粒

子分布在不同原子核中的不同，自旋顺排现象也不尽相同。g 因子的可以敏感度

很高地区分出波函数的内在区别。因此对于超重核 g 因子的测定变得十分有必要。 

超重核 256
Rf 是我们研究的对象，他的转到性质数据最近被实验所测得。利用

我们的投影壳模型对其研究是恰到好处的。超重核的研究对于物理学的意义非常

大。包括天体物理在内也存在它的身影。我们的投影壳模型理论计算结果与实验

数据符合得非常好。事实证明，投影壳模型对于超重原子核的结构研究都是适合

的。投影壳模型是建立在形变基上的一个模型，在第二章中我们已经分析了各种

原子核模型的特点，以及他们的优点和缺点。我们说明了为什么要引入形变基。

形变基的引入导致了旋转对称性的破坏，角动量不再守恒，但是我们通过角动量

算符投影，使得被破坏的角动量得以恢复。解决问题必须抓住问题的本质和主要

因素，虽然我们采用的相互总用十分的简单，但是它代表了问题的主要部分，能

够描述我们面对的问题，从我们的计算结果来说，虽然也存在着可以改进的地方，

但可以说我们所做的工作是相当成功的。由于 BCS 方法将对力哈密尔顿量，导致

了体系的粒子数不守恒，但是对于偶偶核来说，有研究表明粒子数投影与否对最

终结果的影响不大，所以我们并没有对其进行粒子数投影，而将其忽略，这对我

们的最终结果的取得不产生问题。 

我们在重核高自旋区域观察到的大部分现象都和准粒子的拆对顺排有关，所

以我们以晕带转动能带为基础，对其组态结构进行了详细的计算和分析。从转动

惯量，B(E2)，g 因子中得出的结论都趋向一致，那就是二准粒子在高自旋状态下

发生了顺排，引起了核结构的一系列变化。虽然最终的结论还有待于新的实验数

据来验证，但是我们相信，本文的研究成果是可靠而可供今后后续研究之用。本

文只研究了轴对称的情况，但壳模型的应用不止局限于此，运用于三轴情形的投

影壳模型也被开发出来，可以说投影壳模型还在不断地发展之中。实验上关于三

轴形变核的数据也在不断地积累着，可以说投影壳模型的理论还在不断地发展和

丰富之中，希望今后能有更多更大的创新，将投影壳模型推到新的高度。 
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总之，以 Nilsson+BCS 形变准粒子基为基础的投影壳模型理论是研究核结构

的有效模型之一，自上世纪 80 年代发明以来经过数十年的发展验证，已经能对越

来越多的原子核进行计算研究。而且，随着物理实验技术的不断提高，越来越多

核的实验数据被测量出来，这为核物理的研究打开了一扇大门，通往更多未知的

领域。投影壳模型理论也应紧跟时代，不断向前发展，为原子核物理做出更大的

贡献。 

 



上海交通大学硕士学位论文 

- 37 - 

参 考 文 献 
 

 

[1] P. Ring and P. Schuck, The Nuclear Many Body Problem (Springer- Verlag, New 

York, 1980) 

[2] W. Greiner, J. A. Maruhn, Nuclear Models (世界图书出版公司，2004) 

[3] D. J. Rowe, Nuclear Collective Motion (World Scientific Publishing Co. Pte. Ltd., 

2010) 

[4] G. Audi, A. H. Wapstra, The 1993 atomic mass evaluation: (I) Atomic masstable, 

Nucl. Phys. A 565 (1993) 1-65 

[5] G. Audi, A. H. Wapstra, The 1995 update to the atomic mass evaluation, Nucl. Phys. 

A 595 (1993) 409-480 

[6] G. Audi, A. H.Wapstra, and C. Thibault, The AME2003 atomic mass evaluation. 

(II). Tables, graphs and references, Nucl. Phys. A 729 (2003) 337-676 

[7] S. G. Nilsson, J. R. Nix, A. Sobiczewski, Z. Szyma ński, S. Wycech, C. Gustafson, P. 
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