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扩展的投影壳模型的发展与应用

摘 要

近年来，随着放射性核束装置和𝛾-探测装置的发展，对极端环境中（如角

动量极限等）原子核的反应性质和结构的探索已成为现今核天体物理和核结构

的前沿课题。原子核的激发模式主要有两种形式：集体激发和单粒子激发。对

于形变的原子核，单粒子激发的表现形式是准粒子激发，其中存在着一种寿命

较长K值较大的准粒子激发态，称为高K同核异能态。这种高K同核异能态可被

用于能源和武器方面的研究，因而成为核物理学中的热门课题之一。

投影壳模型从形变的Nilsson+BCS 单粒子基矢出发，通过角动量投影来修

复被形变平均场打破的转动对称性。然后在投影基矢中对角化原子核体系的哈

密顿量，并进行组态混合。最后可得到原子核的波函数、能谱和电磁跃迁几率

等信息。最近，我们进一步发展和改进了投影壳模型方法，并应用于原子核结

构的研究中。我们通过运用一种叫作pfaffian的算法提高了转动矩阵元的计算效

率，并将组态空间扩展到十准粒子态。这大范围地拓展了我们能够研究的物理

现象，如原子核在高自旋态的集体性减弱现象以及高自旋态的结构演化规律

等。研究结果显示，高阶准粒子态在其中扮演着十分重要的角色。

我们用扩展的投影壳模型研究了质量区域为𝐴 = 70− 80 的缺中子Kr 同位

素的微观结构。我们尤其对这些核的高自旋态结构进行了着重分析。随着原子

核体系转速增加，固定长椭形状的壳模型基矢在高自旋态是一个有效的近似。

从一些我们计算的结果与实验观测数据的符合可以印证这一点。随着自旋的增

大，晕带和晕带附近的边带的结构演化被两准粒子、四准粒子、六准粒子和八

准粒子组态连续的带交叉描述。我们认为，包含六准粒子和八准粒子组态的基

矢对高自旋态的结构细节的描述是必需的。另外，我们还计算了电四极跃迁几

率并与实验值进行了对比。理论计算的𝐵(𝐸2) 与实验值定性上符合。

我们还系统性地分析了偶偶的174−186W 同位素高自旋态和高𝐾 同核异能态

的微观结构。利用多准粒子激发分析了晕带高自旋能级的结构。除了晕带，我

们还研究了同核异能态和基于这个同核异能态之上的转动带，并预言了这些同

核异能态的占据主要权重的多准粒子结构。我们对𝐾 同核异能态的电磁属性

（如𝐵(𝐸2)，𝐵(𝑀1)，𝑔 因子）也进行了研究，并与实验数据进行了对比。目
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前，大部分𝐾 同核异能态的属性仍然没有实验数据。我们的结果只是预言。

关键词： 投影壳模型，高K同核异能态，多准粒子，高自旋
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Development and Application of the extended Projected

Shell Model

ABSTRACT

Recently, with the development of radioactive-beam facilities and 𝛾 detect-

ing devices, it has been a frontier for nuclear astrophysics and nuclear structure to

study decays and structures of nuclei at extreme conditions, for instance,extremes

of angular momentum etc.The nuclei excitation modes have two kinds:the collec-

tive excitation and the single particle excitation. The single particle excitation

of deformed nuclei are quasiparticle excitations, and those with high K are called

high K isomers due to their long lifetime. High K isomers have possible applica-

tions in energy sources and weapons, for which they have developed into one of

the popular subject in nuclear physics.

The projected shell model (PSM) begin with a deformed Nilsson+BCS quasi-

particle states, and then recovers the broken rotation symmetries by angular mo-

mentum projection and mixes different quasiparticle configurations by diagonaliz-

ing the nuclear system Hamiltonian, wave functions, energy spectra, electro mag-

netic transitions probability(etc.)of nuclear system could be obtained.recently,

we developed the PSM and applied the developments on nuclear structure.by

efficiently calculating the rotated matrix elements by the so called Pfaffian algo-

rithm, the configuration of the PSM is expanded to include up to 10 quasiparticle

states. This expanded the physics field that the model can study, such as loss

of collectivity and the structural changes etc. of nuclei at high spins state. It

is shown that the higher order quasiparticle states play very important roles in

describing these phenomenons.

the structure of neutron-deficient Kr isotopes in𝐴 = 70 − 80 mass region

have been investigated within extended PSM formalism with special interest on

high-spin structure of these nuclei.the prolate deformation in the shell-model ba-

sis seems to be a well valid approximation for these high-spin regions. This is
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also supported by some observed cases and our results are consistent with those.

The structural evolutions of the yrast and near-yrast side-bands as functions of

spin are described by successive band-crossings among 2-qp, 4-qp, 6-qp and 8-qp

states. We have shown that, the inclusion of 6-qp and 8-qp states in the basis are

necessary for the detail description of very-high spin states. Moreover, the elec-

tric quadrupole transition probabilities have been calculated and compared with

available experimental data. The observed variations in 𝐵(𝐸2) are qualitatively

described in the calculations.

we have systematically analyzed the structure of the high-spin regime as

well as multi-qp high-K isomers of even-even 174−186W isotopes. The structure of

yrast high-spin levels is analyzed for multi-quasiparticle excitations. Apart from

the yrast band, K-isomers and rotational bands based on those are described and

their dominant multi-quasiparticle structures are predicted. The electromagnetic

properties (e.g. 𝐵(𝐸2), 𝐵(𝑀1), g-factor) of the K-isomers are also studied and

compared with available experimental data. For most of the K-isomers, the

experimental properties are unknown and our results remain as predictions.

KEY WORDS: Projected Shell Model,High K-isomers, Multi-quasiparticle,

High spin,

— iv —
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第一章 引言

1.1 原子核量子体系

1896年，法国物理学家贝克勒尔发现了自发的放射线，这是物理学史上最

有名的发现之一。因此，人们打开了核物理学的大门。上世纪初，英国物理学

家卢瑟福做的𝛼粒子散射实验证实了原子核的存在。1932年，英国物理学家查

德威克发现中子。自此，人们才认识到原子核是由中子和质子构成的量子体

系。中子和质子统称为核子。一个原子核由若干个核子通过强相互作用连结而

成。实际上，原子核内部是一个十分复杂的量子多体体系。人们对原子核的结

构进行了长期不懈的研究，直到现在，还未出现一个统一的原子核结构理论。

然而，经过长时间的努力，人们发展出多种原子核结构模型并取得大量积极的

研究成果。

目前，人们发现的自然产生的稳定原子核大概有300种，其余的都属于不

稳定原子核素。实验室里人工合成的不稳定原子核约3000种，理论预言能够合

成的原子核约8000种。如核素图1.1所示，稳定核素分布于一条狭长的黑色区

域。沿着这片黑色区域的中心画出的一条线（大致为全图的对角线）称为𝛽稳

定线。人工合成的不稳定核素分布于图中的黄色区域。理论预言能够合成的核

素分布在图中的绿色区域。

1.2 核结构研究的热点问题和理论模型

核物理研究主要分为原子核结构和核反应两大方向。目前，核结构研究的

前沿热点主要是对极限情况下的原子核特性的研究：

∙ 电荷和质量极限，即对超重原子核的研究 [1]。主要是对重核壳结构、核

的形变效应、核合成和𝛼 衰变的研究等。

∙ 同位旋极限，即对奇特核的研究 [2]。主要是对奇特核晕结构（质子

晕 [3]、中子晕 [4]以及巨晕 [5] 等）和丰中子区壳结构演化的研究（如幻

数的演化等）。

∙ 角动量极限，即对形变原子核处在高自旋态时产生的现象的研究。如快
速转动时，形变核内禀自由度与集体自由度相互影响所带来的新奇现象。
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上海交通大学博士学位论文 扩展的投影壳模型的发展与应用

图 1.1 核素图

这些现象主要有：超形变带 [6]、回弯效应、量子混沌 [7]和带终止 [8]等

等。

目前，世界各国在核物理实验设施的建设上取得了一系列重大成果，

如兰州的HIRFL-CSR、美国的MSU、俄罗斯的Dubda、法国的GANIL、德国

的GSI、日本的RIKEN以及EUROBALL、GRETINA、Gammasphere等。在理

论核物理方面，经过一个多世纪的发展，人们已构建出若干成熟的理论模型。

接下来便简要的介绍一些与投影壳模型（Projected Shell Model, PSM）相关的

模型。

壳模型：常见的壳模型有大规模球型壳模型（简称壳模型）、ab inito 壳模

型、Monte Carlo 壳模型、配对壳模型、投影壳模型等等。虽然原子核中的势

场和原子中的有心力场不同，但我们可以认为原子核内各个核子是在一个平均

场内相互独立地运动。相对某个特定的核子来说，其感受到的平均场是其他全

部核子对它作用的总和。

对于𝐴个相互作用的核子所构成的体系，它的非相对论哈密顿量为 [9]

�̂� =
𝐴∑︁
𝑖=1

𝑝2𝑖
2𝑚𝑖

+
𝐴∑︁

𝑖<𝑗=1

𝑉 (𝑟𝑖, 𝑟𝑗) (1.1)
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上海交通大学博士学位论文 第一章 引言

通过变换可将上式表示为单体项与剩余相互作用项之和

�̂� =
𝐴∑︁
𝑖=1

[︂
𝑝2𝑖
2𝑚𝑖

+ 𝑉 (𝑟𝑖)

]︂
+

[︂ 𝐴∑︁
𝑖<𝑗=1

𝑉 (𝑟𝑖, 𝑟𝑗)−
𝐴∑︁
𝑖=1

𝑉 (𝑟𝑖)

]︂

=
𝐴∑︁
𝑖=1

[︂
𝑝2𝑖
2𝑚𝑖

+ 𝑉 (𝑟𝑖)

]︂
+ �̂�res

=
𝐴∑︁
𝑖=1

ℎ̂𝑖 + �̂�res

=�̂�0 + �̂�res (1.2)

我们希望能够找到一个适当的势场𝑉 (𝑟𝑖)，使�̂�res尽量的小或等于零。这样，我

们能就把一个复杂的多体问题变成为一个简单的单体问题。然而，这极其困

难。为了解决这个问题，壳模型理论采用了以下思路（详细讨论见文献 [10]）：

（1）在一个适当的基矢中（如球谐振子基矢）求解本征方程

ℎ̂𝑖𝜑𝑖 = 𝜀𝑖𝜑𝑖 (1.3)

（2）根据上式的解我们可得到一个Slater 行列式（即�̂�0的本征波函数，

用于描述𝐴个无相互作用核子所构建的体系的状态）

Φ(𝑟1, 𝑟2, . . . 𝑟𝐴) =
1√
𝐴!

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝜑1(𝑟1) 𝜑1(𝑟2) · · · 𝜑1(𝑟𝐴)

𝜑2(𝑟1) 𝜑2(𝑟2) · · · 𝜑2(𝑟𝐴)
...

...
...

...

𝜑𝐴(𝑟1) 𝜑𝐴(𝑟2) · · · 𝜑𝐴(𝑟𝐴)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ (1.4)

上式的Slater 行列式通过角动量耦合（如角动量投影、𝐽-scheme、𝑀 -scheme、

母分系数等）可得出角动量本征波函数，并伴随着一种组态结构（即𝐴个核子

在一系列单粒子能级上的一种填充状态，不同组态结构表示不同的激发态。如

图1.2 所示）。

（3）我们用这些组态构建一组基矢，并在这组基矢中求解哈密顿量�̂�的

本征方程，进而获得体系的波函数和能级能量。在考虑重核时，由于其组态数

量呈现发散的特性，我们无法采用整个完备基矢，只能进行组态截断并选取一

个有效的组态空间（即价核子组态空间）。

壳模型可以同时描述原子核的集体运动和单粒子运动。然而该模型不能描

述比较重的形变原子核，主要原因是随着原子核质量数的增大其组态空间呈现

出发散的性质，并且人们很难选择一个极大组态空间下的有效哈密顿量。
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上海交通大学博士学位论文 扩展的投影壳模型的发展与应用

图 1.2 壳模型组态空间示意图

平均场理论：利用自洽迭代法找出(1.2)式中最适当的单粒子势𝑉 (𝑟𝑖)，包括

非相对论的Hartree-Fock-Bogoliubov 理论和相对论的Hartree-Fock 理论。它是

利用能量密度泛函理论研究原子核基态的一种方法。接下来我们简要的介绍一

下这种方法（详细讨论见文献 [11] 和文献 [12]）。

首先，原子核的能量可表示为

𝐸[𝜌] = ⟨Ψ|�̂�|Ψ⟩ (1.5)

我们将多体波函数|Ψ⟩近似表示为一个Slater行列式。然后选取一个有效哈密顿

量，用其在Slater行列式上的期待值近似等于原子核体系的能量

𝐸[𝜌] = ⟨Ψ|�̂�|Ψ⟩ ≈ ⟨Φ|�̂�eff(𝜌)|Φ⟩ (1.6)

其中𝜌表示密度矩阵：

𝜌(𝑟, 𝑟′) = |𝜑𝑖(𝑟)⟩⟨𝜑𝑖(𝑟′)| (1.7)

将能量密度泛函(1.5)式对密度矩阵进行变分，可得原子核体系的单粒子哈密顿

量：

ℎ̂ = 𝛿𝐸/𝛿𝜌 (1.8)
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进一步求解本征方程

ℎ̂𝑖|𝜑𝑖⟩ = 𝜀𝑖|𝜑𝑖⟩ (1.9)

通过上式我们可以解出原子核体系的单粒子波函数和能级能量。

这就是自洽平均场方法的基本概念。平均场理论能够微观地描述核素图上

所有核素的性质，且能够考虑相对论效应。然而，该理论也只能研究原子核基

态的特性，研究激发态就要用到超越平均场方法，如生成坐标方法和无规相近

似等。

生成坐标方法：其主要操作就是将一个原子核体系的多体波函数|Ψ⟩ 用一
组非正交的生成函数|Φ(𝑞)⟩ 进行展开

|Φ𝛼⟩ =
∫︁
𝑑𝑞𝑓𝛼(𝑞)|Φ(𝑞)⟩ (1.10)

其中𝑞 = 𝑞1, 𝑞2, · · · 是生成坐标。𝑓(𝑞) 是权重函数，可通过变分解出

𝛿
⟨Ψ|�̂�|Ψ⟩
⟨Ψ|Ψ⟩

= 0 (1.11)

对𝑓(𝑞) 变分可得方程∫︁
𝑑𝑞′⟨Φ(𝑞)|�̂�|Φ(𝑞′)⟩𝑓(𝑞′) = 𝐸

∫︁
𝑑𝑞′⟨Φ(𝑞)|Φ(𝑞′)⟩𝑓(𝑞′) (1.12)

上式即所谓的Hill-Wheeler 方程 [13]。若将欧拉角选为生成坐标（即𝑞 = Ω），

则此方法就是角动量投影方法 [14–16]，并常被用于描述原子核体系的转动特

性。若将形变参数选为生成坐标，则此方法就是一种普通的生成坐标法，并常

被用于软核低激发态的研究 [17–21]。

1.3 本文选题和结构

本文的研究内容有两部分，一是对Kr同位素高自旋转动带性质的研究，二

是对W同位素中所有K同核异能带的研究。

角动量投影模型能够很好的从微观角度描述原子核的转动特性。这种模型

理论的出发点是各种形变平均场，如相对论 [18]平均场、自洽的Skyrme [17]平

均场以及Nilsson 平均场 [14]等。然后在平均场的基础上考虑核子间的对力进

而构建内禀坐标系中的形变准粒子基矢。然而，这些准粒子基矢打破了空间

转动对称性。一般我们用角动量投影来恢复被打破的转动对称性。对准粒子
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基矢进行角动量投影的同时也将对原子核体系的描述从内禀坐标系变换到了

实验室坐标系。最后，在投影基矢中求解体系的哈密顿量本征方程，进而可

获得实验室坐标系中原子核体系的能谱和波函数等信息。传统的PSM利用广

义Wick定理 [22]计算准粒子基矢中的转动矩阵元。由于这种计算方法耗时且复

杂，因此组态空间只能包含不超过四准粒子的组态。最近，我们通过采用一种

叫作Pfaffian 的算法 [23–29]，首次把PSM的（偶偶核）组态空间扩展到了十准

粒子组态。应用这种算法我们解决了数值计算的耗时问题，并能研究原子核极

高自旋态的性质。本文以扩展的PSM为理论工具，对Kr和W同位素链的高自旋

态的微观结构及其电磁属性进行了研究，包括对B(E2)、B(M1)和g 因子的大量

计算和分析，以及高自旋态的预言。计算结果与实验数据符合得很好，表明在

传统的PSM中引入的Pfaffian算法可以大幅提高计算效率，并可以应用到重核

区高自旋态的研究中，进一步证明扩展的PSM十分成功。

本文具体内容的结构为：第二章主要是介绍投影壳模型的理论框架和最近

的发展。第三章研究的是Kr同位素高自旋转动带的性质。第四章研究的是W同

位素中所有K同核异能带的性质。第五章为总结和展望。
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第二章 投影壳模型的基本理论介绍

2.1 形变的准粒子基矢

人们普遍用到的大型球型壳模型理论是在球谐振子的正交完备基矢下对角

化哈密顿量而获得原子核的波函数的。球型基矢的产生和湮灭算符分别表示

为：𝑐†𝛼, 𝑐𝛼，其中 𝛼 ≡ {𝑛𝑙𝑗𝑚}分别是单粒子轨道的主量子数、轨道角动量量子
数、总角动量量子数以及总角动量的三分量，如图2.1所示。用大型球型壳模型

计算原子核能级和其他物理量时需要在所有球型基矢下展开原子核的波函数，

即便是原子核基态也如此。当原子核质量数越来越大，需要的球型基矢维数也

爆炸式增加，从而导致计算时间和计算量也大幅度上升。于是，大型球型壳模

型很难计算质量数超过60的形变原子核。要想计算质量数超过60的重原子核，

就需要一种技巧对基矢（即组态空间）进行合理地截断，即删除一些不重要

的基矢从而减少计算时所需的基矢维数。投影壳模型（Projected Shell Model，

PSM）理论就提出了一种有效截断组态空间的方法。PSM 理论不是用球型基

矢而是用接下来要介绍的Nilsson+BCS 准粒子内禀基矢描述重形变原子核的。

一般来说，一个单体算符�̂�（如𝑟2𝑌2𝜇 等）在球型基矢下的矩阵元可表示为

�̂� =
∑︁
𝛼𝛼′

⟨𝑛𝑙𝑗𝑚|�̂�|𝑛′𝑙′𝑗′𝑚′⟩𝑐†𝛼𝑐𝛼′

=
∑︁
𝛼𝛼′

𝑂𝛼𝛼′𝑐†𝛼𝑐𝛼′ (2.1)

在球型基矢中对角化给定形变的Nilsson哈密顿量，可以获得固定形变的Nilsson单

粒子能级（𝜀𝑖）、波函数（𝜑𝑖）和球型基矢变换到形变基矢的幺正变换矩

阵 𝑊𝛼𝜈。形变基矢中的产生和湮灭算符可分别表示为𝑏
†
𝑖 , 𝑏𝑖。单体算符在形变基

下的矩阵元以及两种基矢之间的关系可表示为

�̂� =
∑︁
𝑖𝑖′

⟨𝜑|�̂�|𝜑′⟩𝑏†𝑖𝑏𝑖′ (2.2)

𝑏𝜈 =
∑︁
𝛼

𝑊𝛼𝜈𝑐𝛼 (2.3)

我们平时常用到的单体算符在球形基矢下的矩阵元可通过量子力学角动

量理论较容易计算得到，单体算符在形变基下的矩阵元则可用幺正矩阵 𝑊𝛼𝜈
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图 2.1 原子核的球型单粒子能级图

和球形基下的单体算符矩阵元进行幺正变换而获得。然后，我们用计算出

的Nilsson单粒子能级波函数通过BCS理论构建形变的准粒子基矢。接下来，我

们对Nilsson哈密顿量、BCS理论以及PSM要用到的准粒子组态空间进行简要的

介绍。

对于一个处于实验室坐标下的形变原子核，其表面的函数可以用球谐函数

进行展开 [13]

𝑅 = 𝑅(𝜃, 𝜑) = 𝑅0

(︁
1 + 𝛼00 +

∞∑︁
𝜆=1

𝜆∑︁
𝜇=1𝜆

𝛼*𝜆𝜇𝑌𝜆𝜇(𝜃, 𝜑)
)︁

(2.4)

其中𝑅0表示与该形变原子核体积相等的球体的半径。对于体积很难改变的原

子核体系，𝛼00近似为零，可忽略。𝜆 = 1的项主要受原子核体系质心平移的影

响，将体系的质心平移到实验室坐标系原点则可确定𝛼1𝜇 的值。于是，我们只

考虑𝜆 = 2的项（即四极形变）。𝛼2𝜇（ 𝜇 = −2 ∼ 2）则是5个四极形变参数。更
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高极的项我们忽略不计。为了研究方便，我们把实验室坐标系换成原子核的内

禀坐标系，将原子核的三个惯量主轴设为内禀系的三个坐标轴。原子核内禀坐

标系中的四极形变参数可表示为𝑎2𝜇。根据𝑅 的转动不变性，内禀系中的四极

形变参数𝑎2𝜇可由下式求出

𝑎2𝜇 =
∑︁
𝜇′

𝐷𝜆
𝜇′𝜇(Ω)𝛼2𝜇′ (2.5)

其中𝐷𝜆
𝜇′𝜇是𝐷-函数，Ω是内禀坐标系在实验室坐标系中转动的欧拉角。原子核

体系的表面函数（只考虑四极形变时）在内禀坐标系中有如下关系式

𝑅(𝜃′, 𝜑′) = 𝑅(𝜋 − 𝜃′, 𝜑′) = 𝑅(𝜃′,−𝜑′) (2.6)

于是我们得到

𝑎2𝜇 = 𝑎2−𝜇 = (−1)𝜇𝑎2𝜇 ⇒ 𝑎21 = 𝑎2−1 = 0, 𝑎22 = 𝑎2−2 (2.7)

也就是说在内禀坐标系中只有𝑎20和𝑎22是独立的形变参数。另外(2.5) 式中的

欧拉角具有3个自由度。因此，与实验室坐标系类似，我们在内禀坐标系中

也得到5个四极形变参数。一般人们习惯用Hill-Wheeler 坐标（𝛽, 𝛾）来表达参

数𝑎20和𝑎22

𝑎20 = 𝛽 cos 𝛾

𝑎22 =
1√
2
𝛽 sin 𝛾 (2.8)

下面，我们给出Nilsson哈密顿量的表达式 [30]

ℎ̂ = − ~2

2𝑚
∇2 + 𝑉ℎ + 𝐶𝑠 · 𝑙 +𝐷𝑙2 (2.9)

其中𝑉ℎ +𝐶𝑠 · 𝑙+𝐷𝑙2就是Nilsson势。𝐶𝑠 · 𝑙 为自旋-轨道耦合项，𝐷𝑙2 是修正项

（使Nilsson势更趋近Woods-Saxon 势）。𝑉ℎ 则是形变的谐振子势，其在球坐标

系中的表达式为

𝑉ℎ(𝜃, 𝜑, 𝑟) =
1

2
𝑚𝜔0𝑟

2
{︁
1− 2𝛽

[︁
cos 𝛾𝑌20(𝜃, 𝜑) +

1√
2
sin 𝛾(𝑌22 + 𝑌2−2)

]︁}︁
(2.10)

在直角坐标系中的表达式为

𝑉ℎ =
1

2
𝑚
(︀
𝜔2
1𝑥

2 + 𝜔2
2𝑦

2 + 𝜔2
3𝑧

2
)︀

(2.11)
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若Nilsson势场为轴对称形变（假设𝑧轴是对称轴），𝑉ℎ可简化为

𝑉ℎ =
1

2
𝑚
[︀
𝜔2
1(𝑥

2 + 𝑦2) + 𝜔2
3𝑧

2
]︀

(2.12)

令

𝜔1 = 𝜔0

(︁
1 +

1

3
𝜀2

)︁
, 𝜔3 = 𝜔0

(︁
1− 2

3
𝜀2

)︁
(2.13)

将(2.13)代入(2.12)，再与(2.10)式作比较，忽略不计𝜀22项，因考虑的是轴对称情

况，所以𝛾 = 0，于是有 [30]

𝜀2 =
3

2

√︂
5

4𝜋
𝛽 = 0.95𝛽 (2.14)

𝜀2就是投影壳模型中的四极形变参数。于是，我们可以将𝑉ℎ写成下面的形式

𝑉ℎ =
1

2
𝑚𝜔2

0𝑟
2 − 1

3
𝑚𝜔2

0𝜀2(3𝑧
2 − 𝑟2) +𝑂(𝜀2) (2.15)

上式第一项为Nilsson势场的球形部分，后面的项为形变部分。由于原子核发生

形变时体积始终保持不变，于是有

𝜔2
1𝜔3 = 𝜔3

00 (2.16)

其中

~𝜔00 = 41𝐴−1/3[MeV] (2.17)

𝐴表示相应原子核的质量数。根据上面几个式子我们能够导出(2.10) 中的𝜔0值

[30]

𝜔0 = 𝜔00

(︁
1− 1

3
𝜀22 −

2

27
𝜀32

)︁−1/3
(2.18)

把(2.9)式的𝐶,𝐷换成Nilsson参数𝜅, 𝜇

𝐶 = −2~𝜔00𝜅, 𝐷 = −~𝜔00𝜅𝜇 (2.19)

Nilsson哈密顿量的表达式则变成

ℎ̂ = ℎ0 + ℎ𝜀 − 2~𝜔00𝜅𝑠 · 𝑙− ~𝜔00𝜅𝜇𝑙
2 (2.20)
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上式ℎ0就是(2.15)式的第一项（球形部分），ℎ𝜀即(2.15)式的第二项（形变部分）。

这样，Nilsson哈密顿量的本征方程可写成

(ℎ0 + ℎ𝜀 − 2~𝜔00𝜅𝑠 · 𝑙− ~𝜔00𝜅𝜇𝑙
2)𝜑𝑖 = 𝜀𝑖𝜑𝑖 (2.21)

求解(2.21)式时，我们可以选择球谐振子势的本征波函数|𝑁, 𝑙, 𝑗,Ω >作为基

矢。方程的解𝜀𝑖就是形变原子核的Nilsson单粒子态的能量，𝜑𝑖是Nilsson单粒子

态的波函数。我们通常用量子数Ω𝜋[𝑁, 𝑛𝑧,Λ,Σ]来标记Nilsson单粒子态|𝜑𝑖 >。
因为我们这里研究的都是轴对称体系，所以总角动量𝐽在𝑧轴的投影Ω是好量

子数，𝜋为宇称，也是好量子数。𝑁是主壳量子数，𝑛𝑧是𝑧轴主量子数。Λ,Σ分

别是𝑙𝑧和𝑠𝑧的本征值。量子数𝑁, 𝑛𝑧,Λ,Σ在大形变单粒子平均场中是近似好量

子数。因为大形变单粒子平均场中，我们可以不考虑自旋轨道耦合项，所

以Λ,Σ就能够成为两个近似好量子数。

前面提到的Nilsson单粒子平均场只考虑了核子之间的长程相互作用（四

极-四极作用力）。然而，在实际的一个原子核体系中，核子之间还存在着一种

短程的相互作用，我们称为对力。为了将这种短程力考虑进平均场中，我们需

要在前面计算出的Nilsson单粒子态的基础上用到BCS理论。在BCS理论中，哈

密顿量的表达式为

�̂� =
∑︁
𝑘>0

𝜀𝑘(𝑏
†
𝑘𝑏𝑘 + 𝑏†

𝑘
𝑏𝑘)−𝐺

∑︁
𝑘𝑘′

𝑏†𝑘𝑏
†
𝑘
𝑏𝑘′𝑏𝑘′ (2.22)

整数𝑘 = 1, 2, 3, · · ·标记着每个Nilsson单粒子态。在上式的第一项求和中，

𝑘 > 0 是指Ω = 1/2,−3/2, 5/2,−7/2 · · · 的Nilsson单粒子态。𝑘是指𝑘的时间反

演态，𝜀𝑘是这两个简并态的能量。𝐺 是对力强度。(2.22)式第一项是单粒子哈

密顿量部分，第二项就是对力部分。取试探波函数为

|𝐵𝐶𝑆⟩ =
∏︁
𝑘>0

(𝑢𝑘 + 𝑣𝑘𝑏
†
𝑘𝑏
†
𝑘
)|0⟩ (2.23)

𝑢𝑘, 𝑣𝑘是需要求解的变分参数。 |0⟩是Nilsson单粒子能级真空态。另有𝑢𝑘, 𝑣𝑘 的归

一化关系式为

𝑢2𝑘 + 𝑣2𝑘 = 1 (2.24)

在试探函数中求算符𝑏†𝑘𝑏𝑘的平均值可得

⟨𝐵𝐶𝑆|𝑏†𝑘𝑏𝑘|𝐵𝐶𝑆⟩ = 𝑣2𝑘 (2.25)
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(2.25)式说明Nilsson单粒子能级𝑘被粒子占有的概率为𝑣2𝑘，因此，𝑢
2
𝑘 = 1 − 𝑣2𝑘就

是该能级没被占有的概率。若把(2.23)式的各项乘积结果全部明确写出，我们

可以发现准粒子真空态|𝐵𝐶𝑆⟩是所有被0, 1, 2, 3, · · ·对粒子占有的Nilsson态的叠

加，所以|𝐵𝐶𝑆⟩并非粒子数算符�̂�的本征态。

令粒子数算符�̂� 在准粒子真空态|𝐵𝐶𝑆⟩下的平均值和实际的粒子数相等

⟨𝐵𝐶𝑆|�̂� |𝐵𝐶𝑆⟩ = 𝑁 (2.26)

利用变分原理可得

𝛿⟨𝐵𝐶𝑆|�̂� − 𝜆�̂� |𝐵𝐶𝑆⟩ = 0 (2.27)

其中𝜆是Lagrange乘子。联合(2.22)、(2.23)、(2.27)三个式子可得

𝑢2𝑘 =
1

2

(︁
1 +

𝜀𝑘 − 𝜆√︀
(𝜀𝑘 − 𝜆)2 +Δ2

)︁
(2.28a)

𝑣2𝑘 =
1

2

(︁
1− 𝜀𝑘 − 𝜆√︀

(𝜀𝑘 − 𝜆)2 +Δ2

)︁
(2.28b)

其中

Δ = 𝐺
∑︁
𝑘>0

𝑢𝑘𝑣𝑘

=
𝐺

2

∑︁
𝑘>0

Δ√︀
(𝜀𝑘 − 𝜆)2 +Δ2

(2.29)

根据粒子数守恒条件有∑︁
𝑘>0

2𝑣2𝑘 =
∑︁
𝑘>0

(︁
1− 𝜀𝑘 − 𝜆√︀

(𝜀𝑘 − 𝜆)2 +Δ2

)︁
= 𝑁 (2.30)

上面几个式子中的Δ是对隙，𝜆为费米能。𝜀𝑘是Nillson单粒子能级的能量。对于

一个选定的费米子休系，𝐺,𝑁是两个给定的常数。一般情况下，我们很难用代

数方法求解(2.28)、 (2.29)、 (2.30)式中的 𝑢𝑘, 𝑣𝑘,Δ, 𝜆的值，只能用数值迭代法

近似求解。解出了 𝑢𝑘, 𝑣𝑘 值，我们便获得了试探波函数|𝐵𝐶𝑆⟩。这个波函数对
应于体系能量最低的态，即基态。为了获得体系的激发态，我们需要利用已解

出的 𝑢𝑘, 𝑣𝑘值进行粒子-准粒子变换（Bogoliubov变换）

𝑎†𝑘 = 𝑢𝑘𝑏
†
𝑘 − 𝑣𝑘𝑏𝑘 (2.31a)

𝑎†
𝑘
= 𝑢𝑘𝑏

†
𝑘
+ 𝑣𝑘𝑏𝑘 (2.31b)
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𝑎†𝑘, 𝑎
†
𝑘
分别是互为时间反演态的准粒子产生算符，准粒子湮灭算符𝑎𝑘, 𝑎𝑘是准粒

子产生算符的厄米共轭。这些算符遵守费米子反对易式。由于

𝑎𝑘|𝐵𝐶𝑆⟩ = 0, ∀ 𝑘 (2.32)

上式表明|𝐵𝐶𝑆⟩就是准粒子真空态的波函数。因此，当一个准粒子产生算
符 𝑎†𝑘 作用到准粒子真空态波函数|𝐵𝐶𝑆⟩上，就构造了一个准粒子激发态。经
过Bogoliubov变换，我们将体系简化成一个无对力作用的准粒子体系。该体系

的哈密顿量可表示为

�̂�𝑞𝑝 = ⟨𝐵𝐶𝑆|�̂� − 𝜆�̂� |𝐵𝐶𝑆⟩+
∑︁
𝑘

𝐸𝑘𝑎
†
𝑘𝑎𝑘 (2.33)

上式中𝐸𝑘 =
√︀

(𝜀𝑘 − 𝜆) + Δ是准粒子能级的能量。对于一个偶偶原子核体系，

最低能量的激发是两准粒子激发态

𝑎†𝑘1𝑎
†
𝑘2
|𝐵𝐶𝑆⟩ (2.34)

其激发能量等于𝐸𝑘1 + 𝐸𝑘1。为了简捷方便，在后面的内容中我们用|Φ⟩代
替|𝐵𝐶𝑆⟩来代表体系的准粒子真空态。

我们知道，BCS方法会导致被研究体系的粒子数不守恒，且未考虑阻

塞(blocking)效应。本文将用粒子数投影方法来处理体系粒子数不守恒的问题，

进而用粒子数守恒方法处理阻塞效应。

PSM是在Nilsson+BCS准粒子基矢上进行角动量和粒子数投影的 [14]。这

些准粒子基矢是利用考虑对力的Nilsson单粒子平均场进行Bogoliubov变换而获

得的。对于三种不同的原子核（偶偶核、奇中子核和奇质子核），它们采用的

基矢各不相同。每一种核采用的基矢构成一组PSM组态空间。接下来，我们分

别列出这三种原子核体系的组态空间 [14, 31–33]。

偶偶核组态空间：{︁
|Φ⟩, 𝑎†𝜈𝑖𝑎

†
𝜈𝑗
|Φ⟩, 𝑎†𝜋𝑖𝑎

†
𝜋𝑗
|Φ⟩, 𝑎†𝜈𝑖𝑎

†
𝜈𝑗
𝑎†𝜋𝑘𝑎

†
𝜋𝑙
|Φ⟩,

𝑎†𝜈𝑖𝑎
†
𝜈𝑗
𝑎†𝜈𝑘𝑎

†
𝜈𝑙
|Φ⟩, 𝑎†𝜋𝑖𝑎

†
𝜋𝑗
𝑎†𝜋𝑘𝑎

†
𝜋𝑙
|Φ⟩,

𝑎†𝜈𝑖𝑎
†
𝜈𝑗
𝑎†𝜈𝑘𝑎

†
𝜈𝑙
𝑎†𝜈𝑚𝑎

†
𝜈𝑛|Φ⟩, 𝑎

†
𝜋𝑖
𝑎†𝜋𝑗𝑎

†
𝜋𝑘
𝑎†𝜋𝑙𝑎

†
𝜋𝑚𝑎

†
𝜋𝑛|Φ⟩,

𝑎†𝜋𝑖𝑎
†
𝜋𝑗
𝑎†𝜈𝑘𝑎

†
𝜈𝑙
𝑎†𝜈𝑚𝑎

†
𝜈𝑛|Φ⟩, 𝑎

†
𝜈𝑖
𝑎†𝜈𝑗𝑎

†
𝜋𝑘
𝑎†𝜋𝑙𝑎

†
𝜋𝑚𝑎

†
𝜋𝑛|Φ⟩,

𝑎†𝜋𝑖𝑎
†
𝜋𝑗
𝑎†𝜈𝑘𝑎

†
𝜈𝑙
𝑎†𝜈𝑚𝑎

†
𝜈𝑛𝑎
†
𝜈𝑜𝑎
†
𝜈𝑝|Φ⟩, 𝑎

†
𝜋𝑖
𝑎†𝜋𝑗𝑎

†
𝜋𝑘
𝑎†𝜋𝑙𝑎

†
𝜈𝑚𝑎

†
𝜈𝑛𝑎
†
𝜈𝑜𝑎
†
𝜈𝑝|Φ⟩,

𝑎†𝜋𝑖𝑎
†
𝜋𝑗
𝑎†𝜋𝑘𝑎

†
𝜋𝑙
𝑎†𝜈𝑚𝑎

†
𝜈𝑛𝑎
†
𝜈𝑜𝑎
†
𝜈𝑝𝑎
†
𝜈𝑞𝑎
†
𝜈𝑟 |Φ⟩,

𝑎†𝜈𝑖𝑎
†
𝜈𝑗
𝑎†𝜈𝑘𝑎

†
𝜈𝑙
𝑎†𝜋𝑚𝑎

†
𝜋𝑛𝑎
†
𝜋𝑜𝑎
†
𝜋𝑝𝑎
†
𝜋𝑞𝑎
†
𝜋𝑟 |Φ⟩.

}︁
(2.35)
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奇中子核组态空间：{︁
𝑎†𝜈𝑖|Φ⟩, 𝑎

†
𝜈𝑖
𝑎†𝜈𝑗𝑎

†
𝜈𝑘
|Φ⟩, 𝑎†𝜈𝑖𝑎

†
𝜋𝑗
𝑎†𝜋𝑘 |Φ⟩, 𝑎

†
𝜈𝑖
𝑎†𝜈𝑗𝑎

†
𝜈𝑘
𝑎†𝜋𝑙𝑎

†
𝜋𝑚|Φ⟩,

𝑎†𝜈𝑖𝑎
†
𝜈𝑗
𝑎†𝜈𝑘𝑎

†
𝜈𝑙
𝑎†𝜈𝑚𝑎

†
𝜋𝑛𝑎
†
𝜋𝑜|Φ⟩, 𝑎

†
𝜈𝑖
𝑎†𝜈𝑗𝑎

†
𝜈𝑘
𝑎†𝜋𝑙𝑎

†
𝜋𝑚𝑎

†
𝜋𝑛𝑎
†
𝜋𝑜|Φ⟩.

}︁
(2.36)

奇质子核组态空间：{︁
𝑎†𝜋𝑖|Φ⟩, 𝑎

†
𝜋𝑖
𝑎†𝜋𝑗𝑎

†
𝜋𝑘
|Φ⟩, 𝑎†𝜋𝑖𝑎

†
𝜈𝑗
𝑎†𝜈𝑘 |Φ⟩, 𝑎

†
𝜋𝑖
𝑎†𝜋𝑗𝑎

†
𝜋𝑘
𝑎†𝜈𝑙𝑎

†
𝜈𝑚|Φ⟩,

𝑎†𝜋𝑖𝑎
†
𝜋𝑗
𝑎†𝜋𝑘𝑎

†
𝜋𝑙
𝑎†𝜋𝑚𝑎

†
𝜈𝑛𝑎
†
𝜈𝑜|Φ⟩, 𝑎

†
𝜋𝑖
𝑎†𝜋𝑗𝑎

†
𝜋𝑘
𝑎†𝜈𝑙𝑎

†
𝜈𝑚𝑎

†
𝜈𝑛𝑎
†
𝜈𝑜|Φ⟩.

}︁
(2.37)

在实际计算中，PSM通常选定三个谐振子主壳（如𝑁 = 3, 4, 5或𝑁 =

4, 5, 6）。于是，上面列出的每个准粒子基矢中的中子产生算符（𝜈）和质子产

生算符（𝜋）的下角标应分别取遍选定的中子和质子主壳的准粒子能级。这是

一个很庞大的组态空间，随着准粒子数的增加，组态维数也爆炸式增加。在最

初的PSM组态空间中，偶偶核的基矢只包含了(2.35)式中的前四项。然而，太

小的组态空间无法正确描述原子核的高自旋态。为了进一步扩展PSM的应用，

我们最近将偶偶核的基矢扩展到了十准粒子态 [31, 32]。同时，将奇质量核的基

矢从最初的三准粒子扩展到了现在的七准粒子 [33]。组态空间扩展后的PSM极

大地增加了模型的应用范围，同时也极大地增加了计算量。现在，最初版本

的PSM使用Wick定理计算转动矩阵元的方法已很难适用于扩展后的PSM [27]。

于是，我们引入了一种新的计算转动矩阵元的方法，即Pfaffian算法。这种算法

的详细理论和公式将在本章第三节以及附录A讨论。

2.2 角动量与粒子数投影

上一节的(2.35)、(2.36)和(2.37) 三式中列出的所有Nilsson+BCS 基矢都是

原子核体系在内禀坐标系中的量子态波函数。这些波函数并不能正确描述原子

核体系的实际状态。因为首先，所有核物理实验数据（如能级能量、原子核角

动量以及电磁跃迁几率等）皆是在实验室坐标中获得的。其次，实验观测到的

原子核能级皆是粒子数和角动量的本征态。然而，Nilsson+BCS基矢并不是粒

子数和角动量的本征态。为了获得更接近原子核真实状态的波函数，我们可以

采用角动量与粒子数投影技术。

一般情况下，在实验室坐标系中转动内禀坐标系（即转动波函数）并不会
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改变原子核体系的物理性质。于是有

|Φ⟩ 与 �̂�(Ω)|Φ⟩ 能量相等，

𝑎†𝜈 |Φ⟩ 与 �̂�(Ω)𝑎†𝜈 |Φ⟩ 能量相等，
...

...
... (2.38)

符号 �̂�(Ω) 代表转动算符。空间各项同性导致有对易式[�̂�, �̂�] = 0 的成立，于

是有

⟨Φ|�̂�|Φ⟩
⟨Φ|Φ⟩

=
⟨Φ|�̂�†�̂��̂�|Φ⟩
⟨Φ|�̂�†�̂�|Φ⟩

⟨Φ|𝑎𝜈�̂�𝑎†𝜈 |Φ⟩
⟨Φ|𝑎𝜈𝑎†𝜈 |Φ⟩

=
⟨Φ|𝑎𝜈�̂�†�̂��̂�𝑎†𝜈 |Φ⟩
⟨Φ|𝑎𝜈�̂�†�̂�𝑎†𝜈 |Φ⟩

...
... (2.39)

由上式可以看出，任意转动波函数不会改变该波函数描述的体系量子态的能

量。于是，该量子态的波函数可以由转动不同角度的波函数叠加而成

|Ψ⟩ =
∫︁
𝑑Ω𝐹 (Ω)�̂�(Ω)|Φ⟩ (2.40)

用D-函数将𝐹 (Ω)进行展开 [13, 14]

𝐹 (Ω) =
∑︁
𝐼𝑀𝐾

2𝐼 + 1

8𝜋2
𝑓 𝐼𝑀𝐾𝐷

𝐼*
𝑀𝐾(Ω) (2.41)

其中𝐼是原子核体系的总角动量，𝑀是总角动量在实验室坐标系中𝑍轴的分量，

𝐾则是总角动量在内禀坐标系中𝑍轴的分量。于是有

|Ψ⟩ =
∑︁
𝐼𝑀𝐾

2𝐼 + 1

8𝜋2
𝑓 𝐼𝑀𝐾

∫︁
𝑑Ω𝐷𝐼*

𝑀𝐾(Ω)�̂�(Ω)|Φ⟩ (2.42)
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利用式子
∑︀

𝜈𝐼𝑀 |𝜈𝐼𝑀⟩⟨𝜈𝐼𝑀 | = 1的特性可得

|Ψ⟩ =
∑︁
𝐼𝑀𝐾

2𝐼 + 1

8𝜋2
𝑓 𝐼𝑀𝐾

∫︁
𝑑Ω𝐷𝐼*

𝑀𝐾(Ω)
∑︁

𝜈1𝐼1𝑀1

∑︁
𝜈2𝐼2𝑀2

|𝜈1𝐼1𝑀1⟩

× ⟨𝜈1𝐼1𝑀1|�̂�(Ω)|𝜈2𝐼2𝑀2⟩⟨𝜈2𝐼2𝑀2|Φ⟩

=
∑︁
𝐼𝑀𝐾

2𝐼 + 1

8𝜋2
𝑓 𝐼𝑀𝐾

∫︁
𝑑Ω𝐷𝐼*

𝑀𝐾(Ω)
∑︁

𝜈1𝐼1𝑀1

∑︁
𝑀2

|𝜈1𝐼1𝑀1⟩𝐷𝐼1
𝑀1𝑀2

(Ω)⟨𝜈1𝐼1𝑀2|Φ⟩

=
∑︁
𝐼𝑀𝐾

2𝐼 + 1

8𝜋2
𝑓 𝐼𝑀𝐾

∑︁
𝜈1𝐼1𝑀1

∑︁
𝑀2

|𝜈1𝐼1𝑀1⟩⟨𝜈1𝐼1𝑀2|Φ⟩
8𝜋2

2𝐼1 + 1
𝛿𝐼1𝐼𝛿𝑀1𝑀𝛿𝑀2𝐾

=
∑︁
𝐼𝑀𝐾

𝑓 𝐼𝑀𝐾

∑︁
𝜈1

|𝜈1𝐼𝑀⟩⟨𝜈1𝐼𝐾|Φ⟩

=
∑︁
𝐼𝑀𝐾

𝑓 𝐼𝑀𝐾𝑃
𝐼
𝑀𝐾 |Φ⟩ (2.43)

(2.43)式第三行的结果用到了𝐷函数的正交性 [34]。(2.43)式最后一行用到了角

动量投影算符的其中一种定义式

𝑃 𝐼
𝑀𝐾 =

∑︁
𝜈

|𝜈𝐼𝑀⟩⟨𝜈𝐼𝐾| (2.44)

PSM中用到的角动量投影算符为另一种形式

𝑃 𝐼
𝑀𝐾 =

2𝐼 + 1

8𝜋2

∫︁
𝑑Ω𝐷𝐼*

𝑀𝐾(Ω)�̂�(Ω) (2.45)

角动量投影算符满足下面两种性质

𝑃 𝐼†
𝑀𝐾 = 𝑃 𝐼

𝐾𝑀 and 𝑃 𝐼
𝐾𝑀𝑃

𝐼′

𝑀 ′𝐾′ = 𝛿𝐼𝐼′𝛿𝑀𝑀 ′𝑃 𝐼
𝐾𝐾′ (2.46)

(2.43)式中的𝑓 𝐼𝑀𝐾是相应投影基矢在波函数|Ψ⟩中的权重。𝑓 𝐼𝑀𝐾可通过求解哈密

顿量的本征方程（即Hill-Wheeler方程）获得。前面我们说过，实验观测到的原

子核能级皆是角动量的本征态，所以，在最终求出的原子核体系波函数|Ψ⟩应
该也是一个角动量的本征态。由此我们可知，(2.43) 式最后一行应该只对𝐾求

和，𝐼,𝑀 为特定不变的单值。于是，(2.43)式最后一行可写为 [14]

|Ψ𝐼𝛼⟩ =
∑︁
𝐾𝜅

𝑓 𝐼𝑀𝐾𝑃
𝐼
𝑀𝐾 |Φ𝜅⟩ (2.47)

上式的𝛼标记了具有相等角动量 𝐼 的各不同能级态，求和角标𝜅取遍组态空

间(2.35)、(2.36)、(2.37) 中被选定的准粒子基矢态。通过波函数|Ψ𝐼𝛼⟩的表达式
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可以看出，角动量投影技术修复了由形变平均场导致的转动对称性破缺。经过

角动量投影，我们将描述原子核体系的波函数从内禀波函数|Φ𝜅⟩变换到了实验
室坐标系波函数|Ψ𝐼𝛼⟩。

真实的原子核体系是具有确定核子数的，但Nilsson+BCS准粒子波函数描

述的是粒子数不确定的态，即不是粒子数本征态。角动量投影能获得角动量本

征态，于是，要获得粒子数本征态，我们需要对Nilsson+BCS准粒子波函数进

行粒子数投影。与角动量投影类似，粒子数投影可以表示为 [13]

|Ψ𝐴⟩ =
∫︁
𝑑𝜑𝑓𝐴(𝜑)|Φ(𝜑)⟩ (2.48)

|Ψ𝐴⟩是粒子数为 𝐴（质子数或中子数）的粒子数本征波函数。此规范群对应于

在三维的准自旋空间内进行转动 [13]，绕相应的𝑧 轴转动的生成元是粒子数算

符�̂�，即

�̂� = 𝑖
𝜕

𝜕𝜑
, (2.49)

|Φ(𝜑)⟩ = 𝑒𝑖𝜑�̂� |Φ(0)⟩ (2.50)

对应的生成函数𝑓𝐴(𝜑)为

𝑓𝐴(𝜑) =
∑︁
𝐴

1

2𝜋
𝑒−𝑖𝐴𝜑 · 𝑔𝐴 (2.51)

于是，(2.48)式可以写成

|Ψ𝐴⟩ =
∑︁
𝐴

𝑔𝐴𝑃
𝐴|Φ⟩ (2.52)

上式的粒子数投影算符𝑃𝐴定义为

𝑃𝐴 =
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑒𝑖𝜑(�̂�−𝐴)𝑑𝜑 (2.53)

从数学上分析，算符𝑃𝐴也具有投影算符的性质：𝑃 2 = 𝑃 , 𝑃 † = 𝑃。将粒子

数投影算符作用到Nilsson+BCS准粒子波函数之后，粒子守恒便得以恢复。我

们也可以通过下面的式子看出这一点

𝑃𝐴 =
∑︁

𝑁𝛼,𝑁 ′𝛼′

|𝑁𝛼⟩⟨𝑁𝛼| 1
2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

𝑑𝜑𝑒𝑖𝜑(�̂�−𝐴)|𝑁 ′𝛼′⟩⟨𝑁 ′𝛼′|

=
∑︁

𝑁𝛼,𝑁 ′𝛼′

|𝑁𝛼⟩⟨𝑁𝛼|𝑁 ′𝛼′⟩⟨𝑁 ′𝛼′| · 𝛿𝑁𝐴

=
∑︁
𝛼

|𝐴𝛼⟩⟨𝐴𝛼| (2.54)

— 17 —



上海交通大学博士学位论文 扩展的投影壳模型的发展与应用

2.3 本征方程与Pfaffian算法

在获得准粒子投影基矢之后，我们需要选取适当形式的哈密顿量在投影基

矢中对角化，然后便可计算出原子核体系的能级谱。PSM选取的哈密顿量为可

分离相互作用的形式

�̂� = �̂�0 + �̂�QP (2.55a)

�̂�QP = − 1

2
𝜒𝑄𝑄

∑︁
𝜇

�̂�†2𝜇�̂�2𝜇 −𝐺𝑀𝑃
†𝑃 −𝐺𝑄

∑︁
𝜇

𝑃 †2𝜇𝑃2𝜇 (2.55b)

其中第一项�̂�0是考虑了自旋-轨道耦合项再加上𝑙2修正项的球谐单粒子哈密顿

量 [35]。�̂�QP包含的三项属于剩余相互作用。它们分别是四极-四极力、单极对

力以及四极对力。求和号中的𝜇 = −2,−1, 0, 1, 2。四极-四极力的强度𝜒𝑄𝑄可通

过一个自洽关系式获得 [14]

𝜒𝜏𝜏 ′ =
2
3
𝜀2~𝜔𝜏~𝜔𝜏 ′

~𝜔𝜏 ⟨�̂�0⟩𝜏 + ~𝜔𝜏 ′⟨�̂�0⟩𝜏 ′
(2.56)

其中𝜀2是Nilsson单粒子平均场的四极形变参数。下标𝜏, 𝜏 ′是中子或质子的标记

（中子-中子、质子-质子以及中子-质子之间的四极-四极相互作用力强度是不相

等的）。⟨�̂�0⟩𝜏表示(2.55)式中的�̂�0在中子或质子准粒子真空态中的期望值。单

极对力强度𝐺𝑀为 [15]

𝐺𝑀 =
[︁
𝐺1 ∓𝐺2

(𝑁 − 𝑍)
𝐴

]︁
/𝐴 (2.57)

其中𝑁是中子数，𝑍为质子数，𝐴表示原子核质量数。𝐺1, 𝐺2则通过拟合相应

原子核区的奇偶质量差来获得。其中的负号和正号分别表示中子-中子对力和

质子-质子对力。在重核中，中子-质子对力因两者的费米面相距很远而不考

虑。四极对力强度𝐺𝑄和单极对力强度𝐺𝑀成正比，PSM常用的比例系数值大概

为0.15 ∼ 0.25。一般来说，原子核质量数越小，则相对应的比例系数越大。

(2.55)式中各单体算符的具体形式分别为

�̂�2𝜇 =
∑︁
𝛼,𝛼′

⟨𝛼|�̂�2𝜇|𝛼′⟩𝑐†𝛼𝑐𝛼′

𝑃 † =
1

2

∑︁
𝛼

𝑐†𝛼𝑐
†
�̄� (2.58)

𝑃 †2𝜇 =
1

2

∑︁
𝛼,𝛼′

⟨𝛼|�̂�2𝜇|𝛼′⟩𝑐†𝛼𝑐
†
𝛼′
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其中𝑐†𝛼和𝑐𝛼′对应球谐振子单粒子基矢下的产生和覆灭算符，详细讨论见前面

的(2.1) 式。

在得到非正交的准粒子投影基矢和PSM哈密顿量具体形式之后，我们便可

求解PSM本征值方程（即Hill-Wheeler 方程）。根据前面的讨论，原子核体系的

角动量和粒子数本征波函数为

|Ψ𝐼𝑀⟩ =
∑︁
𝜅𝐾

𝐹 𝐼
𝜅𝐾𝑃

𝐼𝑁
𝑀𝐾 |Φ𝜅⟩ (2.59)

上式中的𝑃 𝐼𝑁
𝑀𝐾是角动量投影算符和粒子数投影算符的乖积，𝐹

𝐼
𝜅𝐾 则是相应投影

基矢在波函数|Ψ𝐼𝑀⟩中的权重系数。相应的Hill-Wheeler方程为∑︁
𝜅′𝐾′

{︁
𝐻𝐼
𝜅𝐾𝜅′𝐾′ − 𝐸𝑁 𝐼

𝜅𝐾𝜅′𝐾′

}︁
𝐹 𝐼
𝜅′𝐾′ = 0 (2.60)

其中𝐻𝐼
𝜅𝐾𝜅′𝐾′为哈密顿量在投影基矢中的矩阵元，𝑁 𝐼

𝜅𝐾𝜅′𝐾′ 则称为norm矩阵元

𝐻𝐼
𝜅𝐾𝜅′𝐾′ = ⟨Φ𝜅|�̂�𝑃 𝐼𝑁

𝐾𝐾′|Φ𝜅′⟩ (2.61a)

𝑁 𝐼
𝜅𝐾𝜅′𝐾′ = ⟨Φ𝜅|𝑃 𝐼𝑁

𝐾𝐾′|Φ𝜅′⟩ (2.61b)

波函数|Ψ𝐼𝑀⟩的归一化条件可表示为∑︁
𝜅𝐾𝜅′𝐾′

𝐹 𝐼
𝜅𝐾𝑁

𝐼
𝜅𝐾𝜅′𝐾′𝐹 𝐼

𝜅′𝐾′ = 1 (2.62)

因投影基矢彼此不正交，即𝑁 𝐼
𝜅𝐾𝜅′𝐾′ ̸= 0，所以权重系数模的平方|𝐹 𝐼

𝜅𝐾 |2并
不是𝜅𝐾 取相应数值的概率。于是，我们可以先将norm（即𝑁 𝐼

𝜅𝐾𝜅′𝐾′）进行对

角化，求解出一组正交归一完备的基矢。我们再将哈密顿量在这组基矢中对角

化，就可解出原子核在各能级态的最终波函数 [14]。

将Norm进行对角化 ∑︁
𝜅′𝐾′

𝑁 𝐼
𝜅𝐾𝜅′𝐾′𝑈𝜎

𝜅′𝐾′ = 𝑛𝜎𝑈
𝜎
𝜅𝐾 (2.63)

利用上式求出的波函数𝑈𝜎
𝜅𝐾定义一个新的波函数

𝑊𝜎 =
1
√
𝑛𝜎

∑︁
𝜅𝐾

𝑈𝜎
𝜅𝐾𝑃

𝐼
𝑀𝐾 |Φ𝜅⟩ (2.64)
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波函数𝑊𝜎的内积为

𝑊 †
𝜎𝑊𝜎′ =

1
√
𝑛𝜎𝑛𝜎′

∑︁
𝜅𝐾𝜅′𝐾′

𝑈𝜎†
𝜅𝐾⟨Φ𝜅|𝑃 𝐼†

𝑀𝐾𝑃
𝐼′

𝑀 ′𝐾′|Φ𝜅′⟩𝑈𝜎′

𝜅′𝐾′

=
1

√
𝑛𝜎𝑛𝜎′

∑︁
𝜅𝐾𝜅′𝐾′

𝑈𝜎†
𝜅𝐾𝑁

𝐼
𝜅𝐾𝜅′𝐾′𝑈𝜎′

𝜅′𝐾′

=
1

√
𝑛𝜎𝑛𝜎′

∑︁
𝜅𝐾

𝑈𝜎†
𝜅𝐾𝑛𝜎′𝑈𝜎′

𝜅𝐾

=
1

√
𝑛𝜎𝑛𝜎′

𝑛𝜎′𝛿𝜎𝜎′

= 𝛿𝜎𝜎′ (2.65)

上式第一行到第二行的推导用到了角动量投影算符的关系式(2.46)式和Norm的

定义式(2.61) 式。第二行到第三行则用到了对角化方程(2.63)式。第三行到第

四行则是根据波函数𝑈𝜎
𝜅𝐾的正交属性而得出的。从(2.65)式的结果可以知道，波

函数𝑊𝜎可作为一组正交归一的基矢。然而，由波函数𝑊𝜎的定义(2.64)式可以

看出，𝑛𝜎不能等于零。但从(2.63)式求出的本征值𝑛𝜎 是有可能等于零的。于

是，我们需要去掉(2.63)式中全部𝑛𝜎 = 0的解。最后，我们将哈密顿量在本征

值𝑛𝜎 ̸= 0的波函数𝑊𝜎所组建的基矢中进行对角化

𝑊 †
𝜎�̂�𝑊𝜎′ =

1
√
𝑛𝜎𝑛𝜎′

∑︁
𝜅𝐾𝜅′𝐾′

𝑈𝜎
𝜅𝐾⟨Φ𝜅|𝑃 𝐼†

𝑀𝐾�̂�𝑃
𝐼′

𝑀 ′𝐾′|Φ𝜅′⟩𝑈𝜎′

𝜅′𝐾′ (2.66)

对应的本征值方程可表示为∑︁
𝜎′

𝐺𝐼
𝜎𝜎′𝑉 𝐸

𝜎′ = 𝐸𝑉 𝐸
𝜎′ , 𝐺𝐼

𝜎𝜎′ =

∑︀
𝜅𝐾𝜅′𝐾′ 𝑈𝜎

𝜅𝐾𝐻
𝐼
𝜅𝐾𝜅′𝐾′𝑈𝜎′

𝜅′𝐾′√
𝑛𝜎𝑛𝜎′

(2.67)

由上面两个式子求解出的原子核能级波函数的形式为

|Ψ𝐼𝑀⟩ =
∑︁
𝜎,𝑛𝜎 ̸=0

𝑉 𝐸
𝜎 𝑊𝜎 (2.68)

式(2.59)中𝐹 𝐼
𝜅𝐾的解为

𝐹 𝐼
𝜅𝐾 =

∑︁
𝜎,𝑛𝜎 ̸=0

𝑉 𝐸
𝜎 𝑈

𝜎
𝜅𝐾√
𝑛𝜎

(2.69)

波函数|Ψ𝐼𝑀⟩的归一化条件表示为

⟨Ψ𝐼𝑀 |Ψ𝐼𝑀⟩ =
∑︁

𝜅𝐾𝜅′𝐾′

𝐹 𝐼
𝜅𝐾𝑁

𝐼
𝜅𝐾𝜅′𝐾′𝐹 𝐼

𝜅′𝐾′ = 1 (2.70)
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由于投影基矢不正交，我们无法用传统的对角化程序求解本征方程(2.60)式。

于是，我们使用了一些数学技巧，通过(2.67)式求出原子核能级的能量𝐸，并获

得一个过渡波函数𝑉 𝐸
𝜎′。然后，根据(2.69)式求解出以投影基矢为表象的原子核

能级波函数𝐹 𝐼
𝜅𝐾。有了波函数𝐹

𝐼
𝜅𝐾便能计算一些实验上可观测的量，如本文中

将要计算的电四极跃迁几率𝐵(𝐸2)以及磁偶极跃迁几率𝐵(𝑀1)等。

接下来，我们简单介绍一下转动矩阵元的计算和Pfaffian算法的概念。

由本征方程(2.60) 式可以看出来，求解该方程最主要的过程是投影矩阵元

（即(2.61)式）的计算，然后是较容易的(2.63)、(2.67) 式的对角化计算。为了方

便，我们选择一个通用符号�̂� 来代表哈密顿量算符（�̂� = �̂�）以及norm 算符

（�̂� = 1）。在目前的PSM理论中，我们暂时不考虑粒子数投影。于是，利用角

动量投影算符的表达式(2.45)，投影矩阵元(2.61)式可写成

�̂�𝐼
𝜅𝐾𝜅′𝐾′ = ⟨Φ𝜅|�̂�𝑃 𝐼

𝐾𝐾′|Φ𝜅′⟩

=
2𝐼 + 1

8𝜋2

∫︁
𝑑Ω𝐷𝐼*

𝐾𝐾′(Ω)⟨Φ𝜅|�̂��̂�(Ω)|Φ𝜅′⟩

=
2𝐼 + 1

8𝜋2
⟨Φ|�̂�(Ω)|Φ⟩

∫︁
𝑑Ω𝐷𝐼*

𝐾𝐾′(Ω)⟨Φ𝜅|�̂�[Ω]|Φ𝜅′⟩ (2.71)

可以看出，求解上式的主要工作就是计算转动矩阵元⟨Φ𝜅|�̂�[Ω]|Φ𝜅′⟩。为了方便
计算，式中引进了一个操作算符[Ω]

[Ω] =
�̂�(Ω)

⟨Φ|�̂�(Ω)|Φ⟩
(2.72)

在PSM理论中，哈密顿量转动矩阵元可分解为norm转动矩阵元与一些被称

为“linded”的收缩项之和 [14]。于是，计算norm转动矩阵元成为求解(2.60)式

最关键的环节。为了方便，我们可以将norm转动矩阵元在粒子数表象中写出

𝒩𝜅𝜅′ = ⟨Φ|𝑎1 · · · 𝑎𝑛[Ω]𝑎†1′ · · · 𝑎
†
𝑛′|Φ⟩ (2.73)

利用广义Wick定理，我们推导出𝒩𝜅𝜅′可表示为下面的形式

𝒩𝜅𝜅′ =
𝑛′/2∑︁
𝑘=𝑚

∑︁
𝑃

(±)(𝐵)𝑘−
𝑛′−𝑛

2 (𝐶)𝑛
′−2𝑘(𝐴)𝑘 (2.74)

上式的𝑚 ≡ max{0, (𝑛−𝑛
′)

2
}。第二个求和号（对𝑃的求和）表示𝑛 + 𝑛′个下角标

构成的(𝑛 + 𝑛′)/2个收缩的可能的排列组合式之和。(±)是对应的排列组合式的
置换宇称。若一个收缩项的两个下角标都出自[Ω]右边，则该收缩项是𝐴。类
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似，若两个下角标都出自[Ω]左边则是𝐵。还有一种情况是两个角标出自[Ω]一左

一右，则是𝐶。(𝐴)𝑘表示𝑘个𝐴收缩项相乘，其他类似(𝐴)𝑘的幂指数表示法含义

相同。下面，我们给出𝑛+ 𝑛′ = 4的其中一个例子

⟨Φ|𝑎1𝑎2𝑎3[Ω]𝑎†4|Φ⟩ = 𝐵12(Ω)𝐶34(Ω)−𝐵13(Ω)𝐶24(Ω) + 𝐶14(Ω)𝐵23(Ω) (2.75)

(2.74)式的收缩项𝐴，𝐵和𝐶的定义为

𝐴𝜈𝜈′(Ω) ≡ ⟨Φ|[Ω]𝑎†𝜈𝑎
†
𝜈′|Φ⟩

𝐵𝜈𝜈′(Ω) ≡ ⟨Φ|𝑎𝜈𝑎𝜈′ [Ω]|Φ⟩ (2.76)

𝐶𝜈𝜈′(Ω) ≡ ⟨Φ|𝑎𝜈 [Ω]𝑎†𝜈′|Φ⟩

(2.74)式为我们提供了一个norm转动矩阵元的计算公式，使得PSM计算

最关键的部分可以进行下去。然而，随着𝑛 + 𝑛′值的增大，(2.74)式的展开项

数也快速增加（即该式的展开项数为 (𝑛 + 𝑛′ − 1)!!项）。也就是说，(2.35)、

(2.36)、 (2.37)式中基矢的准粒子数目越多，(2.74)式展开项数目也越多。例

如，若𝑛 = 𝑛′ = 4，(2.74)式的展开项数为105项；若𝑛 = 𝑛′ = 6，为10395项；

若𝑛 = 𝑛′ = 8，为2027025项；若𝑛 = 𝑛′ = 10，则达到654729075项等等。如此

巨大的展开项数目给我们的计算带来了很大的困难，以现有的计算设备进行计

算会消耗我们大量时间。特别是在用(2.74)式计算电磁跃迁几率时会消耗更多

时间。这也导致扩展前的PSM计算只包含不多于四个准粒子的基矢 [36]。

通过利用Fermi相干态以及Grassmann积分法，Mizusaki提出了一种计算

矩阵元𝒩𝜅𝜅′的优越算法。这种算法把矩阵元 𝒩𝜅𝜅′表示为一个具有Pfaffian形式

的反对称分块矩阵 [27]，于是我们把它叫作Pfaffian算法。这里用到的只是众

多Pfaffian算法的其中之一。norm转动矩阵元𝒩𝜅𝜅′ 利用Pfaffian算法可表示为

（详细讨论见 [27] 或附录A）

𝒩𝜅𝜅′ = ⟨Φ|𝑎1 · · · 𝑎𝑛[Ω]𝑎†1′ · · · 𝑎
†
𝑛′|Φ⟩ = 𝑃𝑓(𝑋) = 𝑃𝑓

(︃
𝐵 𝐶

−𝐶𝑇 𝐴

)︃
(2.77)

其中𝑋表示(𝑛+ 𝑛′)× (𝑛+ 𝑛′)维分块矩阵，由四个小矩阵𝐴,𝐵,𝐶,−𝐶𝑇组成。矩

阵𝐵与𝐴 皆为行数和列数相等的方阵，其中矩阵𝐵为𝑛阶方阵，矩阵𝐴为𝑛′阶方

阵。矩阵𝐶则不一定是方阵，它的行数和矩阵𝐵的行数𝑛相等，列数和矩阵𝐴的

列数𝑛′相等。用Pfaffian 算法计算矩阵更省时且易操作 [24]，因此用(2.77) 式计

算𝒩𝜅𝜅′比(2.74)式的Wick定理更加优越高效。
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反对称矩阵𝒜的Pfaffian算法定义为

𝑃𝑓(𝒜) ≡ 1

2𝑛𝑛!

∑︁
𝜎∈𝑆2𝑛

sgn(𝜎)
𝑛∏︁
𝑖=1

𝑎𝜎(2𝑖−1)𝜎(2𝑖) (2.78)

其中反对称矩阵𝒜是以𝑎𝑖𝑗为矩阵元且维数为2𝑛 × 2𝑛的方阵。𝜎 代表整数集

合{1, 2, 3, · · · , 2𝑛}的一种排列组合。 sgn(𝜎) = (−1)𝑃 (𝜎)，𝑃 (𝜎)表示整数集合从

最初的排列{1, 2, 3, · · · , 2𝑛}到相应的排列{𝜎(1), 𝜎(2), · · · , 𝜎(2𝑛)}的换位次数。
𝑆2𝑛是一个2𝑛阶置换群。若矩阵𝒜的维数是奇数，则𝑃𝑓(𝒜) = 0。若矩阵𝒜为2阶

方阵，则𝑃𝑓(𝒜) = 𝑎12。若矩阵𝒜为4阶方阵，则𝑃𝑓(𝒜) = 𝑎12𝑎34 − 𝑎13𝑎24 +

𝑎14𝑎23。另外，一个矩阵的Pfaffian表示式和这个矩阵的行列式的关系为

𝑃𝑓(𝑋) =
√
det 𝑋 (2.79)

2.4 电磁跃迁

电磁跃迁的测量和研究是核物理学中的重要工作。本文将要研究的电磁跃

迁有两种形式，一种是电四极跃迁(𝐸2)，另一种是磁偶极跃迁(𝑀1)。它们的

约化跃迁几率计算需要用到PSM计算获得的波函数(2.59)式和(2.69)式。其约化

跃迁几率可由相应的约化矩阵元得到

𝐵(𝐸𝜆 or 𝑀𝜆; 𝐼 → 𝐼 ′) =
2𝐼 ′ + 1

2𝐼 + 1
|⟨Ψ𝐼′‖𝑇𝜆‖Ψ𝐼⟩|2 (2.80)

其中 𝐼, 𝐼 ′ 分别是初态和末态的自旋值。𝑇表示跃迁算符。例如，一个电多极跃

迁算符的形式为 [37]

𝑇𝜆𝜈 =
∑︁
𝑖

e𝑟𝜆𝑖 𝑌
*
𝜆𝜈(𝜃𝑖, 𝜑𝑖) (2.81)

接下来，我们给出(2.80)式的约化矩阵元较详细的推导步骤。推导过程中

将用到一些量子力学公式，包括不可约张量算符的变换规则

�̂�†(Ω)𝑇𝜆𝜇�̂�(Ω) =
∑︁
𝜈

𝐷𝜆
𝜇𝜈(Ω)𝑇𝜆𝜈 or �̂�†(Ω)𝑇𝜆𝜇 =

∑︁
𝜈

𝐷𝜆
𝜇𝜈(Ω)𝑇𝜆𝜈�̂�

†(Ω) (2.82)

和𝐷-函数的耦合规则

𝐷𝐽1
𝑀1𝐾1

(Ω)𝐷𝐽2
𝑀2𝐾2

(Ω) =
∑︁
𝐽𝑀𝐾

𝐶𝐽𝑀
𝐽1𝑀1𝐽2𝑀2

𝐶𝐽𝐾
𝐽1𝐾1𝐽2𝐾2

𝐷𝐽
𝑀𝐾(Ω) (2.83)

— 23 —



上海交通大学博士学位论文 扩展的投影壳模型的发展与应用

还有𝐷-函数的性质

𝐷𝜆
𝜇𝜈(Ω) = (−)𝜇−𝜈𝐷𝜆*

−𝜇−𝜈(Ω) (2.84)

于是有

𝑃 𝐼′†
𝑀 ′𝐾′𝑇𝜆𝜇

=
2𝐼 ′ + 1

8𝜋2

∫︁
𝑑Ω𝐷𝐼′*

𝑀 ′𝐾′�̂�†𝑇𝜆𝜇 =
∑︁
𝜈

2𝐼 ′ + 1

8𝜋2

∫︁
𝑑Ω𝐷𝐼′*

𝑀 ′𝐾′𝐷𝜆
𝜇𝜈𝑇𝜆𝜈�̂�

†

=
∑︁
𝜈

(−)𝜇−𝜈 2𝐼
′ + 1

8𝜋2

∫︁
𝑑Ω𝐷𝐼′*

𝑀 ′𝐾′𝐷𝜆*
−𝜇−𝜈𝑇𝜆𝜈�̂�

†

=
∑︁
𝐼𝑀𝐾𝜈

(−)𝜇−𝜈𝐶𝐼𝑀
𝐼′𝑀 ′𝜆−𝜇𝐶

𝐼𝐾
𝐼′𝐾′𝜆−𝜈𝑇𝜆𝜈

2𝐼 ′ + 1

8𝜋2

∫︁
𝑑Ω𝐷𝐼*

𝑀𝐾�̂�
†

=
∑︁
𝐼𝑀𝐾𝜈

(−)𝜇−𝜈𝐶𝐼𝑀
𝐼′𝑀 ′𝜆−𝜇𝐶

𝐼𝐾
𝐼′𝐾′𝜆−𝜈𝑇𝜆𝜈

2𝐼 ′ + 1

2𝐼 + 1
𝑃 𝐼†
𝑀𝐾 (2.85)

根据C-G系数的对称属性

𝐶𝐼𝑀
𝐼′𝑀 ′𝜆−𝜇 = (−)𝜆−𝜇

√︂
2𝐼 + 1

2𝐼 ′ + 1
𝐶𝐼′𝑀 ′

𝜆𝜇𝐼𝑀 (2.86)

和投影算符的性质𝑃 𝐼†
𝑀𝐾 = 𝑃 𝐼

𝐾𝑀，我们有

𝑃 𝐼′†
𝑀 ′𝐾′𝑇𝜆𝜇 = 𝑃 𝐼′

𝐾′𝑀 ′𝑇𝜆𝜇

=
∑︁
𝐼𝑀𝐾𝜈

(−)𝜇−𝜈𝐶𝐼𝑀
𝐼′𝑀 ′𝜆−𝜇𝐶

𝐼𝐾
𝐼′𝐾′𝜆−𝜈𝑇𝜆𝜈

2𝐼 ′ + 1

2𝐼 + 1
𝑃 𝐼†
𝑀𝐾

=
∑︁
𝐼𝑀𝐾𝜈

(−)𝜇−𝜈(−)𝜆−𝜇
√︂

2𝐼 + 1

2𝐼 ′ + 1
𝐶𝐼′𝑀 ′

𝜆𝜇𝐼𝑀(−)𝜆−𝜈
√︂

2𝐼 + 1

2𝐼 ′ + 1
𝐶𝐼′𝐾′

𝜆𝜈𝐼𝐾𝑇𝜆𝜈
2𝐼 ′ + 1

2𝐼 + 1
𝑃 𝐼†
𝑀𝐾

=
∑︁
𝐼𝑀𝐾𝜈

𝐶𝐼′𝑀 ′

𝜆𝜇𝐼𝑀𝐶
𝐼′𝐾′

𝜆𝜈𝐼𝐾𝑇𝜆𝜈𝑃
𝐼
𝐾𝑀 (2.87)

由上式可得

𝑃 𝐼′

𝐾′𝑀 ′𝑇𝜆𝜇𝑃
𝐼
𝑀𝐾 =

∑︁
𝐼′′𝑀 ′′𝐾′′𝜈

𝐶𝐼′𝑀 ′

𝜆𝜇𝐼′′𝑀 ′′𝐶𝐼′𝐾′

𝜆𝜈𝐼′′𝐾′′𝑇𝜆𝜈𝑃
𝐼′′

𝐾′′𝑀 ′′𝑃 𝐼
𝑀𝐾

=
∑︁

𝐼′′𝑀 ′′𝐾′′𝜈

𝐶𝐼′𝑀 ′

𝜆𝜇𝐼′′𝑀 ′′𝐶𝐼′𝐾′

𝜆𝜈𝐼′′𝐾′′𝑇𝜆𝜈𝛿𝐼′′𝐼𝛿𝑀 ′′𝑀𝑃
𝐼′′

𝐾′′𝐾

=
∑︁
𝜈

𝐶𝐼′𝑀 ′

𝜆𝜇𝐼𝑀𝐶
𝐼′𝐾′

𝜆𝜈𝐼𝐾′−𝜈𝑇𝜆𝜈𝑃
𝐼
𝐾′−𝜈𝐾

=
∑︁
𝜈

𝐶𝐼′𝑀 ′

𝐼𝑀𝜆𝜇𝐶
𝐼′𝐾′

𝐼𝐾′−𝜈𝜆𝜈𝑇𝜆𝜈𝑃
𝐼
𝐾′−𝜈𝐾 (2.88)
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上式的推导分别用到了(2.46)式和C-G系数的对称性

𝐶𝑐𝛾
𝑎𝛼𝑏𝛽 = (−1)𝑎+𝑏−𝑐𝐶𝑐𝛾

𝑏𝛽𝑎𝛼 (2.89)

根据Wigner-Echart定理

⟨Ψ𝐼′𝑀 ′|𝑇𝜆𝜇|Ψ𝐼𝑀⟩ = 𝐶𝐼′𝑀 ′

𝐼𝑀𝜆𝜇⟨Ψ𝐼′‖𝑇𝜆‖Ψ𝐼⟩ (2.90)

联合(2.59)式、(2.88)式有

⟨Ψ𝐼′𝑀 ′|𝑇𝜆𝜇|Ψ𝐼𝑀⟩ =
∑︁
𝜅𝜅′

𝐹 𝐼′

𝜅′𝐹
𝐼
𝜅 ⟨Φ𝜅′|𝑃 𝐼′†

𝑀 ′𝐾′𝑇𝜆𝜇𝑃
𝐼
𝑀𝐾 |Φ𝜅⟩

=
∑︁
𝜈𝜅𝜅′

𝐶𝐼′𝑀 ′

𝐼𝑀𝜆𝜇𝐶
𝐼′𝐾′

𝐼𝐾′−𝜈𝜆𝜈⟨Φ𝜅′|𝑇𝜆𝜈𝑃 𝐼
𝐾′−𝜈𝐾 |Φ𝜅⟩𝐹 𝐼′

𝜅′𝐹
𝐼
𝜅 (2.91)

联合(2.90)式、(2.91)式有

⟨Ψ𝐼′‖𝑇𝜆‖Ψ𝐼⟩ =
∑︁
𝜈𝜅𝜅′

𝐶𝐼′𝐾′

𝐼𝐾′−𝜈𝜆𝜈⟨Φ𝜅′|𝑇𝜆𝜈𝑃 𝐼
𝐾′−𝜈𝐾 |Φ𝜅⟩𝐹 𝐼′

𝜅′𝐹
𝐼
𝜅 (2.92)

需要特别指出的是，常用的约化跃迁几率单位有两种形式，一种是Weisskopf

（W.u.）单位，另一种是e2𝑏𝜆、𝜇2
𝑁𝑏

𝜆−1 单位。两种单位可相互转换 [21]

𝐵(𝐸𝜆)𝑊 =
(1.2)2𝜆

4𝜋

(︁ 3

𝜆+ 3

)︁2
𝐴2𝜆/3, (2.93)

𝐵(𝑀𝜆)𝑊 =
𝜋

10
(1.2)2𝜆−2

(︁ 3

𝜆+ 3

)︁2
𝐴(2𝜆−2)/3 (2.94)

— 25—



上海交通大学博士学位论文 扩展的投影壳模型的发展与应用

— 26 —



第三章 Kr同位素中高自旋转动带的研究

3.1 引言

位于过渡区的缺中子Kr同位素具有不同的半衰期，例如，72Kr的半衰期

只有几秒，74Kr的半衰期有几分钟，76Kr的半衰期有几小时，78,80Kr却是稳定

核。这些Kr同位素展现出不同的核结构，因此常常被用来探究一些核物理现

象。例如，𝑁 = 𝑍 = 36的核72Kr就是一个在低能区具有扁椭和长椭形状共存的

例子 [38–40]。72Kr在高自旋还明显呈现出‘延时顺排’的效应，这种现象是研

究中子质子对关联的重要工具。最近有研究表明，72Kr的形状共存和形状跃迁

现象可以被用来研究原子核多体哈密顿量的张量力。74,76Kr基态附近也发现有

形状共存 [41]。 78Kr是少数已知的可研究两中微子和无中微子双𝛽衰变的原子

核 [42]。

由于具有丰富的核结构，Kr同位素链是理论模型的理想试验场。在过去的

几年，积累了许多高品质的Kr同位素高自旋数据。例如，Valiente-Dobón等人

用融合蒸发反应研究了74Kr的高自旋结构 [43]，并获得了一个自旋达到32~的正
宇称晕带和两个自旋达到35~的负宇称带。这些高自旋态能够研究具有极高角
动量的原子核的属性和快速转动下的形状变化，所以也能成为研究集体运动

和单粒子激发之间相互作用的例子。集体运动和单粒子激发之间的相互作用

是原子核结构物理领域非常重要的一个研究课题 [44, 45]。然而，大多数以前

的理论工作主要讨论低自旋区的形状变化 [46–51]，只有一个之前的工作通过

复杂的激发VAMPIR方法研究了更高的自旋态，72Kr 达到𝐼 = 20~以及74Kr达

到𝐼 = 28~。所以，这些Kr同位素的高自旋态的系统性研究是非常缺乏的。

投影壳模型(PSM) [14]的发展最初是为了描述形变核的高自旋结构 [15]。

模型空间包括角动量投影多准粒子组态，适合讨论快速转动下的形变核。早期

的PSM只包含很小的准粒子组态空间。例如，偶偶核达到四准粒子组态，奇质

量核达到三准粒子组态，奇奇核达到两准粒子组态 [14,36]。PSM计算最主要也

最消耗时间的部分是利用Wick定理计算多准粒子态转动矩阵元 [14]，当模型包

含的准粒子组态超过四准粒子时，这种计算将遭遇极大的复杂性 [27]。为了描

述一些高自旋数据，我们最近极大地扩展了准粒子基矢，超过了四准粒子态，

并初步地应用到了重形变核的极高自旋态 [31, 32]。利用扩大的准粒子组态空间

成功地描述了希土区核 [31]和质量大约为𝐴 ∼ 130的核 [32]，这极大地促动了我

— 27 —



上海交通大学博士学位论文 扩展的投影壳模型的发展与应用

们更进一步利用扩展的PSM系统性的研究中间质量核区𝐴 ∼ 80的属性。

3.2 沿着晕带的带图
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图 3.1 理论计算的72Kr,74Kr,76Kr,78Kr, 和80Kr 正宇称晕带带图

正如前面所述，本章主要研究内容是伴随对破缺和对须排的高速转动下的

形变体系的高自旋态。我们的理论方法出发点是采用多准粒子基构成的形变

基。对于本章研究的Kr同位素链，形状演化特性已有许多不同的实验和理论

工作研究过。现已知道，这些核的基态和低自旋态处于扁椭与长椭形状共存的

状态。为了描述形状共存态，需要应用生成坐标方法，在此方法中，波函数由

一系列形变的准粒子真空态叠加而成。然而，生成坐标方法十分复杂，据我们

了解还没有人公开做过这方面的计算。目前，正有人常试这方面的计算 [52]。

在PSM中，为了让问题简化，我们在固定形变的情况下构建基矢。这种处理方

法的代价是不能精确描述处于形状共存状态下的低自旋态。
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然而，尽管本章研究的同位素链具有复杂的基态结构，有实验和理论指

出，当体系开始转动，具有长椭形变的转动带很快就能成型。实验上已经

观察到72Kr的较大的𝐸2跃迁几率 [40]，𝐵(𝐸2; 4+1 → 2+1 ), 等于文献 [39]中给出

的𝐵(𝐸2; 2+1 → 0+1 )的3.4倍。这表明72Kr的0+1态与晕带的2+1和4+1态不属于同一

形状，这提供了一个基态附近形状跃迁的例子。这个测量到的较大的𝐸2跃迁

几率 [40]，𝐵(𝐸2; 4+1 → 2+1 )标记为晕带的带内跃迁。最近，Kaneko等人 [53]用

球型壳模型计算分析了72Kr 的低能级态，指出72Kr基态的确是扁椭和长椭的形

状共存态。长椭形状在𝐼 = 2~时就占据主要形态。沿着晕带，当𝐼 ≥ 4~，体系
就具有明确的长椭形状。所以，我们假设体系具有固定的长椭形变，进而构

建PSM基矢去研究低能级态是合理的。

表 3.1 本章采用的形变基矢的四极和十六极形变参数
72Kr 74Kr 76Kr 78Kr 80Kr

𝜀2 0.346 0.352 0.350 0.340 0.250

𝜀4 0.020 0.016 −0.016 −0.020 0.0

在本章的计算过程中，我们选取中子和质子的三个谐振子主壳，𝑁 =

2, 3, 4，然后进行Nilsson-BCS计算，进而构成形变准粒子基矢。PSM采用的哈

密顿量中的单极对力强度为𝐺𝑀 = [𝐺1 ∓ 𝐺2(𝑁 − 𝑍)/𝐴]/𝐴，其中“+” (“−”) 对
应质子（中子），耦合常数𝐺1 = 20.25，𝐺2 = 16.20 [54]，四极对力强度𝐺𝑄 =

0.2𝐺𝑀，这个关系式适用于本章所研究的所有原子核。我们假设体系具有轴对

称长椭形变。四极和十六极形变参数取自文献 [55–57]。为使每个同位素产生适

当的基矢，我们对形变参数做了一些细微调整并列于表 3.1。我们注意到这些

简化的基矢并不是低能态最理想的。然而，正如我们将要阐述的，在高自旋态

转动和准粒子激发取代形状共存成为主要的运动模式，这些基矢非常适合高自

旋态。在早期有人用PSM对这个质量区的核做过计算，但他们用更小的准粒子

空间，同样假设体系具有轴对称长椭形变 [54, 58–60]。

两体哈密顿量在经过角动量投影的多准粒子组态形成的壳模型基中对角

化。这些多准粒子组态由费米面附近的形变Nilsson单粒子态构建。在大多数情

况下，一个实验上可观测的态的波函数的主要成分是能量最低的那个准粒子组

态，并且这个准粒子组态的能量大致相当于可观测的态的能量。

带（以𝜅 为标记）能量作为自旋𝐼的表达式为

𝐸𝜅(𝐼) =
⟨Φ𝜅|�̂�𝑃 𝐼

𝐾𝐾 |Φ𝜅⟩
⟨Φ𝜅|𝑃 𝐼

𝐾𝐾 |Φ𝜅⟩
(3.1)
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上式表示不同的带在体系转动时带能量随自旋的变化，我们把它称为带图 [36]。

对应每个自旋值都有一个能量最低的带以及实验上可观测的晕态，这个带的组

态结构就是该晕态波函数的主要成份。图 3.1显示了本章讨论的Kr同位素链角

动量投影的准粒子组态能量，即带图。

从图 3.1中我们可以看到，除了80Kr，基带（准粒子真空带）与𝐾 = 1+的

质子两准粒子带大约在自旋𝐼 = 10 − 12~处交叉，之后趋于平行。图 3.1（b）
74Kr带图中，一个𝐾 = 1+的中子两准粒子带大约在自旋𝐼 = 12~处与基带和质
子两准粒子带交叉。随着自旋增加，越来越多更高阶准粒子组态在晕带能级结

构中扮演着主要角色。需要指出的是，对角化之后的高自旋能级波函数是许多

投影的多准粒子组态的混合。表 3.2- 3.6给出了各个核晕带的主要组态。

然而，对于80Kr，中子两准粒子带在𝐼 = 6~处就与基带交叉，然后在𝐼 =

8~处同时与质子两准粒子带交叉。自旋𝐼 = 14~之后，更高准粒子组态在晕带
的结构中占据主要位置。从图 3.1(e)中我们可以看到，当自旋𝐼 > 30~，八准粒
子带能量最接近晕带，于是八准粒子组态在晕带的结构中起到最重要的作用。

相比其他更轻的Kr 同位素，80Kr的第一次带交叉发生在自旋更低的位置。这

可能是因为80Kr比其他同位素有更小的形变，这导致费米面附近的形变单粒子

轨道与其他同位素有所不同。

我们从图 3.1可以了解到晕带的组态结构。各同位素的转动带的主要组

态分别列于表 3.2-3.6。从这些表中我们看到，两准粒子和四准粒子都是由来

自𝑔9/2轨道的准粒子构成。这是一个闯入轨道，在所有单粒子态中拥有最高

的𝑗值。我们知道，作用在核子对上的科里奥利力能拆散核子对并破坏原子核

的超流性。核子对被拆散会导致原子核的转动惯量在某一自旋值附近突然增

大。在费米面附近的核子占据着具有不同𝑗值的子壳，因此它们感受到的科里

奥利力也大不相同。于是转动的原子核具有一系列临界转动频率，而不是一

个。位于最高𝑗值轨道的核子对感受到最强的科里奥利力，并且在最低的临界

频率𝜔𝑐处第一个被拆对 [61]。首先被拆对的核子形成了一个两准粒子态。这个

两准粒子态构成了晕带的主要组态，并导致实验上观察到的转动惯量回弯现

象 [62]。

带交叉的物理含义可以通过带图清楚地说明。我们已经知道，来自高𝑗闯

入轨道的准粒子带首先与其他准粒子带交叉，之后成为晕带组态的主要构成部

分。源自𝑔9/2轨道的准粒子构成的六准粒子和八准粒子态必然位于较高的能级，

因为根据泡利不相容原理，当有许多核子占据相同𝑗轨道时会互相排斥。从图

3.1可以看到，在低自旋区六准粒子和八准粒子之间有很大的间隙。在实际的
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计算中，间隙中有许多八准粒子带，只是我们没有显示出来。然而，没有显示

出来的八准粒子带与其他更低阶准粒子带趋于平行而不相交。只有源自𝑔9/2轨

道的准粒子形成的八准粒子带（尽管带头能量很高）才能在高自旋区与更低

阶准粒子带交叉，并且成为晕带结构的重要组成部分。这可以从图 3.1(e)关

于80Kr的带图中清楚地看到。

3.3 晕带的转动惯量

一条转动带的态结构变化可以通过更敏感的转动惯量演化来分析。转动

惯量定义为𝒥 (𝐼) = (2𝐼 − 1)/𝐸𝛾(𝐼)，其中𝐸𝛾(𝐼) = 𝐸(𝐼)−𝐸(𝐼 − 2)是跃迁能量。

通过研究晕带的转动惯量变化可以更好的了解体系的转动特性。图 3.2是我们

计算的72−80Kr晕带转动惯量和实验值的比较。从图中我们看到，用PSM计算

的转动惯量值很好的重复了实验值。图中曲线显示在低自旋区转动惯量有一

个快速的上升，在中间自旋区达到极大值。在高自旋区，72,74,76Kr的转动惯量

朝着减小的趋势变化，而78,80Kr的转动惯量基本保持常数。较轻的三个同位

素72,74,76Kr的转动惯量在自旋𝐼 ≈ 18 − 20~处达到极大值，而较重的两个同位
素78,80Kr 在自旋𝐼 ≈ 12− 14~处达到极大值。
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图 3.2 计算的Kr同位素晕带转动惯量和实验数据的比较

72Kr的转动惯量在自旋𝐼 = 18~处有一个明显的峰值，但我们计算获得
的峰值有一个偏差，在自旋𝐼 = 16~处。来自𝑔9/2闯入轨道的中子对和质子对
因自旋增加而同时发生顺排，这导致了转动惯量的快速增加而形成一个峰
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值。从图3.1(a)中我们可以看到，有几条四准粒子带与基带和两准粒子带交

叉，这造成了晕带波函数结构的突然改变。以前有人用PSM对较轻的𝑁 = 𝑍原

子核48Cr [63] 和36Ar [64]进行过研究。结果显示，这些自共轭原子核在转动

时，沿着晕带容易发生四核子（由两中子和两质子构成）激发现象 [65]。在偶

偶𝑁 = 𝑍 的原子核中，𝛼粒子具有很高的结合能，这很可能是发生四核子激发

现象的主要原因 [65]。

然而，在最低的自旋态，我们的计算结果普遍不理想。计算的自旋𝐼 =

2~的转动惯量和能量与实验数据有明显的差别。除了80Kr，计算的较轻的四个

同位素的转动惯量(𝐼 = 2~)比实验值大的太多。这些偏差是因为我们假设了一
个固定形变的原子核体系。然而，正如我们前面提到过的，这些核在基态附近

是处于形状共存的状态。

在高自旋区，计算的转动惯量有一个上升的趋势。72Kr的转动惯量实验数

据在自旋(𝐼 = 28~)处有一个峰值。我们通过PSM计算发现，这个峰值是由六

准粒子和八准粒子组态带来的。由图 3.2(a) 可见，当我们只考虑到四准粒子组

态，计算的结果没有出现第二个峰值。于是我们得出结论，在极高自旋区，为

了描述这些核的结构细节，在PSM的计算中扩大组态空间是必要的 [31, 32]。

3.4 计算的能级和组态结构以及边带转动惯量

通过在投影的基矢中对角化哈密顿量，我们能够得到某个自旋的所有正宇

称和负宇称能级。图 3.3 - 3.11 是我们用PSM计算获得的所有Kr同位素的能级

以及和实验值的比较。表 3.2-3.6 列出的是每个同位素的主要组态。

3.4.1 72Kr

表 3.2 72Kr 晕带在不同自旋区间的主要组态和边带带头组态
Band Type 𝐾𝜋 Configuration

yrast 2-qp 1+ 𝜋1/2+[440] ⊗ 𝜋3/2+[431]

yrast 2-qp 1+ 𝜈1/2+[440] ⊗ 𝜈3/2+[431]

yrast 4-qp 0+, 2+ 𝜈1/2+[440]3/2+[431] ⊗ 𝜋1/2+[440]3/2+[431]

yrast 4-qp 1+ 𝜈3/2+[431]3/2+[431] ⊗ 𝜋3/2+[431]5/2+[422]

yrast 6-qp 4+ 𝜈1/2+[440]3/2+[431]3/2+[431]3/2−[312] ⊗ 𝜋1/2+[440]3/2−[312]

yrast 6-qp 1+ 𝜈3/2+[431]3/2+[431] ⊗ 𝜋3/2−[312]3/2−[312]3/2+[431]5/2+[422]

yrast 8-qp 1+ 𝜈1/2+[440]3/2+[431]5/2+[422]5/2+[422] ⊗ 𝜋1/2+[440]3/2+[431]3/2+[431]1/2+[431]

side 1, 2 2-qp 3− 𝜈3/2−[312] ⊗ 𝜈3/2+[431]

72Kr同位素的激发能为671 keV的0+2态被观察到是一个形状同核异能态

[38]，并被认为是一个具有长椭形变的转动带带头。实验上观测到这个转动
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图 3.4 计算的72Kr的3− 带、4− 带的转动惯量与实验数据的比较

带的自旋达到30~ [66]。从图3.3可以看到，用PSM计算的晕带能级较好的重

复了实验数据 [67]。但是，计算的晕带高自旋态能量没有很好的重复实验

值。图3.2(a)显示计算的晕带转动惯量变化与实验值符合的很好。表 3.2给出

了72Kr晕带和边带的主要组态。表中列出的晕带组态正是带图3.1中显示的准

粒子带组态。从表 3.2可以看出，大部分𝐾态来自𝑔9/2轨道。我们发现，中子

和质子两准粒子组态都是由来自𝑔9/2 轨道的𝐾 = 1/2和𝐾 = 3/2两个态耦合而

成。两准中子组态（𝜈1/2+[440]⊗ 𝜈3/2+[431]）和两准质子组态（𝜋1/2+[440]⊗
𝜋3/2+[431]）首先与基带交叉，并且在自旋区间𝐼 = 10− 14~成为晕态的主要组
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态。表 3.2列出的几个四准粒子组态在自旋区间𝐼 = 16− 26~成为晕态的主要组
态。在最高的自旋区间𝐼 ≥ 28~，一些六准粒子和八准粒子组态的转动能量非
常接近晕态并成为晕态的主要组态。最有代表性的一些六准粒子和八准粒子组

态列于表 3.2。从图 3.1(a)我们看到，这些六准粒子和八准粒子组态与更低阶的

准粒子组态温和地交叉。六准粒子和八准粒子组态对计算结果的影响在前面研

究晕带转动惯量时已经讨论过了。

Kelsall 等人曾观察到72Kr同位素的一条带头组态为𝐾 = 3，能量为1.849

MeV的负宇称转动带 [68]。实验测得这条转动带的最高自旋达到𝐼 = 17~。除了
正宇称的晕带，图3.3还给出了两条负宇称的边带。我们将自旋值为奇数的边带

计算结果与实验值进行了对比。从图3.3可以看到，除了自旋和宇称为3−的带

头能量，我们的计算结果和实验值对比还算合理。从图3.4 可以看出，负宇称

带的转动惯量计算结果在带头附近与实验值偏差很大。我们认为出现这个问题

的原因和正宇称晕带在基态附近出现问题的原因是相同的，即我们假设体系具

有固定形变。通过PSM计算，我们认为这个𝐾 = 3−的转动带在低自旋区占据

主要地位的组态为中子两准粒子组态𝜈3/2−[312] ⊗ 𝜈3/2+[431]。当然，随着自
旋增大，这个中子两准粒子组态会被更高阶的准粒子组态（表 3.2 未列出）交

叉。和正宇称的晕带类似，3−带在高自旋部分的组态结构也是由许多多准粒子

组态叠加而成的。正如图3.3和图. 3.4(b) 所显示的，自旋值为偶数的负宇称边

带能量没有实验数据，图中给出的是我们计算预言的结果。

3.4.2 74Kr

表 3.3 74Kr 晕带在不同自旋区间的主要组态和边带带头组态
Band Type 𝐾𝜋 Configuration

yrast 2-qp 1+ 𝜈3/2+[431] ⊗ 𝜈5/2+[422]

yrast 2-qp 1+ 𝜋1/2+[440] ⊗ 𝜋3/2+[431]

yrast 4-qp 0+, 2+ 𝜈3/2+[431]5/2+[422] ⊗ 𝜋1/2+[440]3/2+[431]

yrast 4-qp 0+, 2+ 𝜈3/2+[431]5/2+[422] ⊗ 𝜋3/2+[431]5/2+[422]

yrast 4-qp 1+ 𝜈3/2+[431]5/2+[422] ⊗ 𝜋3/2+[431]3/2+[431]

yrast 6-qp 1+ 𝜈3/2+[431]5/2+[422] ⊗ 𝜋3/2−[312]3/2−[312]3/2+[431]3/2+[431]

yrast 8-qp 2+ 𝜈1/2+[440]3/2+[431]5/2+[422]5/2+[422] ⊗ 𝜋1/2+[440]3/2+[431]5/2+[422]5/2+[422]

side 1, 2 2-qp 3− 𝜋3/2−[312] ⊗ 𝜋3/2+[431]

side 3, 4 2-qp 3− 𝜈3/2−[312] ⊗ 𝜈3/2+[431]

离开𝑁 = 𝑍线，Kr同位素链第一个𝑁 > 𝑍的原子核，74Kr拥有丰富的高自

旋实验数据。这个核可以成为我们模型计算的理想试验场。通过库仑激发研究

发现，74Kr基带的低能级态呈现长椭的形状 [41, 69]。Valiente-Dobón等人用聚

变蒸发反应研究过74Kr的高自旋态，获得最高自旋值达到32~的晕带 [43]。图
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图 3.6 计算的74Kr 的第一个4− 带、第一个5− 带、第二个5− 带和第二个4− 带的转动惯量

与实验数据的比较
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3.5 是计算的转动带能级，实验数据取自文献 [67, 70]。和实验观测值对比，我

们计算的晕带是一个很好的结果。表 3.3列出了正宇称晕带的主要多准粒子组

态。

除了晕带，实验上还获得了几条负宇称的边带能级 [67]。图 3.5显示了理

论计算得到的‘side band 1’和‘side band 2’分别与文献 [43]中的实验数据‘Band

B’和‘Band A’的对比。通过对比，我们认为文献 [43]中的奇自旋值转动带‘Band

A’ 带头的主要组态为质子两准粒子组态𝜋3/2−[312] ⊗ 𝜋3/2+[431]，同时，文

献 [43]中的偶自旋值转动带‘Band B’ 带头的主要组态与‘Band A’ 相同。实验测

得另一个奇自旋负宇称带‘side band 3’的最高自旋为23−，文献 [71]的作者认为

这个转动带带头的组态为质子两准粒子组态𝜋1/2−[310]⊗𝜋3/2+[431]。然而，通
过我们的计算发现，我们建议的带头组态𝜈3/2−[312]⊗ 𝜈3/2+[431]比文献 [71]给

出的带头组态更合理。这一点从我们下面将要讨论的转动惯量变化也能证明。

最后，我们还预言了带头组态为𝜈3/2−[312] ⊗ 𝜈3/2+[431]的偶自旋转动带‘side

band 4’。表 3.3列出了74Kr负宇称带带头的组态。

如图3.2(b)所示，除了第一个数据点𝐼 = 2~，我们计算的74Kr正宇称晕

带转动惯量与实验数据符合的很好。转动惯量在中间自旋区𝐼 ≈ 14 − 20~的
增大是因为几个两准粒子组态和四准粒子组态连续的交叉而导致的，正如

图3.1(b)所示。图3.6 是74Kr负宇称带理论计算的转动惯量和实验数据的对

比 [70, 71]。从图中我们看到，图3.6(a)中计算的转动惯量‘Side 1 theo’ 和

图3.6(b)中计算的转动惯量‘Side 2 theo’ 很好的符合了实验数据。然而，在

带头附近的计算结果仍然不理想，出现问题的症结应该还是归于我们假设体

系具有固定形变这个事实。图3.6(c)是计算的第二个5−带转动惯量和实验值的

比较。我们计算了两个组态的转动惯量。一个是我们建议的中子两准粒子组

态𝜈3/2−[312] ⊗ 𝜈3/2+[431]，图3.6(c)中的‘theo 1’。另一个是文献 [71]提出的质

子两准粒子组态𝜋1/2−[310]⊗ 𝜋3/2+[431]，图3.6(c)中的‘theo 2’。从图中我们能

清楚地看到，基于两种组态计算的转动惯量在低自旋区的变化趋势相反。很

明显，‘theo 1’ 的转动惯量变化与实验数据符合的更好。这进一步证明‘Side

band 3’的带头组态是中子两准粒子组态𝜈3/2−[312]⊗𝜈3/2+[431]。图3.6(d)是用

与‘Side band 3’相同的两个组态计算的‘Side band 4’的转动惯量。图3.6(c)显

示我们基于中子两准粒子组态计算的奇自旋带转动惯量在自旋𝐼 = 17~处有一
个峰值。图3.6(d)显示‘theo 1’ 的计算值在自旋𝐼 = 16~有一个峰值。我们还预
言了更高自旋的转动惯量有一个下降的趋势。对于74Kr，高自旋的转动惯量有

一个下降的趋势似乎是一个普遍的特性（见图3.2(b)和Fig. 3.6）。
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图 3.7 计算的76Kr 转动带能谱和实验数据的比较

表 3.4 76Kr 晕带在不同自旋区间的主要组态和边带带头组态
Band Type 𝐾𝜋 Configuration

yrast 2-qp 1+ 𝜋1/2+[440] ⊗ 𝜋3/2+[431]

yrast 4-qp 1+ 𝜈3/2+[431]5/2+[422] ⊗ 𝜋3/2+[431]3/2+[431]

yrast 6-qp 1+ 𝜈3/2−[301]3/2−[301]3/2+[431]5/2+[422] ⊗ 𝜋3/2+[431]3/2+[431]

yrast 8-qp 3+ 𝜈3/2+[431]5/2+[422]1/2+[431]1/2+[431] ⊗ 𝜋1/2+[440]3/2+[431]5/2+[422]1/2+[431]

side 1, 2 2-qp 2− 𝜈3/2−[301] ⊗ 𝜈1/2+[431]

side 3, 4 2-qp 4− 𝜈3/2−[301] ⊗ 𝜈5/2+[422]

对于𝑁 = 𝑍 +4的同位素76Kr，实验 [69,72]和理论计算 [73]都认为这个核的

基态为长椭形状。76Kr也有丰富的转动带实验数据。我们用轴对称长椭形变的

基矢对这个核进行PSM计算是合理的。从图3.7看到，我们的计算从低自旋到

高自旋态能级都与实验符合的很好 [67]。研究结果说明76Kr从基态到高激发态

都具有长椭形状，这也与实验观察到的结果一致 [69, 72]。

76Kr的正宇称晕带从实验上观测到最高自旋𝐼 = 30~。从图 3.7和3.2(c)中看

到，我们用PSM计算的晕带很好的重复了实验观测数据。和前面讨论过的更轻

的同位素类似，通过包含更高阶的六准粒子和八准粒子组态，我们对76Kr高自

旋态的计算结果也很理想。表 3.4 列出了76Kr晕带和边带带头的主要组态。

实验上观察到76Kr有一条最低的𝐾𝜋 = 2−的负宇称带 [72]。这条转动带分

为偶自旋和奇自旋分支。我们基于组态𝜈3/2−[301] ⊗ 𝜈1/2+[431]计算的𝐾𝜋 =
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图 3.8 计算的76Kr 的2− 带、3− 带、4− 带和5−带的转动惯量与实验数据的比较

2−偶自旋和奇自旋带呈现于图3.7的‘Side band 1’ 和‘Side band 2’。如图所示，

我们计算的包含高自旋态的结果与实验观测值相比符合的很好。有意思的是，

𝐾𝜋 = 2−偶自旋分支转动带在自旋高于26~的态比正宇称的晕带能量还低，于
是成为晕态。这个特性在实验上被观测到，并也被我们的计算重现证实，见

图3.7。

除了上面提到的负宇称带，Valiente-Dobón等人还给出了另一个负宇称

带（文献 [72] 图3 Band E）。其中偶自旋和奇自旋分支的最高自旋分别达

到28~和27~。偶自旋分支的带头自旋为𝐼𝜋 = 4−，能量为2.743 MeV。奇自旋分

支的带头自旋为𝐼𝜋 = 5−，能量为2.946 MeV。通过我们的计算得出这个带的带

头主要组态为𝐾𝜋 = 4−的中子两准粒子组态𝜈3/2−[301]⊗ 𝜈5/2+[422]。尽管我们
算出的带头能量比实验值大约高出200 keV，但总的来说，我们的计算结果与

实验观测值对比还算合理。如图3.7所示。

图3.8给出了76Kr负宇称带的转动惯量。我们的计算结果只是定性的与实验

值符合。我们计算获得的转动惯量有许多不规则的变化，这与实验观测值有较

大差别。这些变化有可能是不同的带与带之间发生不正确的相互作用导致的。

然而，计算的高自旋态转动惯量与实验值符合的比较好。
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图 3.9 计算的78Kr 转动带能谱和实验数据的比较

表 3.5 78Kr 晕带在不同自旋区间的主要组态和边带带头组态
Band Type 𝐾𝜋 Configuration

yrast 2-qp 1+ 𝜋1/2+[440] ⊗ 𝜋3/2+[431]

yrast 4-qp 1+ 𝜈5/2+[422]5/2+[422] ⊗ 𝜋1/2+[440]3/2+[431]

yrast 4-qp 1+ 𝜈5/2+[422]5/2+[422] ⊗ 𝜋5/2+[422]3/2+[431]

yrast 6-qp 1+ 𝜈5/2+[422]5/2+[422]1/2+[440]7/2+[413] ⊗ 𝜋3/2+[431]3/2+[431]

yrast 8-qp 3+ 𝜈3/2+[431]5/2+[422]1/2+[440]1/2+[440] ⊗ 𝜋1/2+[440]3/2+[431]5/2+[422]1/2+[431]

side 1, 2 2-qp 3− 𝜈5/2−[303] ⊗ 𝜈1/2+[431]

side 3, 4 2-qp 4− 𝜋3/2−[312] ⊗ 𝜋5/2+[422]

side 5 2-qp 4− 𝜈3/2−[301] ⊗ 𝜈5/2+[422]

78Kr是少数可以研究两中微子和无中微子双𝛽衰变的核 [42]。最近几年，人

们又开始热衷于研究双正电子衰变（𝛽+𝛽+）、正电子发射电子俘获（𝐸𝐶𝛽+）

和双电子俘获（𝐸𝐶𝐸𝐶） [74]。事实上，78Kr是六个能同时经历正电子双𝛽跃迁

的三个可能衰变通道（𝛽+𝛽+, 𝐸𝐶𝛽+ 和𝐸𝐶𝐸𝐶）的原子核之一。于是，78Kr是

一个令人十分感兴趣的同位素，并且它的微观结构信息对于这些研究应该也很

重要 [75]。78Kr的结构从实验和理论上的研究已经成为一个重要课题 [76, 77]。

图 3.9是计算的78Kr能级和实验观测值的比较 [67, 78]。从图中可看到，包

括正宇称晕带和几条负宇称激发带的计算结果与实验数据都符合的很好。我们

注意到，78Kr的计算结果是我们研究的几个同位素中转动能谱和带头能量与实
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图 3.10 计算的78Kr 的3− 带、第一个4− 带、第二个4− 带、第一个5− 带和第二个5− 带的

转动惯量与实验数据的比较

验符合的最好的。然而，后面我们将看到，计算的电四极跃迁几率B(E2)和实

验观察值符合的不理想。

与上述更轻的同位素类似，随着自旋增大，78Kr正宇称晕态的主要组态

两准粒子、四准粒子、六准粒子、八准粒子组态依次交叉（如图3.1(d)）。和

其他的同位素不同，78Kr晕带组态的带交叉比较温和。晕带转动惯量没有明

显的峰值，在低自旋态有相对光滑的上升趋势，到了较高自旋态上升速度变

的更小。在自旋𝐼 = 12~ 和22~处晕带转动惯量出现小凸起，这是带交叉导致
的。 78Kr正宇称晕带转动惯量演化的实验数据被我们的计算很好的重复了出

来，（如图3.2(d)）。

实验上也观测到78Kr的几条负宇称边带能谱。如图3.9所示，我们的计算结

果与实验对比很理想，甚至连计算的边带转动惯量也很令人满意（如图3.10）。

于是我们认为，图3.9 中的‘side band 1’ 和‘side band 2’ 的带头组态为中子两准

粒子组态𝜈5/2−[303] ⊗ 𝜈1/2+[431]，𝐾𝜋 = 3−。 ‘side band 3’ 和‘side band 4’ 的

带头组态为质子两准粒子组态𝜋3/2−[312] ⊗ 𝜋5/2+[422]，𝐾𝜋 = 4−。 ‘side band

5’ 的带头组态为中子两准粒子组态𝜈3/2−[301]⊗ 𝜈5/2+[422]，𝐾𝜋 = 4−。

3.4.5 80Kr

𝑁 = 44原子核80Kr高自旋态的实验观测数据相对较少。实验观测到晕带最

高自旋只有20~。有人从实验上研究过这些高自旋态 [79]，但无人在这些工作
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图 3.11 计算的72Kr 转动带能谱和实验数据的比较
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图 3.12 计算的80Kr 的3− 带、4− 带、6− 带和7− 带的转动惯量与实验数据的比较
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表 3.6 80Kr 晕带在不同自旋区间的主要组态和边带带头组态
Band Type 𝐾𝜋 Configuration

yrast 2-qp 1+ 𝜈5/2+[422] ⊗ 𝜈7/2+[413]

yrast 2-qp 1+ 𝜋1/2+[440] ⊗ 𝜋3/2+[431]

yrast 4-qp 0+, 2+ 𝜈5/2+[422]7/2+[413] ⊗ 𝜋1/2+[440]3/2+[431]

yrast 4-qp 1+ 𝜈5/2+[422]5/2+[422] ⊗ 𝜋1/2+[440]3/2+[431]

yrast 6-qp 4+ 𝜈3/2+[431]5/2+[422]5/2−[303]1/2−[301] ⊗ 𝜋1/2+[440]3/2+[431]

yrast 8-qp 1+ 𝜈3/2+[431]5/2+[422]7/2+[413]1/2+[431] ⊗ 𝜋1/2+[440]3/2+[431]5/2+[422]5/2+[422]

side 1, 2 2-qp 3− 𝜈1/2−[301] ⊗ 𝜈5/2+[422]

side 3, 4 2-qp 6− 𝜈5/2−[303] ⊗ 𝜈7/2+[413]

的基础上进行扩展研究。从图3.2(e)和图3.11可以看出，我们基于具有固定形变

的壳模型基矢的理论计算是很合理的，计算结果与实验符合的非常好。对于正

宇称晕带转动惯量，图3.2(e)给出了我们的两种计算结果。一种计算只考虑零

准粒子、两准粒子和四准粒子组态，另一种则加入了六准粒子和八准粒子组

态。我们看到两种计算结果在我们预言的高自旋态有一些差别。这些预言的正

确性需要将来的实验证实。

尽管只有少量的𝛾射线跃迁，实验上仍然观察到了四条80Kr的负宇称边带

能谱。图3.11显示我们的计算很好的符合了实验数据 [67, 80]。通过计算我们

认为，带头为3−和4−的负宇称转动带（对应图3.11 中的‘side band 1’ 和‘side

band 2’）组态为中子两准粒子组态𝜈1/2−[301] ⊗ 𝜈5/2+[422]，𝐾𝜋 = 3−。带头

为6−和7−的负宇称转动带（对应图3.11中的‘side band 3’ 和‘side band 4’）组态

为中子两准粒子组态𝜈5/2−[303]⊗ 𝜈7/2+[413]，𝐾𝜋 = 6−。这些组态列于表3.6。

图3.12显示的是计算的负宇称带转动惯量与实验值的对比。我们预言两

条偶自旋带转动惯量在自旋𝐼 = 14有一个峰值，两条奇自旋带转动惯量在自

旋𝐼 = 15有一个峰值.从图3.12(a)可以看出，实验观测到的3−带转动惯量在自

旋𝐼 = 15有一个峰值，只是相比计算值更加平缓。总的来说，除了图3.12(a)

‘side band 1’ 和图3.12(b)中自旋𝐼 = 6的值，我们的计算结果在低自旋区与实验

符合的比较好。

3.5 电磁跃迁B(E2) 的变化

当原子核转动时，电四极跃迁几率𝐵(𝐸2)携带着非常重要的与形变有关的

微观结构信息。然而，这个物理量通常是描述体系集体属性的，对波函数的结

构变化十分敏感，特别对带交叉很敏感。从初态𝜓𝐼𝑖到末态𝜓𝐼𝑓的𝐵(𝐸2)表示为

𝐵(𝐸2, 𝐼𝑖 → 𝐼𝑓 ) =
𝑒2𝑒𝑓𝑓

2𝐼𝑖 + 1
|⟨Ψ𝐼𝑓 ||�̂�2||Ψ𝐼𝑖⟩|2 (3.2)
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图 3.13计算的Kr同位素B(E2)（单位为W.u.）值和实验数据的比较。(a) 72Kr晕带B(E2)，

(b) 74Kr 晕带B(E2)，(c) 74Kr 第一个5− 带B(E2)，(d) 76Kr 晕带B(E2)，(e) 78Kr 晕

带B(E2)，和(f)80Kr 晕带B(E2)

上式的初态和末态由在投影基矢中对角化两体哈密顿量给出。计算中我们

用到的质子有效电荷为1.5e，中子有效电荷为0.5e，这是PSM计算中通用的标

准值 [14]。

实验观测到72−80Kr同位素在高自旋态的𝐵(𝐸2)总体上呈现下降的趋势 [81]。

图 3.13是我们计算的𝐵(𝐸2)值。从图中我们看到，理论计算的电四极跃迁几率

正确地重复了实验观测值的总体趋势 [40, 70, 78, 81, 82]。实验观测到𝐵(𝐸2)在

中间自旋区域有突然的下降和高自旋区有较小的值，这些特性被我们的计

算结果定性地展现出来。由带交叉带来的初态和末态之间波函数结构的改

变是𝐵(𝐸2)突然下降的原因。以74Kr为例，如图3.13(b)所示，晕带𝐵(𝐸2)在自

旋𝐼 = 12 − 14~突然下降，同时基带和两准粒子带在自旋𝐼 = 12 − 14~第一次
交叉（见3.1(b)）。图 3.13(c)是理论计算的74Kr第一个5−带的𝐵(𝐸2)。我们计算

的这个负宇称边带𝐵(𝐸2)值没有预言到突然的下降，但与现有实验数据的变

化趋势符合的很好。这个5−带的𝐵(𝐸2)实验数据直到自旋𝐼 = 17~也没有显示
下降的信号。然而，我们注意到，一些理论计算的𝐵(𝐸2)只是在定性上与实验

观测值符合。例如，计算的74,78Kr在低自旋区的𝐵(𝐸2)和72,76,78Kr在高自旋区

的𝐵(𝐸2)都未能重复实验观测值。最差的一个例子是78Kr，尽管计算的能级与

实验符合的很好，但相应的波函数不能正确的描述跃迁几率。因此，为了改进

这些原子核的多体波函数，我们应该考虑三轴形变或者形状混合自由度 [83]。
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3.6 本章小结

本章用扩展的PSM研究了质量区域为𝐴 = 70 − 80的缺中子Kr同位素的微

观结构。我们尤其对这些核的高自旋态结构进行了着重分析。以前的理论研究

主要集中于这些核的低自旋态。于是，本章的工作可以被认为是对之前研究的

补充。随着Pfaffian方法的发展，PSM的组态空间得到了极大的扩展。这些扩

展增进了我们的模型的应用，尤其改进了对高自旋态的描述 [32]。我们的理论

计算结果与实验数据总体上符合。在有些例子中，我们对基态和低激发态计算

的结果与实验观测数据差别较大。主要原因是我们用了固定形变的基矢进行计

算。然而，我们主要感兴趣的是高自旋态的结构。随着原子核体系转速增加，

固定长椭形状的壳模型基矢在高自旋态是一个有效的近似。从一些我们计算的

结果与实验观测数据的符合可以印证这一点。随着自旋的增大，晕带和晕带附

近的边带的结构演化被两准粒子、四准粒子、六准粒子和八准粒子组态连续的

带交叉描述。我们认为，包含六准粒子和八准粒子组态的基矢对高自旋态的结

构细节的描述是必需的。另外，我们还计算了电四极跃迁几率并与实验值进行

了对比。理论计算的𝐵(𝐸2)与实验值定性上符合。为了获得更全面的Kr同位素

结构演化的理论知识，我们须要在轴对称形变的基础上将三轴形变或软𝛾形状

考虑进PSM。这些优化措施预计会改进本章的研究成果。为了获得更深的有关

这个质量区域结构演化的知识，人们需要更多的实验和理论研究。
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4.1 引言

同核异能态（isomer）是激发的亚稳定原子核量子态 [84–86]。从同核异能

态到更低能级态的衰变被以某种方式阻碍，因此同核异能态比一般的激发态有

更长的半衰期。质量区域𝐴 ∼ 180的原子核（如一些Hf和W同位素）具有比较

稳定的轴对称形变，基于Nilsson轨道的费米面（包括中子和质子）具有在对称

轴上的大角动量投影（即高𝐾值） [87]。两个或更多具有高𝐾量子数的态能够

耦合成一个高𝐾多准粒子组态。电磁跃迁选择定则阻碍从一个高𝐾态到普通态

（低𝐾态）的跃迁，导致𝐾同核异能态具有相对较长的寿命 [84]。理解原子核同

核异能态是原子核结构物理的一个主要课题 [88–90]。如今的实验可以找到六

准粒子或八准粒子同核异能态的证据 [91, 92]，并且预期一些现代化的实验设

施，如储存环（storage rings），将会发现更多的高𝐾同核异能态 [93]。这些数

据可以提供单粒子态和原子核集体运动在形变势中相互作用的信息。

另处，在有些情况下，同核异能态对于在宇宙中元素合成的测定具有关键

作用 [59, 94]。这是核天体物理中重要但很少被研究的领域。在具有恒星内部温

度的环境中，激发的同核异能态能够激发或退激发到一些中间态。这些激发的

同核异能态和中间态的微观结构是值得人们去仔细分析和研究的课题。一个很

好的例子是180Ta𝑚，唯一自然存在的激发能为75 keV的原子核同核异能态，寿

命大于1.2× 1015年。这个例子在核天体物理研究领域占据十分特殊的位置。人

们对180Ta残存于恒星内部感到很困惑。 180Ta在星体内的合成机制已成为核天

体物理研究的一个主题。对同核异能态的衰变和中间态的鉴别的研究能够帮助

人们理解一些天体物理学问题 [95, 96]。

目前，人们用多种方法研究过𝐾同核异能态，例如，推转平均场模型或

斜轴推转模型 [97–100]，Wood Saxon 准粒子无规相位近似模型（QRPA）和

基于斜面上的无规相位近似模型（RPA） [101]，和限制组态的原子核势能计

算 [102]。然而，若要同时研究𝐾同核异能态和与它相关的转动带，就需要用到

超越平均场并进行壳模型计算。

本章用扩展的投影壳模型(PSM) [31, 32]研究了174−186W偶偶同位素的微观

结构。扩展的PSM是在最初的PSM [14]基础上改进的版本。现在版本的模型的

多准粒子组态空间已扩展到十准粒子组态 [31, 32]，这给我们研究高𝐾同核异能
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态和与其相关的转动带提供了一个合适的框架。

质量区域为𝐴 ≈ 180的原子核多数具有稳定的轴对称形变。第一个4+态

和第一个2+态的激发能比值（𝐸4+/𝐸2+）可被用于区别轴对称形变转子

（𝐸4+/𝐸2+=3.33），球形振动原子核（𝐸4+/𝐸2+=2.0），和三轴转子（𝐸4+/𝐸2+=2.5）

[103]。图 4.1 总结了𝑁 = 98至116的W同位素的𝐸4+/𝐸2+实验数据 [104]。从图

中看到，𝑁 = 116的同位素的𝐸4+/𝐸2+值接近代表三轴的比值3.33。但对于更轻

质量的W同位素（𝑁 = 100至112），大轴对称形变是主要的特性。

9 6 1 0 0 1 0 4 1 0 8 1 1 2 1 1 6
2 . 4

2 . 6
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3 . 0

3 . 2

3 . 4

 

 

E(4
+ ) / 
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图 4.1 实验测得的W同位素链的第一个4+和2+态能量比值。两条位于3.33和2.5的水平虚

线作为引导，分别代表轴对称形变转子和三轴转子

4.2 沿着晕带的带图

对稳定形变原子核转动的微观描述涉及到很多核子共同的贡献。晕态是特

别有吸引力的研究对象，因为它携带着一些有价值的信息。例如，在晕态的核

子组织形式是怎样的，以及某种核子组织形式是如何回应原子核转动的。在偶

偶核基态，核子是成对耦合的。角动量投影的准粒子真空态描述着形变核基带

的转动行为。随着原子核开始转动，内禀转动参考系中作用在核子对上的科里

奥利力能够拆散核子对，然后破坏原子核的超流性。核子对被拆散会导致原子

核的转动惯量在某一自旋值附近突然增大。投影的两准粒子组态描述着自旋顺

排的态 [105]。通过对角化之后，投影的准粒子真空和投影的两准粒子态的叠

加态描述着集体基态和自旋顺排态之间的相互作用。应用这种方法，实验观察

到的很多稳定形变原子核的转动惯量变化可以被微观地描述。

在本章的计算过程中，我们选取中子和质子的三个谐振子主壳分别为，

𝑁 = 4, 5, 6和𝑁 = 3, 4, 5，然后进行Nilsson-BCS计算，进而构成形变准粒子基
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图 4.2 理论计算的174W,176W,178W, 180W,182W,184W,和186W 正宇称晕带带图
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矢。PSM采用的哈密顿量中的单极对力强度为𝐺𝑀 = [𝐺1 ∓ 𝐺2(𝑁 − 𝑍)/𝐴]/𝐴，
其中“+” (“−”) 对应质子（中子），耦合常数𝐺1 = 21.24，𝐺2 = 13.86 [54]，四

极对力强度𝐺𝑄 = 0.16𝐺𝑀，这个关系式适用于本章所研究的所有原子核。我们

假设每个W同位素具有长椭、轴对称形变。为产生合适的基矢，我们将四极形

变参数𝜀2和十六极形参数𝜀4以文献 [55]为参考进行了细微的调整。表 4.1列出了

每个核的形变参数。从表中我们看到，随着中子数增加，四极形变参数𝜀2呈现

减小的趋势，而十六形变参数𝜀4呈现增加的趋势。这种趋势和文献 [55]的数据

是一致的。我们将看到，表 4.1列出的形变参数对低能级态和高自旋态都是合

适的。文献 [55]的形变参数数据对基态是最优值，但对于我们研究的多数多准

粒子带不一定是最好的。于是，我们对形变参数以文献 [55]为参考进行了细微

的调整。我们注意到一种概念上先进，但技术上复杂的处理方法，即将属于不

同形变的准粒子组态包含进基矢。例如文献 [106]。

表 4.1 本章采用的形变基矢的四极和十六极形变参数
174W 176W 178W 180W 182W 184W 186W

𝜀2 0.262 0.220 0.220 0.210 0.230 0.210 0.200

𝜀4 0.033 0.047 0.025 0.020 0.020 0.040 0.060

我们用BCS计算处理对关联。对能隙由对力强度和标准BCS计算中的能级

分布决定。表4.2列出了我们计算的每个同位素的对隙参数。未受扰动的高𝐾同

核异能带带头能量依赖于单粒子能谱中的对隙大小。从表4.2看到，计算的中子

对隙随着中子数增加而减小，于是我们预测在重核中（如184,186W）会出现低

能准粒子同核异能态。我们要指出的是，表4.2中的数值比通过中子和质子分离

能 [107] 计算得出的奇偶质量差小20 − 30%，这对我们能计算出较低的多准粒

子𝐾同核异能态的激发能很重要。

（2.35）式中多准粒子组态能量的计算结果提供了这些态相对基态位置的

信息，以便我们鉴定在对角化之后哪些多准粒子组态属于低能级态。这能让

我们对壳模型空间进行截断 [108]，即排除那些能级较高的多准粒子组态。本

章的计算中，投影的准粒子态数量，即投影基矢的维数通常为几百。例如本

章计算中具有最高维数的一个核，174W计算采用的能量截断是两准粒子为3.5

MeV，四准粒子为4.5 MeV，六准粒子为5.2 MeV，八准粒子为8.6 MeV，十准

粒子为10.0 MeV。能量截断后多准粒子组态的维数是两准粒子为77，四准粒子

为210，六准粒子为260，八准粒子为109，十准粒子为23。包括零准粒子态，这

个例子包含的准粒子组态总数为680。
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表 4.2 计算的准粒子真空态的中子和质子对隙参数（单位为MeV）
174W 176W 178W 180W 182W 184W 186W

neutron 0.760 0.840 0.684 0.551 0.575 0.617 0.584

proton 0.740 0.663 0.699 0.706 0.710 0.672 0.647

PSM中被角动量投影的多准粒子组态形成一个壳模型基矢，两体哈密顿量

在这个基矢中对角化。每个多准粒子组态的𝐾量子数是构成这个组态的每个一

准粒子态的𝐾量子数之和。因此，我们可以用量子数𝐾对观察到的能级进行分

类，尽管对角化程序会混合这些多准粒子𝐾组态。

和第三章相同，带（以𝜅 为标记）能量作为自旋𝐼的表达式为

𝐸𝜅(𝐼) =
⟨Φ𝜅|�̂�𝑃 𝐼

𝐾𝐾 |Φ𝜅⟩
⟨Φ𝜅|𝑃 𝐼

𝐾𝐾 |Φ𝜅⟩
. (4.1)

上式表示不同的带在体系转动时带能量随自旋的变化，我们把它称为带图. 图

4.2显示了本章讨论的W同位素链角动量投影的准粒子组态能量，即带图。图

4.2 显示了每个核不同的准粒子组态在不同的角动量的带交叉。这些带交叉的

物理含义是，当一些位于更高能级的多准粒子组态开始转动，它们的能量增加

速度较慢甚至减小，并在更高角动量成为能量最接近晕态的准粒子组态。通过

这种方式，它们可能会与几个更低阶的多准粒子带交叉，最终在某个角动量成

为能量最低的带，并因此成为晕带最重要的分量。正如文献 [105]讨论的，两

个交叉带的交叉角的大小可以反应转动惯量的变化。一个大交叉角会给转动

惯量带来一个大扰动，小交叉角会导致转动惯量有一个小扰动或没有扰动。如

图 4.2 所示，大交叉角主要存在于自旋小于20~的区域。于是我们预期转动惯
量在自旋小于20~的区域会有较大的变化。自旋大于20~的区域仍有带交叉，但
交叉角很小。从图 4.2 看到，带分布密度在高自旋区更大，表示更加复杂的组

态混合。做为一个有代表性的例子，174W晕带在不同自旋区域的主要组态列于

表4.3。

4.3 晕带的转动惯量

对于一个处于基态的原子核，对力容易使核子耦合成对并且整个原子核体

系表现的像一个超流体。在转动的原子核中，科里奥利力变的更强并倾向于拆

散核子对，并使单粒子角动量沿着转动轴顺排。科里奥利力对不同轨道上的核

子的作用也不同，并且依赖于核子所在轨道的单粒子角动量𝑗的大小。这就是

大家所知的Stephens-Simon效应 [61]。
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表 4.3 174W 晕带在不同自旋区间的主要组态，第一列的自旋表示对应的组态近似在这个

自旋值开始成为晕态的主要组态
Spin Type 𝐾𝜋 Configuration

10 2-qp 1+ 𝜈5/2+[642] ⊗ 7/2+[633]

18 4-qp 2+ 𝜈5/2+[642]7/2+[633] ⊗ 𝜋1/2−[541]3/2−[532]

20 4-qp 1+ 𝜈5/2+[642]7/2+[633] ⊗ 𝜋1/2−[541]1/2−[541]

28 6-qp 2+ 𝜈5/2+[642]7/2+[633] ⊗ 𝜋1/2−[541]3/2−[532]9/2−[514]9/2−[514]

34 8-qp 2+ 𝜈3/2+[651]5/2+[642]7/2+[633]7/2+[633] ⊗ 𝜋1/2−[541]1/2−[541]7/2−[523]9/2−[514]

38 10-qp 2+ 𝜈3/2+[651]5/2+[642]7/2+[633]7/2+[633]

⊗𝜋1/2−[541]1/2−[541]7/2−[523]9/2−[514] ⊗ 𝜋5/2+[402]5/2+[402]

一条转动带的态结构变化可以通过更敏感的转动惯量演化来分析。转动

惯量定义为𝒥 (𝐼) = (2𝐼 − 1)/𝐸𝛾(𝐼)，其中𝐸𝛾(𝐼) = 𝐸(𝐼)−𝐸(𝐼 − 2)是跃迁能量。

通过研究晕带的转动惯量变化可以更好的了解体系的转动特性。图 4.3是我们

计算的174−186W晕带转动惯量和实验值的比较。从图中我们看到，用投影壳模

型计算的转动惯量值很好的重复了实验值。图中曲线显示在低自旋区转动惯量

有一个上升的趋势，但在高自旋区转动惯量保持稳定的趋势（有些核几乎为常

数）。

W同位素的转动惯量变化可以通过前面讨论过的带交叉来理解。对于本章

研究的稀土区偶偶核，中子费米面主要建立在𝑖13/2轨道上。 𝑖13/2轨道被相同宇

称的轨道远远地隔离，并常常被称为纯𝑗态。另外，这个纯𝑗态也没有和其他更

低的𝑗轨道混合太多。由于转动，第一个对被拆散并产生一个基于𝑖13/2轨道上

的两准中子带。在低自旋区和中间自旋区，这些原子核的微观结构主要被基

带和两准中子带之间的相互作用决定。随着原子核转动加快，更高阶的准粒

子组态陆续产生重要作用。在质量较轻的W同位素中，转动惯量在自旋区间10

- 16~快速上升。正如图 4.2所示，更轻质量核的基带和两准粒子带的交叉角较

大。换句话说，基带和s带之间的相互作用小，因此转动惯量在带交叉处有急

剧上升的现象。

4.4 计算的能级和组态结构

在被投影的准粒子基矢中对角化两体哈密顿量，我们可以得到正宇称和负

宇称的能级。图 4.4-4.10是我们计算的174−186W能级与实验观测数据的比较。

4.4.1 174W

转动的原子核174W在大转动频率范围内呈现长椭轴对称形状 [109, 110]。

实验上观察到晕带最高自旋达到38~ [111]。从图 4.4看到，PSM计算很好地
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图 4.3 计算的W 同位素晕带转动惯量和实验数据的比较

表 4.4 174W 边带带头的主要组态
band type 𝐾𝜋 configuration

side 1 2-qp 8− 𝜋7/2+[404] ⊗ 9/2−[514]

side 2 4-qp 12+ 𝜈1/2−[521]7/2+[633] ⊗ 𝜋7/2+[404]9/2−[514]

重复了晕带实验数据 [109, 111, 112]。 174W有多个低𝐾和高𝐾 转动带。这些带

的最高自旋达到39~ [111]。实验上还观察到半衰期为158 𝑛𝑠的𝐾 = 8同核异能

态和半衰期为128𝑛𝑠的𝐾 = 12同核异能态以及两个同核异能态的转动带 [109]。

通过PSM分析，我们认为𝐾 = 8同核异能态的主要组态是质子两准粒子组

态𝜋7/2+[404] ⊗ 𝜋9/2−[514]。实验上观测到以𝐾 = 8−同核异能态为带头的转动

带最高自旋为21~。除了带头能量比实验值高出200 keV，我们计算的图 4.4 中
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图 4.4 计算的174W 转动带能谱和实验数据的比较

的‘side band 1’ 与实验值符合的很好。𝐾 = 12同核异能态组态为四准粒子组态

并列于表4.4。除了最高自旋态，我们计算的𝐾 = 12转动带能谱很好地重复了

实验观测值。

4.4.2 176W
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图 4.5 计算的176W 转动带能谱和实验数据的比较
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表 4.5 176W 边带带头的主要组态
band type 𝐾𝜋 configuration

side 1 4-qp 14+ 𝜈5/2−[512]7/2+[633] ⊗ 𝜋7/2+[404]9/2−[514]

side 2 6-qp 18+ 𝜈5/2−[512]7/2−[514]1/2−[521]7/2+[633] ⊗ 𝜋7/2+[404]9/2−[514]

图 4.5显示了理论计算的176W能级和实验的对比 [113, 114]。实验观察到

晕带最高自旋为𝐼 = 26~ [113, 114]。Crowell等人观察到一个𝐼,𝐾𝜋 = 14, 14+和

半衰期为𝑡1/2 = 35 ± 10 ns的高𝐾同核异能态 [113]。他们预测这个同核异能

态的组态为四准粒子组态𝜈5/2−[512] ⊗ 𝜈7/2+[633] ⊗ 𝜋7/2+[404] ⊗ 𝜋9/2−[514]。
邻近的偶偶同中子素174Hf也有一个类似的同核异能态 [115]。实验上观察到

这两个原子核都有违背𝐾选择定则的跃迁。我们对图 4.5中‘side band 1’ 的理

论计算合理地描述了这个转动带。另外，Crowell等人还观察到一个带头能量

为4.893 MeV和半衰期为10𝑛𝑠的转动带 [113]。这个10𝑛𝑠的同核异能态的自旋和

宇称没有实验观测值。我们的计算结果认为这个带可能建立在𝐾𝜋 = 18+的

六准粒子同核异能态之上。尽管我们计算的带头能量与实验数据有些小差

别，但计算的转动惯量与实验数据符合的较好。我们认为这个带的带头组态

为𝜈5/2−[512]⊗𝜈7/2−[514]⊗𝜈1/2−[521]⊗𝜈7/2+[633]⊗𝜋7/2+[404]⊗𝜋9/2−[514]。
表4.5列出了这两个同核异能态的组态。
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图 4.6 计算的178W 转动带能谱和实验数据的比较

𝑁 = 104原子核被标记为振动模式和转动顺排激发之间的分界线，这些原

子核的微观结构具有十分重要的研究价值 [116]。宏观和微观的计算显示在这个
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表 4.6 178W 边带带头的主要组态
band type 𝐾𝜋 configuration

side 1 2-qp 6+ 𝜈5/2−[512] ⊗ 7/2−[514]

side 2 2-qp 7− 𝜈7/2−[514] ⊗ 7/2+[633]

side 3 4-qp 14− 𝜈5/2−[512]7/2−[514] ⊗ 𝜋7/2+[404]9/2−[514]

side 4 4-qp 15+ 𝜈7/2−[514]7/2+[633] ⊗ 𝜋7/2+[404]9/2−[514]

side 5 6-qp 21− 𝜈5/2−[512]7/2−[514]7/2+[633]9/2+[624] ⊗ 𝜋5/2+[402]9/2−[514]

side 6 8-qp 25+ 𝜈5/2−[512]7/2−[514]7/2+[633]9/2+[624] ⊗ 𝜋1/2−[541]5/2+[402]7/2+[404]9/2−[514]

区域𝑁 = 104和𝑍 = 66的原子核有最大的形变 [55]。实事上，170Dy是这个区域

中核子价（即质子价和中子价的乘积𝑁𝑝𝑁𝑛）最大的原子核。然而，实验研究

结果不支持这个观点 [117]。最近的理论计算预言了一个中子数为𝑁 = 100的形

变封闭壳 [118]。有人对这个预言以Sm，Gd核为例在实验上进行了证实 [119]。

对稀土区中更高质量的原子核，这个预言并不成立。对于178W（𝑁 = 104）同

位素，准粒子顺排假设是必然有效的。

我们采用轴对称基矢进行PSM计算并成功地描述了178W的晕带和𝐾同核

异能带，如图 4.6所示，能谱实验数据取自文献 [120, 121]。除了晕带，178W还

有几个高𝐾带。通过PSM计算，我们得到了两个两准中子带（图 4.6中的‘side

band 1’ 和‘side band 2’）的组态分别为𝜈5/2−[512]⊗ 𝜈7/2−[514] 和𝜈7/2−[514]⊗
𝜈7/2+[633]。这两个组态和实验文献建议的组态是一致的 [120]。实验还发现

一个负宇称转动带，这个带的带头是一个寿命为3 ns，𝐾 = 14的同核异能态。

然而，实验上观察到这个带的最高自旋只有15~。通过计算我们认为这个带的
带头组态为四准粒子组态𝜈5/2−[512] ⊗ 𝜈7/2−[514] ⊗ 𝜋7/2+[404] ⊗ 𝜋9/2−[514]。
实验上观测到带头为𝐾 = 15的正宇称四准粒子带（图 4.6中的‘Side band

4’）最高自旋达到39~。和实验建议的一致 [120]，理论计算获得的带头组态

为𝜈7/2−[514]⊗ 𝜈7/2+[633]⊗ 𝜋7/2+[404]⊗ 𝜋9/2−[514]。表4.6列出了计算获得的

每个带带头的主要组态。

178W是少数被观察到有多于六准粒子高𝐾带的原子核。文献 [120]提到一

个𝐾𝜋 = 21−的六准粒子带，带头组态为𝜈5/2−[512]⊗ 𝜈7/2−[514]⊗ 𝜈7/2+[633]⊗
𝜈9/2+[624]⊗𝜋5/2+[402]⊗𝜋9/2−[514]，和一个𝐾𝜋 = 25+ 八准粒子带，带头组态

为𝜈5/2−[512]⊗𝜈7/2−[514]⊗𝜈7/2+[633]⊗𝜈9/2+[624]⊗𝜋1/2−[541]⊗𝜋5/2+[402]⊗
𝜋7/2+[404] ⊗ 𝜋9/2−[514]。如图4.6所示，包括两个带的带头能量和最高自旋态

能量，我们的理论模型都给出了很好的计算结果。

4.4.4 180W

图 4.7显示的是180W的计算结果和实验数据的对比 [122]。每个带的带
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图 4.7 计算的180W 转动带能谱和实验数据的比较

表 4.7 180W 边带带头的主要组态
band type 𝐾𝜋 configuration

side 1 2-qp 2− 𝜋5/2+[402] ⊗ 9/2−[514]

side 2 cal 1 2-qp 5− 𝜈1/2−[521] ⊗ 9/2+[624]

side 2 cal 2 2-qp 5− 𝜋1/2+[411] ⊗ 9/2−[514]

side 3 cal 1 2-qp 8− 𝜈7/2−[514] ⊗ 9/2+[624]

side 3 cal 2 2-qp 8− 𝜋7/2+[404] ⊗ 9/2−[514]

side 4 2-qp 8+ 𝜈7/2+[633] ⊗ 9/2+[624]

side 5 4-qp 14− 𝜈7/2−[514]9/2+[624] ⊗ 𝜋5/2+[402]7/2+[404]

头主要组态列于表4.7。实验观测到晕带最高自旋为24~。文献 [122]指出实

验上观察到一条𝐾 = 5−的同核异能带，最高自旋为𝐼 = 9~。实验文献建
议这条带的带头主要组态为中子两准粒子组态𝜈1/2−[521] ⊗ 𝜈9/2+[624]。通

过PSM分析，我们发现两个可能的能够构成5−的两准粒子组态，一个带头能量

为2.022 MeV的组态𝜈1/2−[521] ⊗ 𝜈9/2+[624]，和一个带头能量为1.495 MeV的

组态𝜋1/2+[411]⊗𝜋9/2−[514]。尽管两个组态的转动惯量有相似的变化趋势，但
计算的质子两准粒子组态的转动能谱与实验相比更合理。因此，我们认为这个

两准粒子带的带头主要组态是质子两准粒子结构𝜋1/2+[411] ⊗ 𝜋9/2−[514]。为
了从实验上测定这条带的组态，测量这条带的g因子是一个有效的方案，因为

质子组态和中子组态具有差别很大的g因子。

早期的实验观察到一条基于K = 8−，寿命为5.47 ms的两准粒子同核异能

态之上的转动带 [123]。实验文献认为这个同核异能态的组态为𝜈7/2−[514] ⊗
𝜈9/2+[624]，但有可能是两中子和两质子组态的混合。通过理论计算我们发现

有两个两准粒子组态可能是这个同核异能态的主要组态。一个是两准中子组
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态𝜈7/2−[514] ⊗ 𝜈9/2+[624]，另一个是两准质子组态𝜋7/2+[404] ⊗ 𝜋9/2−[514]。

两条计算的K = 8−转动带具有相似的转动惯量并且能谱与实验数据对比都很接

近。我们注意到同中子素178Hf也有两质子两中子组态混合的现象 [124]。为了

最终确定180W的K = 8−同核异能态组态，测量这个态的g因子仍然是个有效的

办法。

实验上发现一条围绕斜轴旋转的K = 8+转动带，即所谓的𝑡带 [125]。以前

有人用PSM对这个带进行过计算，并讨论了𝑡带和参与贡献晕带结构的低𝐾带

之间的相互作用 [125]。图 4.7同样包含了这个K = 8+带的计算结果。从图中我

们看到，这条带的位置正确地被重复出来，尽管计算的能级分布比实验数据更

加宽广一些。

对于180W中的四准粒子K=14−同核异能态，实验测量得出组态𝜈7/2−[514]⊗
𝜈9/2+[624]⊗ 𝜋5/2+[402]⊗ 𝜋7/2+[404]为这个态的主要组态 [122]。图 4.7给出了

这个组态的计算结果。理论计算与实验测量获得的能级3.265 MeV惊人的一致。

我们还在这个同核异能态的基础上预言了一个转动带（Side band 5）。
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图 4.8 计算的182W 转动带能谱和实验数据的比较

除了晕带，实验还观察到182W的几条多准粒子高𝐾带 [126–128]。实验观

测到晕带最高自旋为𝐼 = 20~。图 4.8显示了我们的计算结果和实验数据的

对比 [126–128]。各高𝐾同核异能带的带头主要组态列于表 4.8。𝐾 = 4−的
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表 4.8 182W 边带带头的主要组态
band type 𝐾𝜋 configuration

side 1 2-qp 4− 𝜈1/2−[510] ⊗ 9/2+[624]

side 2 2-qp 10+ 𝜈9/2+[624] ⊗ 11/2+[615]

side 3 4-qp 15+ 𝜈7/2−[503]9/2+[624] ⊗ 𝜋5/2+[402]9/2−[514]

side 4 4-qp 17− 𝜈9/2+[624]11/2+[615] ⊗ 𝜋5/2+[402]9/2−[514]

两准粒子带的带头主要组态为两准中子组态𝜈1/2−[510] ⊗ 𝜈9/2+[624]。实验

观测到𝐾 = 10+转动带最高自旋为𝐼 = 19~。计算的带头主要组态和实验
文献建议的组态都是两准中子结构𝜈9/2+[624] ⊗ 𝜈11/2+[615]。实验上还观察

到两条𝐾𝜋 = 15+和17−的四准粒子带，后者在自旋𝐼 > 16之后的态成为晕

态 [126]。通过计算，我们定性地描述了这两个带，并得出它们的带头主要

组态分别为𝜈7/2−[503]⊗ 𝜈9/2+[624]⊗ 𝜋5/2+[402]⊗ 𝜋9/2−[514] 和𝜈9/2+[624]⊗
𝜈11/2+[615]⊗ 𝜋5/2+[402]⊗ 𝜋9/2−[514]。
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图 4.9 计算的184W 转动带能谱和实验数据的比较

图 4.9是184W的能谱图，实验数据取自文献 [129, 130]。实验测得晕带最

高自旋为16~。我们的计算很好的重复了晕带实验数据并预言了晕带更高
的自旋态，最高的预言态自旋为28~。Wheldon等人发现了一个𝐾 = 5−组态

为𝜈1/2−[510] ⊗ 𝜈11/2+[615]（图 4.9 side band 1 cal 1）的两准粒子同核异能

态 [129]。我们根据这个组态用PSM计算的𝐼𝜋 = 5−态能量比实验值高出1.0
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表 4.9 184W 边带带头的主要组态
band type 𝐾𝜋 configuration

side 1 cal 1 2-qp 5− 𝜈1/2−[510] ⊗ 11/2+[615]

side 1 cal 2 2-qp 5− 𝜈1/2−[510] ⊗ 9/2+[624]

side 2 cal 1 2-qp 7− 𝜈3/2−[512] ⊗ 11/2+[615]

side 2 cal 2 2-qp 7− 𝜋5/2+[402] ⊗ 9/2−[514]

side 3 cal 1 4-qp 18− 𝜈9/2+[624]11/2+[615] ⊗ 𝜋7/2+[404]9/2−[514]

side 3 cal 2 4-qp 17− 𝜈9/2+[624]11/2+[615] ⊗ 𝜋5/2+[402]9/2−[514]

MeV，然而根据另一个两准中子组态𝜈1/2−[510]⊗ 𝜈9/2+[624]（图 4.9 side band

1 cal 2）计算得出的能量与实验数据非常接近。于是，我们认为这个5−带的带

头主要组态为𝜈1/2−[510]⊗ 𝜈9/2+[624]。

相似的情况也发生在实验上已知的𝐼𝜋 = 7−态。PSM计算倾向于认为这个

态的组态为𝜋5/2+[402]⊗ 𝜋9/2−[514]（图 4.9 side band 2 cal 2）。而我们根据另

一个组态𝜈3/2−[512]⊗ 𝜈11/2+[615] （图 4.9side band 2 cal 1）计算得出的能量

比实验能量值高出很多。

Wheldon等人首先观察到一个能量为3862 keV、寿命为188±38 ns的同核异

能态，但自旋宇称以及组态结构都未确定 [129]。PSM计算认为这个态的一个可

能的组态为四准粒子组态𝜈9/2+[624]⊗ 𝜈11/2+[615]⊗ 𝜋7/2+[404]⊗ 𝜋9/2−[514]，
自旋和宇称为𝐾𝜋 = 18−。实事上，计算的𝐼𝜋 = 18−带的带头能量和实验能

级3862 keV很接近。然而，我们的计算发现另一个𝐼𝜋 = 17−的能级与实验能级

也很接近。这也是一个四准粒子组态𝜈9/2+[624] ⊗ 𝜈11/2+[615] ⊗ 𝜋5/2+[402] ⊗
𝜋9/2−[514]。目前，我们很难确定这个实验能级的组态是哪一个四准粒子

组态。然而，我们计算显示这两个组态转动惯量明显不同。从图4.9中看到，

𝐼𝜋 = 18−转动带的能级间距比较小，对应着较大的转动惯量。为了正确地描述

这个同核异能态的结构，更多的实验测量数据是必要的。

4.4.7 186W

表 4.10 186W 边带带头的主要组态
band type 𝐾𝜋 configuration

side 1 2-qp 2− 𝜈7/2−[503] ⊗ 11/2+[615]

side 2 2-qp 7− 𝜋5/2+[402] ⊗ 9/2−[514]

side 3 4-qp 16+ 𝜈7/2−[503]11/2+[615] ⊗ 𝜋5/2+[402]9/2−[514]

目前，186W的实验数据相当有限 [131]。从图4.10中看到，我们的模型计算

很好地重复了晕带实验数据并预言了高自旋部分。实验发现一条𝐾 = 2−的转动

带，但只有几个低激发态被实验测定。我们的计算结果显示带头能量比实验值
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图 4.10 计算的186W 转动带能谱和实验数据的比较

高出大约350 keV。我们建议这个带的带头主要组态为𝜈7/2−[503]⊗ 𝜈11/2+[615]
（见表4.10）。实验还观察到一个𝐾 = 7−的同核异能态。我们认为这个态的主要

组态为两准质子组态𝜋5/2+[402] ⊗ 𝜋9/2−[514]。计算的结果和实验观察到的两
个能级7−、8−十分接近。图4.10还显示了高自旋部分的预言结果。

实验观察到一个186W的长寿命同核异能态，能量为3.543 MeV，自旋和宇

称暂定为16+。我们计算了一个比实验能级高的16+激发态，并在这个激发态的

基础上预言了一个转动带。如图4.10 side band 3 所示。我们建议这个同核异能

态的主要组态为𝜈7/2−[503]11/2+[615]⊗ 𝜋5/2+[402]9/2−[514]（见表4.10）。

4.5 晕带和𝐾 同核异能带的电磁属性

和第三章相同，在𝐵(𝐸2)的计算中，我们用到的质子有效电荷为1.5e，中

子有效电荷为0.5e，这是PSM计算中通用的标准值。另一方面，磁偶极跃迁几

率𝐵(𝑀1)和𝑔因子被认为是波函数中单粒子结构变化的敏感探针。特别地，这

两个物理量能够区分质子和中子对波函数的贡献。𝐵(𝑀1)和𝑔因子算符的轨道

部分只由质子贡献，并且它们的自旋算符持相反的符号。PSM计算中，𝑔因子

可通过下面的表达式获得

𝑔(𝐼) =
𝜇(𝐼)

𝜇𝑁𝐼
=

1

𝜇𝑁𝐼
[𝜇𝜋(𝐼) + 𝜇𝜈(𝐼)] (4.2)
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𝜇𝜏 (𝐼)是量子态𝜓
𝐼的磁矩

𝜇𝜏 (𝐼) =⟨Ψ𝐼
𝐼 |�̂�𝜏𝑧 |Ψ𝐼

𝐼⟩

=
𝐼√︀

𝐼(𝐼 + 1)
⟨Ψ𝐼 ||�̂�𝜏 ||Ψ𝐼⟩

=
𝐼√︀

𝐼(𝐼 + 1)
[𝑔𝜏𝑙 ⟨Ψ𝐼 ||�̂�𝜏 ||Ψ𝐼⟩

+ (𝑔𝜏𝑠 − 𝑔𝜏𝑙 )⟨Ψ𝐼 ||𝑠𝜏 ||Ψ𝐼⟩] (4.3)

其中𝜏 = 𝜋和𝜈分别代表质子和中子。在我们的计算中，上式中的𝑔𝑙和𝑔𝑠的标准

取值为

𝑔𝜋𝑙 = 1, 𝑔𝜋𝑠 = 5.586× 0.75

𝑔𝜈𝑙 = 0, 𝑔𝜈𝑠 = −3.826× 0.75 (4.4)

其中，𝑔𝜋𝑠和𝑔
𝜈
𝑠值通常会乘以一个因子0.75，这是核心极化和介子交换流修正

导致的结果 [132]。这种处理方式被用于本文中对所有𝐵(𝑀1)和𝑔因子的计算。

计算𝐵(𝐸2)，𝐵(𝑀1)和𝑔因子的表达式可以在之前的PSM工作中找到，例如文

献 [133,134]。

4.5.1 晕带的B(E2)和g因子

图 4.11 描绘了我们计算的174−186W晕带𝐵(𝐸2)和实验数据的对比，实验数

据分别取自文献 [112,121,122,128,130,131]。理论计算结果给出了𝐵(𝐸2)随自旋

的变化趋势。我们看到𝐵(𝐸2)在低自旋区平稳地上升，在高自旋区趋于常数。

三个较轻的同位素174,176,178W的𝐵(𝐸2)在中间自旋区域有一个突然的下降，实

验数据也支持这个总体的变化趋势，尽管理论计算相比实验数据偏离了一些

变化细节。例如，在图 4.11(a)中，实验数据在自旋10~处有一个极小值，而理
论计算的𝐵(𝐸2)在自旋16~处有极小值。理论计算获得的极小值是由带交叉导
致的晕带波函数结构变化带来的。实验上还没有测定176W的晕带𝐸2跃迁几率，

并且178,180W也只有最低态的跃迁实验数据。182,184,186W三个同位素有相当高自

旋态的跃迁实验数据。在低自旋，实验观察到𝐵(𝐸2)平稳地上升，并且计算的

结果很好地重复了这个变化趋势。在高自旋，实验值有较小的上下起伏，但我

们计算获得的𝐵(𝐸2)没有精确地重现这个变化细节。

图 4.12是计算的W同位素晕带𝑔因子和实验值的对比 [135]。图中理论计算

结果分为质子和中子贡献，以及两者之和（图 4.12中的“Yrast total”）。正如前
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图 4.11 计算的W 同位素晕带B(E2)（单位为W.u.）值和实验数据的比较。 (a) 174W，

(b)176W，(c)178W，(d)180W，(e)182W，(f) 184W 和(g) 186W

面讨论的，𝑔因子的变化是由沿着晕线的带交叉产生的结构改变导致的。我们

看到在自旋𝐼 = 12− 18~ 的区间内，波函数中中子单粒子成分增加导致总的𝑔因
子呈现下降的趋势。在自旋𝐼 = 18~之后，总𝑔因子呈现上升的趋势。这是因为
在自旋𝐼 = 18~ 之后具有一个或多个质子对的四准粒子和更高阶的准粒子组
态成为波函数中的主要成分（见表4.3）。波函数中质子单粒子成分增加导致总

的𝑔因子呈现上升的趋势。较轻质量的三个核（174,176,178W）的𝑔因子还没有实

验数据。我们计算的总𝑔因子值比已知的实验值稍微偏小。文献 [136]中也发现

了同样的问题。对公式（4.4）中乘上的因子“0.75”的修正可以改进计算结果，

但我们倾向于使用标准值。

4.5.2 𝐾同核异能带的B(E2)和B(M1)以及g因子

在文献 [113]中，Crowell等人提供了176W同位素的四准粒子14+转动带

（图4.5 中的side band 1）𝐵(𝑀1)/𝐵(𝐸2)比值的实验数据。这个带的带头组态包
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图 4.12 计算的W同位素晕带𝑔因子和实验数据的比较
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图 4.13 计算的图4.5 中176W side band 1 的B(M1)/B(E2) 比值和实验数据的比较
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含了分别占据四个高𝐾轨道的四个核子（见表4.5），所以𝐵(𝑀1)/𝐵(𝐸2)比值包

含的信息常常被用于测试理论计算模型。在已经获得很好的理论计算能谱的基

础之上（见图4.5），我们计算了这个四准粒子14+转动带的𝐵(𝑀1)/𝐵(𝐸2)比值，

并在图 4.13中展示了计算结果和实验数据的对比 [113]。因为总体的变化趋势被

正确地重现，所以我们的计算结果可以说是令人满意的，尽管理论计算值是实

验值的两到三倍。这个差别主要来自𝐵(𝑀1)的计算，因为𝐵(𝐸2)的计算通常都

能获得正确的结果，正如图4.11所示。

这个质量区域积累了一些从同核异能态跃迁到其它态的𝐵(𝐸2)和𝐵(𝑀1)实

验数据 [121, 122, 128, 130]。理解这些数据对研究𝐾选择定则和违反𝐾选择定则

很重要。对这些数据系统性的描述是一个理论挑战。表 4.11呈现了那些有实验

数据的同核异能态跃迁的理论计算结果，并给出了与实验值的对比。我们的计

算包括初态和末态有相近𝐾量子数的允许跃迁以及初态和末态𝐾量子数相差很

大的禁止跃迁，见表 4.11。

从表 4.11我们看到，很大一部分理论计算结果和实验数据的差别在一个数

量级以内。然而，也有很多理论计算结果和实验数据相差几个数量级。例如，
178W核的6+同核异能态𝐵(𝐸2)跃迁和21−同核异能态𝐵(𝑀1)跃迁以及182W核

的15+同核异能态𝐵(𝐸2)跃迁。在所有的跃迁计算结果和实验值有大偏差的实

例中，我们的计算值比实验值都小很多。这说明模型中的𝐾混合不够强烈以致

于不能产生足够大的同核异态跃迁几率。我们或许需要考虑本文应用的模型之

外的特殊效应。文献 [137]中指出从6+ 两准粒子同核异能态到基带的𝐾禁止跃

迁对与𝛾振动带的6+态的混合十分敏感，这解释了PSM在什么情况下需要采用

三轴形变的单粒子基矢。

最后，讨论一下同核异能态的𝑔因子是很有意义的。𝑔因子是一个能够反应

多准粒子高𝐾组态的单粒子成份的物理量。表 4.12总结了本章研究的所有𝐾同

核异能态的𝑔因子理论计算值和实验值。我们列出了建议的组态并给出了计算

的这些同核异能态能量和实验能量的比较。大部分𝑔因子是我们的预言并为未

来的实验做参考。我们非常期待这些预言的同核异能态𝑔因子将来能被实验测

量。

从表 4.12中我们可以看到一些大于 1 的𝑔因子。特别地，这些都属于质子

两准粒子态，如180W的5−同核异能态和184,186W的7−同核异能态。另一方面，

中子两准粒子态的𝑔因子一般很小甚至是负值。例如，178W的6+和7−同核异能

态，182W的4−和10+同核异能态和184W的5−和7−同核异能态。对于那些由质子

和中子单粒子构成的四准粒子或更高阶准粒子态，它们的𝑔因子值一般介于上
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表 4.11 计算的W 同位素同核异能态的𝐵(𝐸2) 和𝐵(𝑀1) 值（单位为W.u.）与实验数据的

比较

𝐾𝜋
𝑖 𝐼𝑖 𝐾𝜋

𝑓 𝐼𝑓 𝐵(𝐸2,𝑀1; 𝐼𝑖 → 𝐼𝑓 )

exp. cal.
178W

6+ 6 0+ 4 𝐵(𝐸2) = 4.67× 10−4 4.56× 10−8

14− 14 13− 13 𝐵(𝑀1) = 6.7× 10−3 1.25× 10−5

21− 21 18− 20 𝐵(𝑀1) = 3.9× 10−4 5.36× 10−7

180W

14− 14 8− 12 𝐵(𝐸2) = 2.8× 10−6 2.11× 10−7

182W

4− 4 2− 2 𝐵(𝐸2) = 0.7 9.03× 10−3

4− 4 2− 3 𝐵(𝐸2) = 2.6 1.09× 10−2

4− 4 2− 3 𝐵(𝑀1) = 1.19× 10−4 9.06× 10−5

4− 4 2− 4 𝐵(𝐸2) = 5.2 1.92× 10−2

4− 4 2− 4 𝐵(𝑀1) = 6.24× 10−3 7.24× 10−4

10+ 10 0+ 10 𝐵(𝑀1) = 7.0× 10−8 1.19× 10−8

10+ 10 0+ 8 𝐵(𝐸2) = 1.9× 10−6 2.84× 10−7

15+ 15 10+ 13 𝐵(𝐸2) = 5.3× 10−4 9.14× 10−7

15+ 15 10+ 14 𝐵(𝑀1) = 1.3× 10−7 1.07× 10−9

184W

5− 5 2− 3 𝐵(𝐸2) = 0.019 4.41× 10−3

7− 7 6− 6 𝐵(𝐸2) = 1.8 8.52× 10−1

7− 7 6− 6 𝐵(𝑀1) = 5.2× 10−3 3.87× 10−3

7− 7 5− 5 𝐵(𝐸2) = 3.09 1.17× 10−1

面两个极端之间并严重依赖它们的结构。对于唯一有实验数据的实例，我们计

算的176W四准粒子14+同核异能态的𝑔因子为0.58，和实验值[0.48(2)]相比非常

合理。我们预言178W 的八准粒子25+同核异能态的𝑔因子为0.43，这个中等大小

的𝑔因子值来自于四个独立的质子和四个独立的中子轨道的组合贡献。

4.6 本章小结

史无前例的高敏感度和高分辨率大型𝛾射线探测器阵列提供了令人着迷的
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表 4.12 𝐾同核异能态转动带的带头能量(BHE)和𝑔因子

Isotope K𝜋 Configuration BHE [MeV] g-factor

Th. Expt. Th. Expt.
174W 8− 𝜋7/2+[404] ⊗ 𝜋9/2−[514] 2.268 2.527 0.90 –

12+ 𝜈1/2−[521] ⊗ 𝜈7/2+[633] ⊗ 𝜋7/2+[404] ⊗ 𝜋9/2−[514] 3.617 3.515 0.56 –
176W 14+ 𝜈5/2−[512] ⊗ 𝜈7/2+[633] ⊗ 𝜋7/2+[404] ⊗ 𝜋9/2−[514] 3.664 3.747 0.58 0.48(2)

18+ 𝜈5/2−[512] ⊗ 𝜈7/2−[514] ⊗ 𝜈1/2−[521] 5.280 4.895 0.41 –

⊗𝜈7/2+[633] ⊗ 𝜋7/2+[404] ⊗ 𝜋9/2−[514]
178W 6+ 𝜈5/2−[512] ⊗ 𝜈7/2−[514] 1.550 1.665 0.04 –

7− 𝜈7/2−[514] ⊗ 𝜈7/2+[633] 1.510 1.739 −0.03 –

14− 𝜈5/2−[512] ⊗ 𝜈7/2−[514] ⊗ 𝜋7/2+[404] ⊗ 𝜋9/2−[514] 3.320 3.593 0.56 –

15+ 𝜈7/2−[514] ⊗ 𝜈7/2+[633] ⊗ 𝜋7/2+[404] ⊗ 𝜋9/2−[514] 3.390 3.654 0.51 –

21− 𝜈5/2−[512] ⊗ 𝜈7/2−[514] ⊗ 𝜈7/2+[633] 5.273 5.313 0.37 –

⊗𝜈9/2+[624] ⊗ 𝜋5/2+[402] ⊗ 𝜋9/2−[514]

25+ 𝜈5/2−[512] ⊗ 𝜈7/2−[514] ⊗ 𝜈7/2+[633] ⊗ 𝜈9/2+[624] 6.452 6.572 0.43 –

⊗𝜋1/2−[541] ⊗ 𝜋5/2+[402] ⊗ 𝜋7/2+[404] ⊗ 𝜋9/2−[514]
180W 2− 𝜋5/2+[402] ⊗ 𝜋9/2−[514] 1.140 1.006 0.57 –

5− 𝜈1/2−[521] ⊗ 𝜈9/2+[624] 2.022 1.640 0.12 –

5− 𝜋1/2+[411] ⊗ 𝜋9/2−[514] 1.495 1.640 1.05 –

8− 𝜈7/2−[514] ⊗ 𝜈9/2+[624] 1.608 1.529 0.06 –

8− 𝜋7/2+[404] ⊗ 𝜋9/2−[514] 1.461 1.529 0.91 –

8+ 𝜈7/2+[633] ⊗ 𝜈9/2+[624] 1.869 2.133 −0.16 –

14− 𝜈7/2−[514] ⊗ 𝜈9/2+[624] ⊗ 𝜋5/2+[402] ⊗ 𝜋7/2+[404] 3.297 3.265 0.40 –
182W 4− 𝜈1/2−[510] ⊗ 𝜈9/2+[624] 1.512 1.553 −0.17 –

10+ 𝜈9/2+[624] ⊗ 𝜈11/2+[615] 2.274 2.231 −0.10 –

17− 𝜈9/2+[624] ⊗ 𝜈11/2+[615] ⊗ 𝜋5/2+[402] ⊗ 𝜋9/2−[514] 3.684 4.041 0.43 –
184W 5− 𝜈1/2−[510] ⊗ 𝜈11/2+[615] 2.210 1.285 −0.13 –

5− 𝜈1/2−[510] ⊗ 𝜈9/2+[624] 1.120 1.285 −0.01 –

7− 𝜈3/2−[512] ⊗ 𝜈11/2+[615] 2.370 1.502 −0.05 –

7− 𝜋5/2+[402] ⊗ 𝜋9/2−[514] 1.440 1.502 1.17 –

18− 𝜈9/2+[624] ⊗ 𝜈11/2+[615] ⊗ 𝜋7/2+[404] ⊗ 𝜋9/2−[514] 3.805 (3.863) 0.34 –

17− 𝜈9/2+[624] ⊗ 𝜈11/2+[615] ⊗ 𝜋5/2+[402] ⊗ 𝜋9/2−[514] 3.890 (3.863) 0.43 –
186W 2− 𝜈7/2−[503] ⊗ 𝜈11/2+[615] 1.307 0.953 0.16 –

7− 𝜋5/2+[402] ⊗ 𝜋9/2−[514] 1.513 1.517 1.16 –

16+ 𝜈7/2−[503] ⊗ 𝜈11/2+[615] ⊗ 𝜋5/2+[402] ⊗ 𝜋9/2−[514] 4.101 3.543 0.44 –

高自旋数据。这些新数据揭示了许多有关原子核激发模型的有趣现象。一些

新发现使人们想要更好的理解核多体问题时面临着挑战。我们强调了多准粒

子高𝐾激发需要用原子核理论模型进行系统性的研究。考虑到这个问题，我们

用Pfaffian方法把PSM的组态空间扩展到了十准粒子组态。

在本章内容中，我们系统性地分析了偶偶的174−186W同位素高自旋态和

高𝐾同核异能态的微观结构。多准粒子激发被用于分析晕带高自旋能级的结

构。除了晕带，我们还研究了同核异能态和基于这个同核异能态之上的转动

带，并预言了这些同核异能态的占据主要权重的多准粒子结构。我们对𝐾同核

异能态的电磁属性（如𝐵(𝐸2)，𝐵(𝑀1)，𝑔因子）也进行了大量的计算。我们

的计算结果总体上与实验数据符合的较好。目前，仍有大量K同核异能态的电
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磁属性没有实验数据，本章的理论预言结果有待更多实验的进一步检验。
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第五章 总结和展望

我们运用最近扩展过的投影壳模型理论分别对Kr同位素中高自旋转动带

和W同位素中K同核异能带进行了研究。由于传统的投影壳模型利用广义Wick

定理计算准粒子基矢中的转动矩阵元，导致数值计算耗时且复杂，因此组态空

间只能包含不超过四准粒子的组态。最近，我们通过采用一种叫作Pfaffian的

算法，首次把PSM的（仅限于偶偶核）组态空间扩展到了十准粒子组态。应用

这种算法我们解决了数值计算的耗时问题，并能研究原子核极高自旋态的性

质。通过研究重核在高自旋态的结构演化和低自旋的高𝐾同核异能态的一些性

质，我们发现超过四准粒子的组态在其中发挥着极其重要的作用。

关于Kr同位素，我们对这条同位素链的高自旋态结构进行了着重分析。随

着原子核转速增加，固定长椭形状的壳模型基矢在高自旋态是一个有效的近

似。从一些我们计算的结果与实验观测数据的符合可以印证这一点。随着自旋

的增大，晕带和晕带附近的边带的结构演化被各多准粒子组态连续的带交叉描

述。我们认为，包含六准粒子和八准粒子组态的基矢对高自旋态的结构细节描

述是关键且必要的。另外，我们还计算了电四极跃迁几率并与实验值进行了对

比。理论计算的𝐵(𝐸2)与实验值定性上符合。

关于W同位素，我们系统性地分析了174−186W高自旋态和高𝐾同核异能态

的微观结构。多准粒子激发被用于分析晕带高自旋能级的结构。除了晕带，我

们还研究了同核异能态和基于这个同核异能态之上的转动带，并预言了这些同

核异能态的微观结构。我们还计算了𝐾同核异能态的𝐵(𝐸2)，𝐵(𝑀1)和𝑔因子，

并与实验数据进行了对比。

将来，我们还会在几个重点方面继续发展改进投影壳模型理论，并充分扩

大应用领域。第一，在轴对称形变的基础上将三轴形变或软𝛾形状考虑进投影

壳模型。第二，考虑粒子数守恒效应，即在PSM理论和计算程序中将粒子数投

影考虑进去。第三，将计算程序进行较大改进，如用并行计算替代现在的串行

计算，从而节省大量时间。

— 67 —



上海交通大学博士学位论文 扩展的投影壳模型的发展与应用

— 68 —



附录 A Pfaffian算法介绍

我们在第二章提到，投影壳模型计算的最核心部分就是对转动矩阵

元(2.73)式的计算。然而，传统的用广义Wick定理计算转动矩阵元的方法

在应对包含高阶准粒子组态的计算时显得效率低下。于是，Mizusaki提出

将Pfaffian算法用于转动矩阵元的计算，这使得我们能够计算包含十准粒子组

态的转动矩阵元。这里我们呈现出Pfaffian算法的一些主要公式和步骤，更详

细的讨论见参考文献 [27]。为了一般性原则，我们把第二章的矩阵元(2.73)式

改写为下面的形式

ℳ𝐼 = ⟨𝜑|𝑎𝜈′1 · · · 𝑎𝜈′𝑛′ [𝜃]𝑎
†
𝜈1
· · · 𝑎†𝜈𝑛|𝜑⟩ (A.1)

其中[𝜃]是一个与[Ω]类似的幺正算符，波函数|𝜑⟩是Hartree-Fock-Bogoliubov（HFB）

准粒子真空态，𝑎†, 𝑎则是(HFB)准粒子产生湮灭算符。上式的[𝜃]定义为

[𝜃] ≡ 𝑒−𝑖𝜃𝑆

⟨𝜑|𝑒−𝑖𝜃𝑆|𝜑⟩
(A.2)

其中𝑆是相关对称群的生成元，类似的例子，角动量则是空间转动的生成元。

A.1 Balian-Brezin分解

在准粒子基矢中，算符[𝜃]可表示为下面的形式 [27]

[𝜃] = 𝑒�̂�(𝜃)𝑒𝐶(𝜃)𝑒𝐴(𝜃) (A.3)

其中的三个算符分别为

𝐴(𝜃) =
∑︁ 1

2
𝐴(𝜃)𝜈′,𝜈𝑎𝜈𝑎𝜈′ ,

�̂�(𝜃) =
∑︁ 1

2
𝐵(𝜃)𝜈′,𝜈𝑎

†
𝜈𝑎
†
𝜈′ ,

𝐶(𝜃) =
∑︁

(ln𝐶(𝜃))𝜈,𝜈′𝑎
†
𝜈𝑎𝜈′ (A.4)

上式即Balian-Brezin分解法。其中的矩阵𝐴,𝐵,𝐶分别为下面的三个收缩项

𝐴𝜈,𝜈′(𝜃) ≡ ⟨[𝜃]𝑎†𝜈𝑎
†
𝜈′⟩

𝐵𝜈,𝜈′(𝜃) ≡ ⟨𝑎𝜈𝑎𝜈′ [𝜃]⟩

𝐶𝜈,𝜈′(𝜃) ≡ ⟨𝑎𝜈 [𝜃]𝑎†𝜈′⟩ (A.5)
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由(A.1)和(A.3)两式可得

ℳ𝐼 = ⟨𝜑|𝑎𝜈′1 · · · 𝑎𝜈′𝑛′𝑒
�̂�(𝜃)𝑒𝐶(𝜃)𝑒𝐴(𝜃)𝑎†𝜈1 · · · 𝑎

†
𝜈𝑛|𝜑⟩ (A.6)

为方便书写，我们在后文中忽略𝑒指数上的符号(𝜃)。为简单考虑，我

们把准粒子产生覆灭算符的下角标编为一个集合：𝐽 = {𝜈1 · · · 𝜈𝑛}, 𝐽 ′ =

{𝜈 ′1 · · · 𝜈 ′𝑛′}。集合𝐽和𝐽 ′是集合[𝑀 ] = {1, 2, · · · ,𝑀}的子集，其中𝑀表示(HFB)

准粒子基矢的维数，且只能是偶数。将(A.6)式中的准粒子算符下角标编

为集合𝐼 = {𝜈 ′1 · · · 𝜈 ′𝑛′ , 𝜈1 + 𝑀 · · · 𝜈𝑛 + 𝑀}。 𝐼是集合[2𝑀 ] = {1, 2, · · · , 2𝑀}的
一个子集。用符号(𝑎 · · · 𝑎)−→

𝐽 ′和(𝑎† · · · 𝑎†)−→
𝐽
分别代表准粒子算符的某种排列方

式𝑎𝜈′1 · · · 𝑎𝜈′𝑛′和𝑎
†
𝜈1
· · · 𝑎†𝜈𝑛，于是(A.6)式可写成

ℳ𝐼 = ⟨𝜑|(𝑎 · · · 𝑎)−→𝐽 ′𝑒
�̂�𝑒𝐶𝑒𝐴(𝑎† · · · 𝑎†)−→

𝐽
|𝜑⟩ (A.7)

当准粒子产生算符（或者湮灭算符）的下角标排列组合形式完全反向时，

我们将这种排列构成的集合标记为
←−
𝐽。
←−
𝐽和
−→
𝐽的关系为

(𝑎 · · · 𝑎)−→
𝐽
= (𝑎 · · · 𝑎)←−

𝐽
(−)

1
2
𝑛(𝑛−1) (A.8)

其中(𝑎 · · · 𝑎)←−
𝐽
= 𝑎𝜈𝑛 · · · 𝑎𝜈1。 1

2
𝑛(𝑛− 1) 是从上式等号左边的排列到右边的排列

所需的总换位次数。(−) 1
2
𝑛(𝑛−1) 项是因费米子产生湮灭算符遵循反对易式而产

生的。

A.2 费米相干态和Grassmann积分

这里我们简要的介绍一下费米相干态和Grassmann积分的概念和相关公式，

详细的讨论请看参考文献 [138]第一章。通常我们把费米子HFB准粒子湮灭算

符的本征态就称为费米相干态，即

𝑎𝜈 |𝜉⟩ = 𝜉𝜈 |𝜉⟩ (A.9)

其厄米共轭式为

⟨𝜉|𝑎†𝜈 = ⟨𝜉|𝜉*𝜈 (A.10)

上面两式的本征值𝜉𝜈 , 𝜉
*
𝜈就是所谓的Grassmann数，并满足反对易关系式

𝜉𝜈𝜉𝜈′ + 𝜉𝜈′𝜉𝜈 = 0 (A.11)
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𝜉*𝜈𝜉
*
𝜈′ + 𝜉*𝜈′𝜉

*
𝜈 = 0 (A.12)

𝜉𝜈𝜉
*
𝜈′ + 𝜉*𝜈′𝜉𝜈 = 0 (A.13)

其中𝜈, 𝜈 ′等于(1, 2, · · · ,𝑀)。费米相干态|𝜉⟩的表达式为

|𝜉⟩ = 𝑒−
∑︀

𝜈 𝜉𝜈𝑎
†
𝜈 |𝜑⟩ (A.14)

于是，由准粒子产生算符作用于费米相干态上可得出

𝑎†𝛼|𝜉⟩ = −
𝜕

𝜕𝜉𝛼
|𝜉⟩ (A.15a)

⟨𝜉|𝑎𝛼 = +
𝜕

𝜕𝜉*𝛼
⟨𝜉| (A.15b)

HFB准粒子真空态波函数具有归一化特性：⟨𝜑|𝜑⟩ = 1。准粒子真空态和费

米相干态波函数的内积为：⟨𝜑|𝜉⟩ = 1。 |𝜉⟩满足完备性关系式 [138]∫︁
𝒟(𝜉*, 𝜉)𝑒−

∑︀
𝜈 𝜉

*
𝜈𝜉𝜈 |𝜉⟩⟨𝜉| = 1 (A.16)

其中：𝒟(𝜉*, 𝜉) =
∏︀

𝛼 𝑑𝜉
*
𝛼𝑑𝜉𝛼。微分元𝑑𝜉和𝑑𝜉

*两者间也满足反对易规则。为简

单考虑，我们在后面的讨论中把𝒟(𝜉*, 𝜉)中的乘积改成下面的形式

𝒟(𝜉*, 𝜉) = 𝑑𝜉*−−→
[𝑀 ]
𝑑𝜉←−−

[𝑀 ]
= 𝑑𝜉←−−

[𝑀 ]
𝑑𝜉*−−→

[𝑀 ]
(A.17)

由于𝑀只能是偶数，因此上式中的两项微分元的位置交换没有产生负号，

即(−)𝑀 = 1。其中的“半乘积”𝑑𝜉−−→
[𝑀 ]
和𝑑𝜉←−−

[𝑀 ]
表示

𝑑𝜉−−→
[𝑀 ]

= 𝑑𝜉1 · · · 𝑑𝜉𝑀 , 𝑑𝜉←−−
[𝑀 ]

= 𝑑𝜉𝑀 · · · 𝑑𝜉1 (A.18)

其中[𝑀 ] = {1, 2, · · ·𝑀}。与上式类似，对应于(A.7)式的下角标集合𝐽 =

{𝜈1, · · · , 𝜈𝑛}也有类似的“部分乘积”：

𝑑𝜉−→
𝐽
= 𝑑𝜉𝜈1 · · · 𝑑𝜉𝜈𝑛 , 𝑑𝜉←−

𝐽
= 𝑑𝜉𝜈𝑛 · · · 𝑑𝜉𝜈1 (A.19)

另有对应于𝐽的补集𝐽 = [𝑀 ]− 𝐽的“部分乘积”为

𝑑𝜉−→̄
𝐽
= 𝑑𝜉1𝑑𝜉2 · · · ̂︀𝑑𝜉𝜈1 · · · ̂︀𝑑𝜉𝜈𝑛 · · · 𝑑𝜉𝑀−1𝑑𝜉𝑀

𝑑𝜉←−̄
𝐽
= 𝑑𝜉𝑀𝑑𝜉𝑀−1 · · · ̂︀𝑑𝜉𝜈𝑛 · · · ̂︀𝑑𝜉𝜈1 · · · 𝑑𝜉2𝑑𝜉1 (A.20)
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其中 ̂︀𝑑𝜉𝑖表示在𝑑𝜉−−→[𝑀 ]
或𝑑𝜉←−−

[𝑀 ]
中去掉𝑑𝜉𝑖。例如：𝑑𝜉1 ̂︀𝑑𝜉2𝑑𝜉3𝑑𝜉4 = 𝑑𝜉1𝑑𝜉3𝑑𝜉4。于是，

结合上面两式，半乘积𝑑𝜉−−→
[𝑀 ]
和𝑑𝜉←−−

[𝑀 ]
可表示为

𝑑𝜉←−−
[𝑀 ]

= 𝑑𝜉←−̄
𝐽
𝑑𝜉←−

𝐽
(−)|𝐽 |−

𝑛(𝑛+1)
2 (A.21a)

𝑑𝜉−−→
[𝑀 ]

= 𝑑𝜉−→̄
𝐽
𝑑𝜉−→

𝐽
(−)|𝐽 |+

𝑛(𝑛−1)
2 (A.21b)

其中|𝐽 | ≡
∑︀

𝑘 𝜈𝑘。上面第二式由第一式的[𝑀 ], 𝐽中的下角标全部反向排列得到。

相应的相因子可以通过(A.8)式看出。我们知道，一个集合补集的补集便等于其

自身，如：𝐽 = ¯̄𝐽，再通过(A.21)式可得

𝑑𝜉←−−
[𝑀 ]

= 𝑑𝜉←−
𝐽
𝑑𝜉←−̄

𝐽
(−)|𝐽 |−

�̄�(�̄�+1)
2 (A.22a)

𝑑𝜉−−→
[𝑀 ]

= 𝑑𝜉−→
𝐽
𝑑𝜉−→̄

𝐽
(−)|𝐽 |+

�̄�(�̄�−1)
2 (A.22b)

其中�̄� =𝑀−𝑛，是𝐽的元素数量。同理，我们也能给出𝜉*的与(A.21)和(A.22)相

似的关系式。

于是，根据关系式|𝐽 |+ |𝐽 | = 1
2
𝑀(𝑀 +1)和(A.21)、(A.22)两式，总微分元

可以写成

𝑑𝜉*−−→
[𝑀 ]
𝑑𝜉←−−

[𝑀 ]
= 𝑑𝜉*−→

𝐽
𝑑𝜉*−→̄

𝐽
𝑑𝜉←−̄

𝐽
𝑑𝜉←−

𝐽
(A.23a)

𝑑𝜉←−−
[𝑀 ]
𝑑𝜉*−−→

[𝑀 ]
= 𝑑𝜉←−

𝐽
𝑑𝜉←−̄

𝐽
𝑑𝜉*−→̄

𝐽
𝑑𝜉*−→

𝐽
(A.23b)

A.3 利用Grassmann积分表示矩阵元

设{𝜉*, 𝜉}和{𝜂*, 𝜂}是两组Grassmann数。这两组Grassmann数都遵循反对易

规则。于是，将Grassmann数满足的完备性关系式(A.16)插入(A.6)式可得

ℳ𝐼 =

∫︁
𝒟(𝜉*, 𝜉)⟨𝜑|(𝑎 · · · 𝑎)−→

𝐽 ′ |𝜉⟩𝑒−
∑︀

𝜈 𝜉
*
𝜈𝜉𝜈

×
∫︁
𝒟(𝜂*, 𝜂)⟨𝜉|𝑒�̂�𝑒𝐶𝑒𝐴|𝜂⟩𝑒−

∑︀
𝜈 𝜂

*
𝜈𝜂𝜈

× ⟨𝜂|(𝑎† · · · 𝑎†)−→
𝐽
|𝜑⟩ (A.24)

因关系式⟨𝜑|𝜉⟩ = 1 和⟨𝜑|𝜂⟩ = 1成立，再由(A.9)和(A.10) 两式，我们可以

得出以下两个式子

⟨𝜑|(𝑎 · · · 𝑎)−→
𝐽 ′ |𝜉⟩ = (𝜉 · · · 𝜉)−→

𝐽 ′ (A.25)
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⟨𝜂|(𝑎† · · · 𝑎†)−→
𝐽
|𝜑⟩ = (𝜂† · · · 𝜂†)−→

𝐽
(A.26)

从(A.4)可以看到，𝐴和�̂�两个算符都不含有𝑎†𝑎的项，于是，算符𝑒�̂�𝑒𝐶𝑒𝐴在

以𝜉*和𝜂为Grassmann数的费米相干态中的矩阵元为

⟨𝜉|𝑒�̂�𝑒𝐶𝑒𝐴|𝜂⟩ = 𝑒
∑︀ 1

2
𝐵𝜈′,𝜈𝜉

*
𝜈𝜉

*
𝜈′ ⟨𝜉|𝑒𝐶 |𝜂⟩𝑒

∑︀ 1
2
𝐴𝜈′,𝜈𝜂𝜈𝜂𝜈′ (A.27)

根据式子（详细推导见参考文献 [27]）

𝑒𝐶 |𝜂⟩ =
⃒⃒⃒⃒∑︁

𝐶𝜈,𝜈′𝜂𝜈′

⟩
(A.28)

以及根据(A.14)推导出的式子

⟨𝜉|𝜂⟩ = 𝑒
∑︀

𝜈 𝜉
*
𝜈𝜂𝜈 (A.29)

我们得到

⟨𝜉|𝑒𝐶 |𝜂⟩ = ⟨𝜉|𝐶𝜂⟩ = 𝑒
∑︀
𝜉*𝜈𝐶𝜈,𝜈′𝜂𝜈′ (A.30)

联合前面的(A.17)、 (A.25)、 (A.26)、 (A.27)和(A.30)等式，(A.24)式可以表示

为下面的形式

ℳ𝐼 =

∫︁
𝑑𝜉*−−→

[𝑀 ]
𝑑𝜉←−−

[𝑀 ]
(𝜉 · · · 𝜉)−→

𝐽 ′𝑒
−

∑︀
𝜈 𝜉

*
𝜈𝜉𝜈

×
∫︁
𝑑𝜂−−→

[𝑀 ]
𝑑𝜂*←−−

[𝑀 ]
(𝜂† · · · 𝜂†)−→

𝐽
𝑒−

∑︀
𝜈 𝜂

*
𝜈𝜂𝜈𝐵(𝜉*, 𝜂) (A.31)

其中

𝐵(𝜉*, 𝜂) ≡ 𝑒
∑︀ 1

2
𝐵𝜈′,𝜈𝜉

*
𝜈𝜉

*
𝜈′𝑒

∑︀
𝜉*𝜈𝐶𝜈,𝜈′𝜂𝜈′𝑒

∑︀ 1
2
𝐴𝜈′,𝜈𝜂𝜈𝜂𝜈′ (A.32)

A.4 Grassmann积分的计算

这一节我们讨论(A.31)式的Grassmann积分如何计算。以下是我们将要用

到的几个公式

𝑒𝐴 =
∑︁
𝑛

𝐴𝑛

𝑛!
(A.33)

∫︁
𝑑𝜉 = 0 (A.34a)∫︁

𝑑𝜉 𝜉 = 1 (A.34b)
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根据Grassmann数遵循的反对易规则可得：𝜉2𝜈 = 0。积分式(A.31)中只和𝜂, 𝜂*有

关系的Grassmann积分部分为∫︁
𝑑𝜂−−→

[𝑀 ]
𝑑𝜂*←−−

[𝑀 ]
(𝜂† · · · 𝜂†)−→

𝐽
𝑒−

∑︀
𝜈 𝜂

*
𝜈𝜂𝜈𝐵(𝜉*, 𝜂)

=

∫︁
𝑑𝜂−→

𝐽
𝑑𝜂−→̄

𝐽
𝐵(𝜉*, 𝜂)

∫︁
𝑑𝜂*←−̄

𝐽
𝑑𝜂*←−

𝐽
(𝜂† · · · 𝜂†)−→

𝐽
𝑒−

∑︀
𝜈 𝜂

*
𝜈𝜂𝜈 (A.35)

上式的推导运用了(A.23)式的结果。因𝜉2𝜈 = 0，于是对𝜂*𝜈 (𝜈 ∈ 𝐽)的积分为∫︁
𝑑𝜂*←−

𝐽
(𝜂† · · · 𝜂†)−→

𝐽
𝑒−

∑︀
𝜈 𝜂

*
𝜈𝜂𝜈 = 1 (A.36)

对𝜂*𝜈 (𝜈 ∈ 𝐽)的积分为 ∫︁
𝑑𝜂*←−̄

𝐽
𝑒−

∑︀
𝜈∈𝐽 𝜂

*
𝜈𝜂𝜈 = (−)�̄�(𝜂 · · · 𝜂)←−̄

𝐽
(A.37)

其中�̄� =𝑀 − 𝑛。于是在(A.35)式中，对Grassmann数𝜂𝜈 (𝜈 ∈ 𝐽)的积分为∫︁
𝑑𝜂−→

𝐽
𝑑𝜂−→̄

𝐽
(−)�̄�(𝜂 · · · 𝜂)←−̄

𝐽
𝐵(𝜉*, 𝜂)

= (−)�̄�
∫︁
𝑑𝜂−→

𝐽
𝐵(𝜉*, {𝜂}𝐽) (A.38)

上式的{𝜂}𝐽表示一系列Grassmann数𝜂𝜈1 , · · · , 𝜂𝜈𝑛。对𝜂𝜈 (𝜈 ∈ 𝐽)和𝜂*𝜈积分之后，

还有对𝜂𝜈 (𝜈 ∈ 𝐽) 的积分。于是，(A.31)式可表示为

ℳ𝐼 = (−)�̄�
∫︁
𝜉*−−→
[𝑀 ]
𝑑𝜉←−−

[𝑀 ]
(𝜉 · · · 𝜉)−→

𝐽 ′𝑒
−

∑︀
𝜈 𝜉

*
𝜈𝜉𝜈𝑑𝜂−→

𝐽
𝐵(𝜉*, {𝜂}𝐽)

= (−)�̄�
∫︁
𝑑𝜉*−→

𝐽 ′𝑑𝜉
*−→̄
𝐽 ′
𝑑𝜉←−̄

𝐽 ′𝑑𝜉←−𝐽 ′(𝜉 · · · 𝜉)−→𝐽 ′𝑒
−

∑︀
𝜈 𝜉

*
𝜈𝜉𝜈

∫︁
𝑑𝜂−→

𝐽
𝐵(𝜉*, {𝜂}𝐽) (A.39)

同理，对𝜉的积分应为∫︁
𝑑𝜉←−̄

𝐽 ′𝑑𝜉←−𝐽 ′(𝜉 · · · 𝜉)−→𝐽 ′𝑒
−

∑︀
𝜈 𝜉

*
𝜈𝜉𝜈 = (𝜉* · · · 𝜉*)←−̄

𝐽 ′ (A.40)

于是有

ℳ𝐼 = (−)�̄�
∫︁
𝑑𝜉*−→

𝐽 ′𝑑𝜉
*−→̄
𝐽 ′
(𝜉* · · · 𝜉*)←−̄

𝐽 ′

∫︁
𝑑𝜂−→

𝐽
𝐵(𝜉*, {𝜂}𝐽)

= (−)�̄�
∫︁
𝑑𝜉*−→

𝐽 ′𝑑𝜂−→𝐽 𝐵({𝜉*}𝐽 ′ , {𝜂}𝐽)

= (−)𝜎
∫︁
𝑑𝜂←−

𝐽
𝑑𝜉*←−

𝐽 ′𝐵({𝜉*}𝐽 ′ , {𝜂}𝐽) (A.41)
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上式的{𝜉*}𝐽表示一系列Grassmann数𝜉*𝜈1 , · · · , 𝜉
*
𝜈𝑛。其中表示相位的符号𝜎 =

�̄�+ 1
2
(𝑛+ 𝑛′)(𝑛+ 𝑛′ − 1)。

Grassmann积分和Pfaffian之间的关系为∫︁
𝑑𝜃2𝑛 · · · 𝑑𝜃2𝑑𝜃1exp

(︁1
2

2𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜃𝑖𝐴𝑖𝑗𝜃𝑗

)︁
= 𝑃𝑓(𝐴) (A.42)

利用上式和(A.41)式可得

ℳ𝐼 = (−)𝜎
∫︁
𝑑𝑧𝑛+𝑛′ · · · 𝑑𝑧2𝑑𝑧1𝑒

1
2

∑︀
(M)𝜈,𝜈′𝑧𝜈𝑧𝜈′

= (−)𝜎𝑃𝑓(M′𝐼) (A.43)

其中𝑧 = (𝜉*𝜈′1
, · · · , 𝜉*𝜈′

𝑛′
, 𝜂𝜈1 , · · · , 𝜂𝜈𝑛)，是一个Grassmann矢量。M′𝐼是M′的子矩

阵，维数为(𝑛+ 𝑛′)。M′则是一个维数为2𝑀的反对称矩阵

M′ =

(︃
−𝐵 𝐶

−𝐶𝑇 −𝐴

)︃
(A.44)

其中𝐴,𝐵,𝐶就是(A.5)式中的各收缩项。再利用Pfaffian的变换，我们可将矩阵

元ℳ𝐼表示为

ℳ𝐼 = 𝑃𝑓(M𝐼) = 𝑃𝑓

(︃
𝐵 𝐶

−𝐶𝑇 𝐴

)︃
(A.45)
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附录 B 𝑑-函数的数值精度

通过第二章的讨论我们知道，正如(2.71)式所描述的，在计算PSM投影矩

阵元时需要对𝑑-函数进行积分。然而，我们以前用Wigner公式计算𝑑-函数时会

遇到一个问题，即计算的自旋值越高计算精度就越低。本章讨论的就是如何解

决这个问题。

一般情况下，一个𝐷函数可以表示为下面的形式

𝐷𝑗
𝑚𝑘(𝜑, 𝜃, 𝜓) = ⟨𝑗𝑚|𝑒

−𝑖𝜑�̂�𝑧𝑒−𝑖𝜃�̂�𝑦𝑒−𝑖𝜓�̂�𝑧 |𝑗𝑘⟩

= 𝑒−𝑖(𝑚𝜑+𝑘𝜓)𝑑𝑗𝑚𝑘(𝜃) (B.1)

其中

𝑑𝑗𝑚𝑘(𝜃) = ⟨𝑗𝑚|𝑒
−𝑖𝜃�̂�𝑦 |𝑗𝑘⟩ (B.2)

就是Wigner小𝑑-函数，并可利用Wigner公式进行计算 [34, 139]

𝑑𝑗𝑚𝑘(𝜃) =
𝑛max∑︁
𝑛=𝑛min

(−1)𝑛𝑊 𝑗𝑚𝑘
𝑛 (𝜃) (B.3)

其中𝑛min和𝑛max为非负整数

𝑛min = max(0, 𝑘 −𝑚) (B.4)

𝑛max = min(𝑗 −𝑚, 𝑗 + 𝑘) (B.5)

而

𝑊 𝑗𝑚𝑘
𝑛 (𝜃) = 𝑤𝑗𝑚𝑘𝑛

(︂
cos

𝜃

2

)︂2𝑗+𝑘−𝑚−2𝑛(︂
− sin

𝜃

2

)︂𝑚−𝑘+2𝑛

(B.6)

𝑤𝑗𝑚𝑘𝑛 =

√︀
(𝑗 +𝑚)!(𝑗 −𝑚)!(𝑗 + 𝑘)!(𝑗 − 𝑘)!

(𝑗 −𝑚− 𝑛)!(𝑗 + 𝑘 − 𝑛)!(𝑛+𝑚− 𝑘)!𝑛!
(B.7)

上面几个式子就是计算𝑑-函数的Wigner公式，因其无法满足高自旋计算的

精度要求，我们需要其他的替代算法。文献 [139]提出了一种在极高自旋处（小

于100~）都具有高精度的计算方法

𝑑𝑗𝑚𝑘(𝜃) =
∑︁
𝜈

𝑡𝑗𝑚𝑘𝜈 𝑓(𝜈𝜃) (B.8)
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图 B.1 Wigner公式所计算的𝑑-函数的数值结果与解析结果之间误差的分布图，自

旋𝑗 = 40~，角度𝜃 = 60∘

其中下标𝜈取遍

𝜈 = 𝜈min, 𝜈min + 1, · · · , 𝑗 (B.9)

𝜈min见表B.1。函数𝑓为

表 B.1 公式(B.8)中𝜈min的取值

Even 𝑚− 𝑘 Odd 𝑚− 𝑘
Even 2𝑗 0 1

Odd 2𝑗 1
2

1
2

𝑓 =

(︂
cos

sin

)︂
for

(︂
even

odd

)︂
𝑚− 𝑘 (B.10)

而系数

𝑡𝑗𝑚𝑘𝜈 =
2(−1)𝑚−𝑘

1 + 𝛿𝜈0

𝑛max∑︁
𝑛=𝑛min

(−1)𝑛𝑤𝑗𝑚𝑘𝑛

[𝜈− 1
2
𝑝]∑︁

𝑟=0

(−1)𝑟
(︂

2𝜈

2𝑟 + 𝑝

)︂
× 1

2𝜋
𝐼2(𝑗+𝜈−𝑛−𝑟)−𝑚+𝑘−𝑝,2(𝑛+𝑟)+𝑚−𝑘+𝑝 (B.11)
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当自旋小于100~时，这种计算方法的数值精度能够达到10−12，大大高于Wigner公

式的精度。然而，由(B.11)式计算系数𝑡𝑗𝑚𝑘𝜈 时十分耗时，所以这种算法效率并

不高。这里，我们给出一种精度很高效率也很高的计算𝑑-函数的算法。

𝑑-函数可以用下面的公式进行计算 [34]

𝑑𝑗𝑚𝑘(𝜃) = 𝜉𝑚𝑘

[︂
𝑠!(𝑠+ 𝜇+ 𝜈)!

(𝑠+ 𝜇)!(𝑠+ 𝜈)!

]︂1/2(︁
sin

𝜃

2

)︁𝜇(︁
cos

𝜃

2

)︁𝜈
𝑃 (𝜇,𝜈)
𝑠 (cos 𝜃) (B.12)

其中

𝜇 = |𝑚− 𝑘|, 𝜈 = |𝑚+ 𝑘|, 𝑠 = 𝑗 − 1

2
(𝜇+ 𝜈) (B.13)

而

𝜉𝑚𝑘 =

{︃
1 if 𝑘 ≥ 𝑚,

(−1)𝑘−𝑚 if 𝑘 < 𝑚.
(B.14)

𝑃
(𝜇,𝜈)
𝑠 (cos 𝜃)则是Jacobi多项式，可通过一个递推公式求出 [140]

2𝑛(𝑛+ 𝛼 + 𝛽)(2𝑛+ 𝛼 + 𝛽 − 2)𝑃 (𝛼,𝛽)
𝑛 (𝑧)

= (2𝑛+ 𝛼 + 𝛽 − 1)
{︁
(2𝑛+ 𝛼 + 𝛽)(2𝑛+ 𝛼 + 𝛽 − 2)𝑧 + 𝛼2 − 𝛽2

}︁
𝑃

(𝛼,𝛽)
𝑛−1 (𝑧)

− 2(𝑛+ 𝛼− 1)(𝑛+ 𝛽 − 1)(2𝑛+ 𝛼 + 𝛽)𝑃
(𝛼,𝛽)
𝑛−2 (𝑧) (B.15)

其中𝑛 = 2, 3, · · · .。另外，还可利用下面的公式来简化算法

𝑑𝑗𝑚𝑘(𝜃) = (−1)𝑚−𝑘𝑑𝑗−𝑚−𝑘(𝜃)

= (−1)𝑚−𝑘𝑑𝑗𝑘𝑚(𝜃)

= 𝑑𝑗−𝑘−𝑚(𝜃) (B.16)
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