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摘 要

重味强子弱衰变及非微扰方法在其中的应用

摘 要

在粒子物理中，重味强子弱衰变是精确检验标准模型、理解 CP 破坏乃至寻找新

物理的一个理想平台。在不同的重味强子弱衰变中，半轻的树图弱衰变可以被用来精

确测量 CKM 矩阵元，而底味强子的味道改变中性流过程则可以用来探寻新物理效应。

通过理论和实验上对衰变分支比、衰变末态粒子的角分布、前反对称性、极化或自旋

等物理量的计算和测量，人们可以定量地确定实验结果和标准模型预言的偏离程度，

并根据这一偏离给出对新物理存在范围的限制。

理论上重味物理研究的核心在于计算强子跃迁矩阵元，由于强子部分涉及低能标

度，QCD 的色禁闭效应使得微扰论在强子能标附近不再适用。理论上人们通常采用

因子化方法分离衰变振幅中的高能可微扰计算部分和低能非微扰强子部分。一方面目

前只有少部分的衰变过程已被证明是可因子化的，另一方面因子化在现阶段的证明只

停留在幂次展开的领头阶，对于更高阶的证明目前还难以做到。除了因子化，人们在

重味物理的研究中开发出了一些有效的非微扰方法，其中包括了光锥 QCD 求和规则、

手征微扰论、味道 SU(3) 对称性分析、光前夸克模型以及格点 QCD。

本论文首先用手征微扰论系统地研究了两介子的标量、矢量和张量形状因子，同

时采用幺正化的方法将形状因子的适用范围延拓到较高的能量区域。之后结合光锥

QCD 求和规则，本论文研究了一些由 S-波共振态主导的重味介子弱衰变过程，其中

分别对粲介子半轻衰变 D → ππℓν̄ 和 Ds → π+π−ℓν，以及味道改变中性流引发的半

轻过程Bs → π+π−l+l−(νν̄)进行了详细计算和分析。为了分离不同标度的物理，本文

采用了光锥 QCD 求和方法计算初态强子跃迁到标量共振态粒子的矩阵元，并用介子

标量形状因子描述末态两介子的相互作用。对于半轻衰变D → ππℓν̄ 本文给出了一个

普适的并且包含任意 ππ 分波成分的角分布，也给出了分支比、前反对称性和一些其

他的可观测量的计算结果。其中 P-波的贡献由 ρ0 共振态主导，而 S-波 f0(980) 的贡献

则是通过幺正化的手征微扰论进行分析。对于 Bs 的味道改变中性流过程和半轻衰变

Ds → π+π−ℓν，本文利用经过标量形状因子归一化的 S-波 π+π−光锥分布振幅计算了

强子跃迁形状因子。通过比较用幺正化的手征微扰论结果与用 Bs → J/ψπ+π− 数据

进行拟合得到的标量形状因子，我们发现两者的形状是相似的。在唯象上我们预言了

相关衰变道的微分衰变宽度，结果和实验基本符合。我们期望在未来 BES-III，LHCb
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和 Super-B 工厂能够提供更多的实验数据来精确地检验我们的结果。

利用味道 SU(3) 对称性和光锥 QCD 求和规则等方法，本文还分析了双重味重子

的弱衰变过程。通过味道 SU(3) 分析，我们预言了不同双重半轻衰变宽度之间的关系，

并针对双重味重子衰变到反三重态重子 ΛQ 的过程做了详细的研究。首先我们论证了

在重夸克极限下底味和粲味末态重子可以由同一套光锥分布振幅来描述，然后采用光

锥 QCD 求和规则计算了双重味跃迁到单重味重子的状因子，数值结果显示形状因子

f1 和 g1 在最大反冲时的数值大小相近，这意味着在双重味重子的衰变过程中可能仍

然存在重夸克对称性。另外，本文对双重半轻过程的衰变宽度和分支比的计算结果和

以往文献中给出的是基本一致的。我们期望这些唯象结果可以通过未来的 LHCb 以及

其他实验进行验证，同时也相信光锥 QCD 求和规则对于双重形状因子的研究将有助

于检验并且理解重子的光锥分布振幅。

在不久的将来，LHCb，BES-III 以及其他实验组将提供更多更精确的测量结果，

为标准模型的验证、强子谱的研究乃至新物理的寻找指引方向。在理论上人们不仅需

要对现有过程提高计算精度，更需要发展新的理论方法，包括新的有效理论或者非微

扰方法，从而进一步理解强子结构以及 QCD 低能动力学机制。因此可以预期重味物

理对于人们理解基本粒子及其相互作用仍将起着至关重要的作用。

关键词：重味强子，弱衰变，非微扰 QCD，求和规则，手征微扰论，味
道 SU(3) 对称性
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Abstract

HEAVY HADRON WEAK DECAYS WITH
NON-PERTURBATIVE APPROACHES

ABSTRACT

In particle physics, weak decays of heavy hadrons provide an ideal platform for precisely
testing the Standard Model, understanding the CP asymmetries and searching for new physics.
The semileptonic W-emission decay of heavy hadrons can be used to extract the CKM
matrix elements: Vcb, Vub, Vcs, Vcd, while the flavor-changing-neutral-current induced decays
of bottom hadrons are valuable to constrain the new physics. By exploring the decay branching
ratios, final state angular distribution, forward–backward asymmetry and spin polarization on
both experimental and theoretical side, one can quantify the consistency between experimental
results and the standard model predictions, which gives important constraints on new physics
effects.

Theoretically, the main difficulty in the study of heavy meson decays is to reliably
calculate the hadron transition matrix element. At the hadronic scale, the coupling constant
of strong interactions is large which prohibits the use of perturbative expansions in αs. In
some processes factorization scheme might be adopted to separate the short-distance and long-
distance degrees of freedom, but until now only a few of decay processes have been proved
to be factorizable. In addition, such proof is only conducted at the leading power expansion
in 1/Q with Q being the hard-scattering energy. In practice, there are a few non-perturbative
approaches to handle weak decays of heavy flavored hadrons. These include light-cone QCD
sum rules, chiral perturbation theory, flavor SU(3) symmetry analysis, light-front quark model
as well as lattice QCD.

In this thesis, we will systematically explore scalar, vector and tensor form factors of
two light mesons within the chiral perturbation theory (χPT). We first calculate these form
factors at the one-loop accuracy within χPT and extend the applicable region up to 1 GeV
using the unitarized approach. With these form factors at hand, we study several multi-body
decays of heavy mesons including theD → ππℓν̄,Ds → π+π−ℓν andBs → π+π−ℓ+ℓ−/ν̄ν.
All these decays contain contribution of an mediate S-wave two-light-meson resonant. We
calculate the hadronic transition matrix elements using light-cone QCD sum rules, while the
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final interaction among the two mesons is described by scalar form factors. We derive a
general angular distribution which can be used to extract branching ratios, forward–backward
asymmetry and other physical observables. By comparing the scalar form factors derived from
unitarized chiral perturbation theory with those fitted by Bs → J/ψπ+π− data, we find that
theππmass distribution from these two approaches are consistent with each other. Predictions
on differential decay widths are consistent with the current experimental measurements and
could be examined more precisely at BES-III, LHCb and Super-B factory in the future.

Another part of this thesis is devoted to study weak decays of doubly heavy baryons.
We use the flavor SU(3) symmetry to simplify the independent decay amplitudes and adopt
the light-cone QCD sum rules to calculate the individual form factors. Through the SU(3)
analysis, we derive a number of relations between the decay widths for various channels. In
the light-cone sum rules calculation, we concentrate on the doubly-heavy baryons decays into
Λb,c baryons. We compute the baryon transition form factors, and find that the f1 and g1
are at the same order of magnitude. Our predictions of decay widths and branching ratios
are consistent with those given in the literatures, and are waiting for examination at future
experiments.

Without any doubt, heavy flavor physics will still play an important role in particle
physics in the next few decades. We expect in the future the experimental facilities at the
LHC, BEPC and Super-B will perform more analyses of weak decays of heavy hadrons. On
the theoretical side, it is demanded to simultaneously improve the precision of calculation
and develop new effective tools.

KEY WORDS: Heavy hadron, Weak decays, Non-perturbative QCD, Sum
rules, Chiral perturbation theory, Flavor SU(3) symmetry
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插图索引

插图索引
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1–3 FCNC 过程 B0 → K∗ϕ，其中 b̄夸克通过W+ 玻色子的圈图过程衰变为

s̄夸克。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
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是胶子-胶子凝聚贡献，图 (d) 是夸克凝聚贡献，图 (e) 是夸克-胶子混合

凝聚贡献，图 (f) 是四夸克凝聚贡献。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2–4 商群 G/H 和 Goldstone 玻色子场构成的空间同构，它们之间存在一个

一到一的映射。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2–5 “树图”振幅的四种拓扑图，分别表示：颜色允许的“树图”(T)，颜色压低

的树图 (C)，湮灭图 (A) 以及 W-交换图 (E)。 . . . . . . . . . . . . . . . 26

2–6 B → PP 过程需要额外考虑的六个拓扑图，其中交叉号顶点表示 ūu的

湮灭并产生两个或多个胶子。 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
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3–2 弹性散射区域内，形状因子的虚部由在壳的中间态粒子产生。 . . . . . 37
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第一章 绪论

粒子物理是一门研究物质基本组分的性质及其相互作用的科学，其主要目标是寻

找基本粒子并解释粒子之间的四种基本相互作用：电磁力、弱作用力、强作用力和引

力。上世纪五〸年代，杨-米尔斯非阿贝尔规范理论的提出为粒子物理标准模型的建

立提供了数学基础。人们基于 SU(2)×U(1)非阿贝尔规范场提出了电弱统一理论，通

过引入希格斯机制解释了基本粒子的质量起源。另一方面，基于 SU(3)非阿贝尔规范

场，人们建立了能够正确描述强相互作用的量子色动力学。目前，粒子物理标准模型

能够描述除引力之外的所有相互作用。基本粒子分为构成物质的费米子和传递相互作

用的规范玻色子，如图 1–1 所示。物质粒子包含三代夸克和轻子，它们之间通过交换

SU(2)L × U(1)Y 或者 SU(3)C 规范玻色子发生相互作用。

在过去几〸年中，绝大多数的实验结果都显示粒子物理标准模型在目前实验上能

达到的能量范围内是正确的。其中粲夸克，底夸克和顶夸克的发现证实了二代和三代

夸克的存在；W、Z 玻色子的发现则证明了电弱理论是一个 SU(2)L × U(1)Y 的规范

图 1–1 左图展示了标准模型中的基本粒子，其中包括三代夸克和轻子，传递相互作用的规范玻色

子以及给予基本粒子质量的希格斯玻色子。右图则展示了基本粒子之间的相互作用顶点，以及力

是如何通过交换规范玻色子传递的。

Figure 1–1 The left graph shows all the elementary particle described by the Standard Model. Which
contains three generates of quarks and leptons, gauge bosons as well as Higgs. The right graph shows the
interaction vertexes between the elementary particles and how the forces are mediated by gauge bosons.
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图 1–2 左图展示了质子结构函数 F2 在固定的 Bjorken 变量 x 处对 Q2 的依赖性[1]。右图展示了强

相互作用耦合常数随能量的变化关系，可以看出 QCD 具有渐进自由的特性[2]。

Figure 1–2 Q2-dependence of the proton structure function F2 for various fixed Bjorken variable x (left).
Asymptotic freedom of QCD infered from the energy dependence of the strong coupling[2] (right).

场理论；在电子-质子的深度非弹性散射实验中，质子结构函数的标度无关性现象则

预示了强相互作用的渐进自由特性，如图 1–2 所示[1, 2]，更重要的是这解释了强相互

作用需要用 SU(3)C 规范场描述的必要性；此外，希格斯粒子的发现更是弥补了标准

模型最后的一块拼图。

尽管粒子物理标准模型在近年来取得了巨大的成功，它还远远不是一个完美的理

论，仍有许多问题是标准模型所无法解决的。其中包括宇宙中正反物质数目不对称问

题、暗物质和暗能量、QCD 的低能结构、Higgs 自能的二次发散、引力的量子化等。

其中一些问题只能通过标准模型以外的理论来解决，可惜这些理论到目前为止都没有

得到实验的证实。例如 Higgs 自能的二次发散可以通过引入超对称粒子的圈图贡献来

消除，但实验上始终没有发现超对称粒子的迹象。弦理论被认为是一种可能的量子引

力理论，然而其所在的普朗克能标是现今的实验装置所远远无法企及的，更谈不上能

否检验其正确性。

宇宙中正反物质数目不对称现象需要用比较大的电荷宇称 (CP) 破坏来解释。在粒

子物理标准模型中，CP 破坏来源于 Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (CKM) 矩阵元。CKM
矩阵元包含的弱相位在 CP 变换下会发生改变，同时在衰变过程中也存在 CP 变换下

不变的强相位，两者的干涉会造成直接的 CP 破坏。但是，目前无论是标准模型的预

言，还是实验上的测量结果，人们所能得到的 CP 破坏程度是非常小的，远远不足以
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图 1–3 FCNC 过程 B0 → K∗ϕ，其中 b̄夸克通过W+ 玻色子的圈图过程衰变为 s̄夸克。

Figure 1–3 FCNC process B0 → K∗ϕ, where b̄ quark decays into s̄ quark by a W+ boson loop.

解释宇宙中正反物质数目的不对称性。要弥补这一不足，人们猜测可能存在能产生足

够程度 CP 破坏的新物理 (NP) 效应。重味强子弱衰变过程则提供了一个非常理想的

用于检验标准模型和寻找新物理的平台。

顶夸克的质量太大且寿命极短，没有足够的时间构成强子态。因此在重味物理中，

人们主要研究含有底夸克或者粲夸克的介子或重子的弱衰变过程。在底味强子的弱衰

变中，b 夸克可以通过树图过程衰变到 c 夸克或 u 夸克。但是，树图阶的味道改变中

性流 (FCNC) 过程是被 Glashow–Iliopoulos–Maiani(GIM) 机制禁戒的。因此 b 夸克无

法直接衰变到 d 夸克或 s 夸克，而这种过程只能通过圈图发生，也就是企鹅图过程。

图 1–3 展示的是标准模型中一个典型的 FCNC 过程：B0 → K∗ϕ，其中 b̄ 夸克通过一

个W+ 玻色子的圈图过程衰变为 s̄夸克。这一圈图中传播的虚粒子是标准模型中的重

粒子，这导致 FCNC 圈图过程的衰变振幅很小。如果存在新物理粒子，它们可能取代

W 玻色子以虚粒子的形式存在于圈图中，从而会显著地改变 FCNC 过程分支比的大

小。由此我们可以利用底味强子的 FCNC 过程对新物理效应的高度敏感性来探测新物

理的存在。通过理论和实验上对衰变末态粒子的角分布、前反对称性、极化或自旋等

物理量的计算和测量，我们可以定量地确定实验结果和标准模型预言的偏离程度，并

根据这一偏离给出对新物理存在范围的限制。此外，重味强子的半轻树图弱衰变过程

则可以用来精确测量 CKM 矩阵元，比如 Vub、Vcd，这对于检验标准模型以及理解 CP
破坏都有非常重要的意义。

强子化的能标在 1 GeV 量级，底味强子质量在 2− 5 GeV 左右，它们都远远低于

W、Z 玻色子的质量，所以为了描述标准模型的低能行为，我们需要将重粒子自由度

积分掉从而得到标准模型的低能有效哈密顿量

Heff =
GF√
2

∑
i

V i
CKMCi(µ)Oi(µ), (1–1)
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其中 GF 是费米常数，V i
CKM 是相应过程的 CKM 矩阵元，Wilson 系数 Ci(µ) 包含了所

有底夸克质量 mb 之上的量子修正贡献。Oi(µ) 则是标准模型的低能有效算符，描述

了夸克自由度的跃迁过程。实验上我们无法观测到自由的夸克或胶子态，由于 QCD
的色禁闭效应，所有的夸克和胶子必定会束缚为各种强子态。色禁闭是 QCD 的低能

非微扰的行为，原则上通过对 QCD 场方程的严格求解我们可以从根本上理解其机制。

不幸的是 QCD 场方程的非线性行为使得人们至今无法求得其严格的解。对此，近些

年来人们发展出了许多近似的理论方法来处理重味强子衰变过程中的低能强子部分。

重味强子的半轻衰变在重味物理研究中有着非常重要的意义。在实验上，半轻衰

变过程的信号更为干净，有助于对末态粒子的重建。而在理论上，半轻衰变振幅的轻

子部分可以明确地计算出来，所有的 QCD 非微扰效应都被包含在强子跃迁矩阵元中。

对于半轻过程，理论上广泛采用的一种方法是基于因子化的微扰 QCD[3-11]。因子化的

思想在于分离衰变振幅中的高能和低能自由度。高能部分的硬散射可以微扰计算，低

能自由度或者说长程相互作用的贡献则用一些普适的强子光锥分布振幅来描述，衰变

振幅因子化为硬散射核与光锥分布振幅的卷积。例如描述 B → γlν̄ 衰变的形状因子

可以表示为如下形式

G(q2) = ϕ(x)⊗H(x, η), (1–2)

其中 η 表示末态光子沿光锥方向的动量，x表示 B 介子中轻夸克的动量分数，符号⊗
表示对 x的卷积，ϕ(x) 是 B 介子的光锥分布振幅，H(x, η) 是硬散射核。

然而到目前为止能够被证明因子化的过程非常少。因子化的证明通常需要用一个

很大的能标做微扰展开，这一展开称为幂次展开 (Power Expansion)，重味物理中展开

参数为重夸克质量的倒数 1/mQ。在现阶段人们只能证明幂次展开领头阶的因子化，

还难以做到对于更高阶展开的证明。

除了微扰 QCD，重味物理研究中存在许多非常有效的非微扰方法，包括 QCD 求

和规则、手征微扰论、味道 SU(3) 对称性分析、光前夸克模型以及格点 QCD 等。QCD
求和规则分为早期的 SVZ 求和规则以及后来发展出的光锥 QCD 求和规则 (LCSR)，两

者都是基于算符乘积展开将小尺度的量子涨落和长程非微扰效应分离开来，它们区别

在于 QCD 求和规则采用了定域的 OPE 并用真空凝聚参量作为非微扰输入，而光锥求

和规则是在光锥面上对算符乘积做非定域的部分展开，并且用光锥分布振幅作为非微

扰输入。光锥求和规则应用于重味物理的一大优势在于它能够描述小反冲情形下的强

子跃迁行为，需要指出的是在粲强子中 LCSR 适用的相空间较小。手征微扰论是 QCD
的低能有效理论，它的计算框架和有效理论的框架相同，需要通过幂次估计，为了达

到某一精度做有限阶的微扰计算并逐阶重整化。然而它是以强子为自由度的理论，描

述的是 QCD 的低能动力学行为。因此从这一角度来看，手征微扰论是一种有效的非
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微扰方法。味道 SU(3) 对称性分析是一种〸分强大的唯象分析强子弱衰变的手段。虽

然它无法给出具体的动力学信息，但是我们可以利用 u, d, s 夸克的 SU(3) 味道对称

性得到大量关于不同衰变道振幅的信息。

本论文的主要目的是应用上述三种非微扰方法研究重味强子的弱衰变过程。在第

二章中，我们将分别介绍三种在重味物理中常用的非微扰方法：求和规则，手征微扰

论和味道 SU(3) 对称性分析。第三章将系统地用手征微扰论计算两介子的标量，矢量

和张量形状因子。在第四章中，我们将研究几种重味介子的弱衰变过程并讨论 S-波共

振态在其中的贡献：采用光锥求和规则计算强子跃迁矩阵元，并采用在第三章中得到

的介子标量形状因子描述末态介子的低能相互作用。第五章将用味道 SU(3) 对称性分

析双重味重子的三体和多体半轻衰变过程，之后用光锥求和规则计算双重味到反三重

态重子的形状因子，并简要介绍 SVZ 求和规则对相同形状因子的计算，然后比较两

种方法得出的结果，最后讨论唯象的应用。
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第二章 重味物理中的非微扰理论方法

2.1 QCD求和规则

QCD 求和规则最早是由 Shifman, Vainshtein 和 Zakharov (SVZ) 建立起来的一种

能够广泛应用于强子物理唯像的非微扰方法，也称为 SVZ 求和规则[12]。之后人们在

其基础上发展出了另一种求和规则方法，称为光锥 QCD 求和规则 (LCSR)。QCD 求

和规则最大的特点在于它是从 QCD 基本理论出发，基于标准量子场论的一种理论方

法，而且它是模型无关的。按照 QCD 求和规则的思想，强子可以用带有相同量子数

的夸克流算符表征，而强子参与的物理过程则用夸克流算符构成的关联函数描述。从

QCD 的拉氏量出发，通过人为选取类空的大动量转移区域，这一关联函数可以采用

算符乘积展开 (OPE) 进行计算。根据 OPE 方法，我们可以将关联函数中的短程和长

程夸克胶子相互作用分离开来。短程部分可以用微扰 QCD 的方法进行计算，而长程

部分则参数化为一些普适的真空凝聚或者光锥分布振幅。在表示为色散关系积分的形

式下，关联函数的计算结果和在强子层面被求和的强子态贡献相匹配，最终我们能够

抽取出和强子相关的物理可观测量。

当然，QCD 求和规则的精度是有局限性的。这种局限性来自于两个方面：一方面

是在于采用 OPE 计算关联函数时，我们只能保留有限的高量纲算符的贡献，虽然理

论上高量纲算符的贡献是被压低的，但是这种展开的截断仍然会导致一定程度上的误

差。另一方面在于强子部分的连续谱积分中所包含的许多未知且极其复杂的强子结构

贡献，这些结构只能通过夸克强子对偶来近似地处理。由于这两方面的原因，在用求

和规则做计算时我们必须极其小心地处理各种不确定性所产生的误差。这一节将介绍

QCD 求和规则的基本思想，具体参考文献 [13]。

2.1.1 SVZ 求和规则

描述强子内部结构以及其衰变过程的理论是量子色动力学 (QCD)，在不考虑 θ项

时，QCD 拉氏量具有如下简单的形式

LQCD = −1

4
Ga
µνG

aµν +
∑
q

ψ̄q(i D̸ −mq)ψq , (2–1)

其中 Ga
µν 是胶子场强张量，ψq 是带有不同味道的夸克场：q = u, d, s, c, ..。虽然原则

上 QCD 的拉氏量决定了所有强子的性质及强子过程，但在实际上我们仅能使用公

式 2–1导出费曼规则做微扰计算。QCD 的渐进自由性质和色禁闭效应迫使我们只能在
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e−

e−

e−

e−

u, d, s ...

0 x

图 2–1 在电子-电子散射过程中正反夸克对由一个虚光子产生然后湮灭。

Figure 2–1 Quark-antiquark creation and annihilation by the virtual photon in the e−e− scattering.

高能量区域做微扰计算，而对于处于低能区域的强子态则无能为力。在任一强子过程

中，至少存在一些高度离壳的夸克或胶子，这一部分的强耦合常数 αs = g2s/4π 足够

小从而微扰论可以适用。一般来说要产生高度离壳的效应要求强子在散射过程中有极

大动量的转移。尽管如此，即使对于这样的硬散射过程，只做微扰计算也是不够的，

这是因为强子中的夸克胶子仍然是低能的，当然不是微扰方法能够处理的。因此，我

们必须将微扰 QCD 计算部分和描述强子的波函数结合起来。

要得到强子中夸克分布的波函数，我们需要知道 QCD 在强子尺度下的长程动力

学行为。为了避免夸克禁闭这一困难，我们可以考虑一种不包含初态和末态强子的过

程，同时让所有夸克传播子远远离壳。例如图 2–1 所示的 e−e− → e−e−（时间轴向上）

t 道散射过程，其中正反夸克对由虚光子在非常短的距离内产生然后湮灭。正反夸克

对的产生湮灭过程可以用一个关联函数描述

Πµν(q) = i

∫
d4x eiq·x⟨0 | T{jµ(x)jν(0)} |0⟩ = (qµqν − q2gµν)Π(q2) , (2–2)

其中 q 是虚光子的四动量，并且满足 q2<0。振幅 Πµν 表示一个两点夸克流算符关联

函数。由于转移动量的平方很大 Q2 ≡ −q2 ≫ Λ2
QCD，这一关联函数实际上描述的是

四维时空中极其短的时空关联性，关于这一点下面将简要阐明其原因。注意到 Πµ
µ 是

一个洛伦兹不变量，它必定可以表示为

⟨0 | T{jµ(x)jµ(0)} | 0⟩ =
∫
dτ eiτx

2

f(τ) , (2–3)

这里已经把关联函数表示为了傅里叶积分的形式。对公式 (2–2) 中的积分变量 x 做平

移，我们就能得到

3q2Π(q2) = −i
∫
dτ

∫
d4x eiτx

2

eiQ
2/4τf(τ) . (2–4)
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(a)

(b) (c) (d)

图 2–2 用自由夸克胶子传播子计算两点关联函数。图 (a) 是领头阶贡献，图 (b)，(c)，(d) 是次领头

阶贡献。

Figure 2–2 Two-point correlation function calculated by free quark and gluon propagators. diagram (a) is
the leading order contribution, while diagrams (b)，(c)，(d) are next-to-leading order contribution.

从上式的等号右边可以看出，为了避免 e 指数高度震荡导致的压低，指数上的因子

必须在数值 1 附近，也就是 τ ∼ 1/x2 和 τ ∼ Q2 两者需要同时满足。因此必须要

求 x2 ∼ 1/Q2。当 Q2 → ∞时，x2 → 0 表明关联函数描述处于光锥面上两点的关联

性。要判断 x的每个坐标分量是否也被压低，我们可以选取适当的坐标系使得 q0 = 0，

q⃗ 2 = Q2。这样关联函数 (2–2) 中的 e 指数等于 exp(−iq⃗ · x⃗)，同样为了避免高度震荡

的产生，必须要求 |x⃗| ∼ 1/
√
Q2。最终可以得到

|x⃗| ∼ x0 ∼ 1/
√
Q2 ≪ Rhadron . (2–5)

其中 Rhadron 是强子的特征尺度。因此，在 Q2 → ∞时，图 2–1中的正反夸克对实际

上在非常小的时空区域内被产生然后湮灭。根据 QCD 的渐进自由性质，这时夸克胶

子的相互作用是微扰的，从而在一阶近似下我们能够用自由的夸克胶子传播子计算关

联函数，如图 5–6所示。图 (a) 是领头阶贡献，图 (b)，(c)，(d) 是次领头阶贡献。

仅仅计算关联函数的微扰部分是不够的，我们还需要考虑软胶子和软夸克与QCD
真空中相互作用的效应。QCD 的真空结构本身是〸分复杂的，夸克胶子背景场具有

复杂的涨落行为。这种复杂性来源于 QCD 拉氏量的非线性行为，目前人们还无法真

正解析地求解 QCD 运动方程并理解其真空结构的完整图像。一些非微扰的方法诸如

瞬子模型，格点 QCD 等都预言了真空场的涨落尺度在 Λvac ∼ ΛQCD 左右。因此如果

正反夸克对在某个时空点被流算符产生然后在另一时空点被流算符湮灭，那么在之间
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f )

图 2–3 QCD 真空中的关联函数，其中黑点表示真空中的背景场。图 (a), (b), (c) 是胶子-胶子凝聚

贡献，图 (d) 是夸克凝聚贡献，图 (e) 是夸克-胶子混合凝聚贡献，图 (f) 是四夸克凝聚贡献。

Figure 2–3 The correlation function in the QCD vacuum. The black dots denote background fields.
Diagrams (a), (b), (c) are gluon-gluon condensates, diagram (d) is quark condensate, diagram (e) is
quark-gluon condensate, and diagram (f) is four-quark condensate.

的过程中它们肯定会和真空场发生相互作用，而这种行为是微扰方法无法刻画的。

事实上在一些特定条件下对真空场的效应我们可以做近似处理。当 Q2 ≫ Λ2
QCD

时，正反夸克对的产生点和湮灭点之间距离远远小于 QCD 真空的特征尺度，此时我

们可以忽略背景场的涨落行为，并把背景场当做静态的场处理。同时在非常短的时间

内正反夸克对对真空的扰动也可以忽略。通过这些近似，在 QCD 真空当中，关联函

数的物理图像如图 2–3 所示，其中具有大动量 ∼
√
Q2 的夸克和静态的真空胶子或夸

克场不断地发生散射，用数学来描述就是存在一系列的非定域算符，它们的真空期待

值不为零，黑点表示真空中的背景场。图 (a), (b), (c) 是胶子-胶子凝聚贡献，图 (d) 是

夸克凝聚贡献，图 (e) 是夸克-胶子混合凝聚贡献，图 (f) 是四夸克凝聚贡献。算符乘

积展开 (OPE) 的方法可以处理这种背景场效应：

i

∫
d4x eiq·x T{ψ̄(x)γµψ(x), ψ̄(0)γνψ(0)} = (qµqν − q2gµν)

∑
d

Cd(q
2)Od ,

Π(q2) =
∑
d

Cd(q
2)⟨0 | Od |0⟩ . (2–6)

这里关联函数被展开为一系列定域算符矩阵元的求和，其中 Od 表示量纲为 d 的定域

算符，其真空期待值不为零，称作真空凝聚。真空凝聚作为 QCDSR 中的非微扰输入

量，代表了强子跃迁过程中的非微扰效应。真空凝聚的数值大小原则上可以用格点
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QCD 计算出来。关联函数 (2–2) 关于凝聚项的展开形式为

Π(q2) = − 1

4π2

(
1 +

αs
π

)
ln
−q2

4m2
+

2m⟨ψ̄ψ⟩
q4

+
αs⟨Ga

µνG
aµν⟩

12πq4

+
m3

3q8
⟨gsψ̄σµν

λa

2
Gaµνψ⟩+ 2παs

q6

[
⟨(ψ̄γµγ5

λa

2
ψ)(ψ̄γµγ5

λa

2
ψ)⟩

+
2

9
⟨(ψ̄γµ

λa

2
ψ)(ψ̄γµ

λa

2
ψ)⟩
]
. (2–7)

另一方面，我们需要在强子层面处理关联函数。Πµν(q
2) 是关于 q2 的解析函数，当 q2

从很大的负值变为正值时，时空点 0 和 x之间的距离增大，长程的夸克胶子相互作用

变得更为重要，最终使得正反夸克对构成强子。为了严格处理强子层面的贡献，我们

可以利用色散关系。关联函数在复平面上的虚部对应于强子态的贡献，其表示为

2ImΠµν(q) =
∑
n

⟨0 | jµ |n⟩⟨n | jν |0⟩ dτn(2π)4δ(4)(q − pn) , (2–8)

这里已对所有可能的强子态求和。如果只考虑基态贡献，激发态归到连续谱里 ρh(q2)

里，并利用强子衰变常数的定义 ⟨V (q) | jµ |0⟩ = fVmV ϵ
(V )∗
µ ，我们可以得到

1

π
Im Π(q2) = f 2

V δ(q
2 −m2

V ) + ρh(q2)θ(q2 − sh0) . (2–9)

表示成色散积分，结果为

Π(q2) =
q2f 2

V

m2
V (m

2
V − q2)

+ q2
∞∫
sh0

ds
ρh(s)

(s− q2)
. (2–10)

然而连续谱 ρh(q2) 的贡献是不清楚的，这一不确定性会引起非常大的误差。为了提高

收敛性，我们对关联函数 (2–10) 做 Borel 变换

Π(M2) = f 2
V e
−m2

V /M
2

+

∫ ∞
sh0

ds ρh(s)e−s/M
2

. (2–11)

其中 Borel 变换定义为

Π(M2) ≡ BM2Π(q2) = lim
−q2,n→∞
−q2/n=M2

(−q2)(n+1)

n!

(
d

dq2

)n
Π(q2) . (2–12)

相应地我们也需要把 OPE 计算得到的关联函数 (2–7) 写成色散积分的形式，然后利用

全局的夸克强子对偶，将 2–11中连续谱的积分等同于 (2–7) 中微扰部分的贡献
∞∫
sh0

ds
ρh(s)

(s− q2)
≃ 1

π

∞∫
s0

ds
ImΠ(pert)(s)

(s− q2)
, (2–13)
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最终我们能够抽取出强子的衰变常数

f 2
ρ = M2em

2
ρ/M

2
[ 1

4π2

(
1− e−s

ρ
0/M

2
)(

1 +
αs(M)

π

)
+
(mu +md)⟨ψ̄ψ⟩

M4
+

1

12

⟨αs

π
Ga
µνG

aµν⟩
M4

− 112π

81

αs⟨ψ̄ψ⟩2

M6

]
, (2–14)

2.1.2 光锥 QCD 求和规则

光锥 QCD 求和规则 (LCSR) 是在 QCDSR 的基础上发展出来的，其计算方法与

QCDSR 有非常大的相似性。二者都是先根据特定的的物理过程定义一个关联函数，

然后分别在强子层面和夸克层面计算此关联函数并分别做 Borel 变换，最后运用夸克

强子对偶将两者等同起来从而抽取仅与强子相关的非微扰物理量。LCSR 和 QCDSR
最大的区别在于后者在夸克胶子层面上是用定域的算符乘积展开处理的，而在 LCSR
的框架中我们需要将算符乘积在光锥附近展开。换句话说，我们只对其中部分的定域

算符进行了求和，这种处理方式的一个显著优点在于它避免了在三点求和规则中可能

存在的截断的不可正规性。

下面我们将利用一个简单的物理过程 γ∗ρ → π0 来介绍 LCSR 的思想。这里我们

只着重阐述在夸克胶子层面上，LCSR 对于算符乘积的处理与 QCDSR 的不同之处。

在 LCSR 中定义的关联函数是在真空态和一个在壳态之间插入算符乘积。能够描述

γ∗ρ→ π0 过程的 LCSR 关联函数为

Fµν(p, q) = i

∫
d4x e−iq·x⟨π0(p) | T{jemµ (x)jemν (0)} | 0⟩

= ϵµναβp
αqβF (Q2, (p− q)2) , (2–15)

其中 q 和 p− q 是光子的动量，Q2 = −q2 > 0，jemµ 是夸克电磁流，F 是描述这一动力

学过程的振幅，它是洛伦兹不变量并且依赖于Q2 和 (p− q)2。这里同样要求外线光子

的动量是远远离壳的，也就是Q2, |(p− q)2| ≫ 1都取很大的值。接下来需要分析关联

函数 (2–15) 中时空间隔的大小。定义一个洛伦兹不变量 ν = q · p = (q2 − (p− q)2)/2，
其大小和 Q2 在一个量级

|ν| ∼ |(p− q)2| ∼ Q2 ≫ Λ2
QCD . (2–16)

因此可以定义一个有限的比值 ξ = 2ν/Q2，满足 ξ ∼ 1。此外可以选取一个参考系

使得三动量 p⃗ 很小 |p⃗ | ∼ µ, |p0| ∼ µ 且 µ2 ≪ Q2, ν。在这个坐标系中，有 q0 ∼
Q2ξ/(4µ) +O(µ)，并且

q · x = q0x0 − q3x3 ≃
Q2ξ

4µ
x0 − x3

√
Q4ξ2

16µ2
+Q2 ≃ Q2ξ

4µ
(x0 − x3)−

2µ

ξ
x3. (2–17)
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为了避免积分的高度震荡，必须要求 x0 − x3 ∼ 4µ/(Q2ξ)，x3 ∼ ξ/(2µ)。因此我们可

以得到

x20 ≃ (x3 +
4µ

Q2
ξ)2 ≃ x23 +

4

Q2
+O

(
µ2

Q4

)
. (2–18)

可见在 LCSR 关联函数中时空间隔的平方仍然满足 x2 ∼ 1/Q2 → 0，但是它的每个

分量却是有限的 x0 ∼ x3 ∼ ξ/(2µ) ≫ 1/
√
Q2。因此采用 LCSR 方法时我们无法在

x = 0 位置附近将算符乘积展开为定域算符的求和。如果用自由夸克传播子计算关联

函数 (2–15) 到领头阶，同时为简单起见只考虑 u夸克电磁流算符，我们能够得到对一

个非定域算符矩阵元积分的形式

Fµν(p, q) = −iϵµναρ
∫
d4x

xα

π2x4
e−iq·x⟨π0(p) | ū(x)γργ5u(0) | 0⟩, (2–19)

然后将这个非定域算符在 x = 0 附近展开：

ū(x)γργ5u(0) =
∑
r

1

r!
ū(0)(

←
D ·x)rγργ5d(0) . (2–20)

其展开式中任意一项的矩阵元具有如下一般形式

⟨π0(p)|ū
←
Dα1

←
Dα2 ...

←
Dαr γργ5u|0⟩

= (−i)rpα1pα2 ...pαrpρMr+ (−i)rgα1α2pα3 ...pαrpρM
′
r + ... . (2–21)

上式等号右边第一项是一个完全对称且无迹的张量，第二项完全对称且无迹的指标少

了两个，其余的以此类推。其中Mr 和M ′
r 是定域的算符矩阵元。将公式 (2–20) 代入

公式 (2–19)，对 x积分能够得到

F (Q2, (p− q)2) = 1

Q2

∞∑
r=0

ξrMr +
4

Q4

∞∑
r=2

ξr−2

r(r − 1)
M ′

r + ... . (2–22)

公式 (2–22) 显示，由于 ξ ∼ 1 不是小量，F 对定域算符矩阵元的展开是无法做有限

项的截断的。但是 M ′
r 项的系数相比于 Mr 的系数是被 1/Q2 压低的。因此我们可以

为 (2–20) 中的非定域算符定义一个物理量称作扭度 (Twist)，即算符的量纲减去自旋，

扭度越大，1/Q2 压低越多。这些算符中扭度最低的是 2，它们只对Mr 有贡献，而M ′
r

则来自于扭度为 4 的算符矩阵元的贡献。

对于公式 (2–19) 中的非定域算符，我们只能将其在光锥附近 x2 = 0 按照不同的

扭度做展开。其中展开的领头阶矩阵元可以参数化为

⟨π0(p)|ū(x)γµγ5u(0)|0⟩x2=0 = −ipµ
fπ√
2

∫ 1

0

du eiup·xφπ(u, µ) , (2–23)
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其中 φπ(u, µ) 称作 π 介子的扭度为 2 的光锥分布振幅 (LCDA)。µ 反映了其对重整化

能标的依赖。φπ(u, µ) 是一种普适的非微扰物理量，它包含了 π 介子的长程的动力学

行为，它在 LCSR 中扮演的角色相当于 QCDSR 中的真空凝聚。因此关联函数 (2–15)
可以用 π 介子的 LCDA 表示为

F (tw2)(Q2, (p− q)2) =
√
2fπ
3

1∫
0

du φπ(u, µ)

ūQ2 − u(p− q)2
, (2–24)

在强子层面计算 LCSR 关联函数时，在两个电磁流之间插入的强子态完备集动量为

p− q，同样地我们只保留第一激发态 ρ0，而更高的激发态合并到连续谱中

Fµν(p, q) = 2
⟨π0(p) | jemµ |ρ0(p− q)⟩⟨ρ0(p− q) | jemν |0⟩

m2
ρ − (p− q)2

+
1

π

∞∫
sh0

ds
ImFµν(Q

2, s)

s− (p− q)2
. (2–25)

利用 ρ0 的衰变常数定义以及 γ∗ρ→ π0 过程的形状因子定义

⟨ρ0(p− q) |jemν |0⟩ =
fρ√
2
mρϵ

(ρ)∗
ν ,

⟨π0(p) | jemµ | ρ0(p− q)⟩ = F ρπ(Q2)m−1ρ ϵµναβϵ
(ρ)νqαpβ , (2–26)

并根据夸克强子对偶的假定，且经过 Borel 变换，我们能够得到形状因子用光锥分布

振幅的表示形式

F ρπ(Q2) =
fπ
3fρ

∫ 1

uρ0

du

u
φπ(u, µ) exp

(
− ūQ

2

uM2
+
m2
ρ

M2

)
. (2–27)

这里我们用一个简单的物理过程介绍了光锥求和规则的基本思想，阐述了为什么

在 LCSR 关联函数的计算中定域的 OPE 会失效，以及引入光锥分布振幅的原因。第四

章将采用 LCSR 方法计算 D 介子衰变到一个标量粒子的过程，其中标量粒子 LCDAs
的定义形式和 π 介子相类似。在第五章我们将介绍如何采用 LCSR 方法处理更为复杂

的双重味重子衰变问题，那时需要引入单重味重子的 LCDAs，虽然其定义形式更为

复杂，但基本的计算框架仍然是相似的。
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2.2 手征微扰论

2.2.1 有效场论

当一个特征能标在 Λ 附近的理论被用于更低能的物理区域时，它可以被近似为

一个有效场论 (EFT)。EFT 最基本的思想在于，即使不知道在 Λ 能标之上存在怎样的

基本理论，我们仍然能在感兴趣的能区用 EFT 给出准确的理论预言。

在有效理论中，人们采用适合低能区域物理的场自由度进行计算。比如在能量很

低时我们可以忽略那些无法产生的非常重的粒子，从而使得计算得到简化。事实上，

有效理论中的场自由度可以完全不同于基本理论的自由度。对于强子物理中的低能过

程，我们用赝标八重态 (π, K, η) 和八重态自旋 1/2 的重子 (p, n, Σ, Λ) 作为场自由

度，而不是 QCD 中的夸克和胶子场。

虽然采用了不同的自由度来描述物理，对同一可观测量的计算，分别用 EFT 和基

本理论计算得到的结果需要在一定精度下相一致。要实现这一点，EFT 的拉氏量需要

具有和相应完整理论相同的对称性。用这样的 EFT 拉氏量计算得到的 S-矩阵元能够

满足解析性、微扰幺正性、聚类分离性 (Cluster Decomposition) 以及理论本身的对称

性。事实上根据对称性构造出的 EFT 拉氏量的项数是无限多的，每一项都带有一个

独立的系数，称为低能常数 (LECs)。显然，在不做任何近似的前提下，直接用无穷多

的拉氏量进行计算是完全不现实的。克服这一困难的途径在于两点：第一点，我们只

要求计算结果达到有限的精度，也就是说 EFT 和完整理论给出的结果之间允许存在

一定的差别。第二点，基于 EFT 的计算必须被限定在某一特定的能量范围，这意味着

EFT 的适用范围是有限的。基于这两点，用 EFT 对物理可观测量的计算需要对 p/Λ

做展开，其中 p 可以是远远小于特征能标 Λ 的能量，动量或者质量。在满足 p ≪ Λ

的物理区域，在达到某一精度时，我们只需要考虑 EFT 拉氏量中有限的项。

根据以上讨论，我们可以看出 EFT 的拉氏量是由相应完整理论的对称性所决定

的。QCD 的对称性决定了在自发对称性破缺的情形下 Goldstone 玻色子之间的相互作

用，也就是以 Goldstone 玻色子为自由度构造的 EFT 拉氏量的形式。然而仅仅根据对

称性我们无法确定高阶有效拉氏量的 LECs，LECs 原则上只能通过和完整理论的匹配

得到。但是在不知道完整理论或者知道完整理论但不知道如何求解它的时候，LECs
只能通过对实验数据拟合或者格点 QCD 计算得到。一旦 LECs 被确定，有效理论就

有了预言能力。

事实上以传统的观点来看 EFT 是不可重整化的，随着精度要求的提高会有越来

越多的高阶有效拉氏量需要引入。然而只要我们引入的有效拉氏量满足对称性，那么

出现在某一阶计算中的发散可以通过对 EFT 中场和参数的重新定义来重整化掉。这

一节将参考文献 [14] 介绍手征微扰论的基本思想。
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2.2.2 QCD 的手征破缺和强子谱

在手征极限下，所有轻夸克质量近似为零，QCD 拉氏量满足 SU(3)L × SU(3)R ×
U(1)V 对称性，其中不包括 U(1)A 对称性，这是量子反常效应造成的对称性破缺。事实

上，可以按照 SU(3)L×SU(3)R×U(1)V 群的不可约表示将强子近似地构成简并的多重

态。U(1)V 对称性对应于重子数守恒，它使得我们可以将强子分类为 (B = 0) 的介子

以及 (B = 1) 的重子。左手和右手守恒荷的线性组合Qa
V = Qa

R+Q
a
L 和Qa

A = Qa
R−Qa

L

和自由的 QCD 哈密顿量 H0
QCD 对易，并且具有相反的宇称。对于宇称为正的态，我

们期望存在与其简并的负宇称的态。

如果 |i,+⟩表示H0
QCD 的能量本征态，本征值为Ei，其宇称为正，则H0

QCD|i,+⟩ =
Ei|i,+⟩，P |i,+⟩ = +|i,+⟩。|i,+⟩ 可以是基态的重子八重态。另外可以定义 |ϕ⟩ =
Qa
A|i,+⟩。由于 [H0

QCD, Q
a
A] = 0，所以有：

H0
QCD|ϕ⟩ = H0

QCDQ
a
A|i,+⟩ = Qa

AH
0
QCD|i,+⟩ = EiQ

a
A|i,+⟩ = Ei|ϕ⟩. (2–28)

可见 |ϕ⟩也是 H0
QCD 的本征态，并具有相同的本征值 Ei 和相反的宇称。|ϕ⟩可以用简

并的负宇称态来展开

P |ϕ⟩ = PQa
AP
−1P |i,+⟩ = −Qa

A(+|i,+⟩) = −|ϕ⟩. (2–29)

但是低能的重子谱中并不存在宇称为负的简并八重态重子。因此以上推导是不完备

的，事实上我们已假定，Qa
A 会湮灭 QCD 的真空。可以用 a†i 表示产生一个正宇称态

|i,+⟩的算符，而 b†i 表示产生一个负宇称态 |i,−⟩的算符。我们知道对于一个 SU(3) 表
示的场 Φi，其满足和相应守恒荷的对易关系

[Qa(t),Φk(t, y⃗)] = −takjΦj(t, y⃗), (2–30)

其中 takj 是 SU(3) 生成元，因此我们假定相应的产生算符也满足类似关系，考虑到Qa
A

和 b†i 的宇称为负，可以推得

[Qa
A, a

†
i ] = −taijb

†
j. (2–31)

而从另一方面，如果认为 Qa
A 能够湮灭真空，我们能得到相同的结果

Qa
A|i,+⟩ = Qa

Aa
†
i |0⟩ =

(
[Qa

A, a
†
i ] + a†i Q

a
A︸︷︷︸

↪→ 0

)
|0⟩ = −taijb

†
j|0⟩. (2–32)

如果以上论证是正确的，那么就确实意味着存在有与正宇称相对应的负宇称的态，这

显然是跟实验观测不符的。因此我们不能认为 Qa
A 能够湮灭真空。换句话说 QCD 的

真空在 SU(3)L × SU(3)R × U(1)V 变化下无法保持不变，也就是存在自发的对称性破
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缺。这样强子态近似满足的对称性是 SU(3)V 而不是 SU(3)L×SU(3)R。根据 Goldstone
定理，每一个自发破缺破的对称自由度对应着一个零质量的 Goldstone 玻色子，由于

赝标八重态介子相比于八重态矢量粒子质量要小的多，因此它们是 Goldstone 玻色子

的候选者。

为了理解 SU(3) 对称性的来源，我们考虑矢量荷Qa
V = Qa

R+Q
a
L，它们满足 SU(3)

李代数的对易关系

[Qa
R +Qa

L, Q
b
R +Qb

L] = [Qa
R, Q

b
R] + [Qa

L, Q
b
L] = ifabcQ

c
R + ifabcQ

c
L = ifabcQ

c
V . (2–33)

在手征极限下 Vafa 和 Witten 首先证明了，基态必须在 SU(3)V × U(1)V 的变换下保持

不变[15]，因此八个矢量荷算符 Qa
V 和重子数算符 QV /3 能够湮灭真空态

Qa
V |0⟩ = QV |0⟩ = 0. (2–34)

根据 Coleman 定理[16]，若真空在 SU(3)V × U(1)V 变换下不变，则哈密顿量也必定有

相同的对称性。而真空和哈密顿量的不变性意味着对应于H0
QCD 能量本征态的强子谱

可以根据 SU(3)V ×U(1)V 的不可约表示来构造。为了更清楚地理解这一点，我们考虑

一个负宇称的态 |α,−⟩，作用一个矢量流算符

Qa
V |α,−⟩ =

∑
β

|β,−⟩⟨β,−|Qa
V |α,−⟩ = taβα|β,−⟩, (2–35)

其中因为矢量流算符算符满足和 SU(3) 李代数相同的对易关系，我们将其在希尔伯特

空间中的矩阵元定义为 taβα，它同样满足 SU(3) 李代数的对易关系。这样我们有

taαβb
†
β|0⟩ = taαβ|β,−⟩ = Qa

V b
†
α|0⟩ = [Qa

V , b
†
α]|0⟩+ b†αQ

a
V |0⟩. (2–36)

如果 Qa
V |0⟩ = 0，那么

[Qa
V , b

†
α] = taαβb

†
β, (2–37)

这个公式表示了赝标介子产生算符可以作为以 Qa
V 为生成元的 SUV (3) 群的表示。而

轴矢荷算符 Qa
A = Qa

R −Qa
L 满足对易关系

[Qa
A, Q

b
A] = ifabcQ

c
V , [Qa

V , Q
b
A] = ifabcQ

c
A. (2–38)

注意到轴矢荷算符不满足封闭代数。由于 Qa
A|0⟩ ̸= 0，根据 Goldstone 定理，每一

个轴矢量生成元都对应于一个零质量且自旋为零的 Goldstone 玻色子场 ϕa(x)。这些

Goldstone 玻色子的宇称变换形式为

ϕa(t, x⃗)
P7→ −ϕa(t,−x⃗), (2–39)

它们在子群 H = SU(3)V 的变换下保持不变。从原来 G = SU(3)L × SU(3)R 对称群的

nG = 16 个自由度破缺到 nH = 8 个自由度的 H = SU(3)V 对称群，我们期望存在有 8
个 Goldstone 玻色子场。
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2.2.3 Goldstone 玻色子

考虑一个物理系统，其哈密顿量在紧致李群 G 的变换下不变，而它的基态仅仅

在 G 的子群 H 的变换下不变，此时就存在 n = nG − nH 个 Goldstone 玻色子。每一

个玻色子可以表示为一个独立的场 ϕi，这 n个玻色子场构成一个矢量空间

M1 ≡ {Φ :M4 → Rn|ϕi :M4 → R continuous}. (2–40)

我们需要找到一个关联 (g,Φ) ∈ G×M1 和 φ(g,Φ) ∈M1 的映射，满足以下性质

φ(e,Φ) = Φ ∀ Φ ∈M1, (2–41)

φ(g1, φ(g2,Φ)) = φ(g1g2,Φ) ∀ g1, g2 ∈ G, ∀Φ ∈M1. (2–42)

这一映射定义了由 G 作用在 M1 上的群。用 Φ = 0 标记 M1 中的原点，它也对应于

Goldstone 玻色子场的基态构型。基态在 H 的作用下不变，因此对于任意 h ∈ H 我们

有 φ(h, 0) = 0。然后考虑由左陪集组成的商群G/H = {gH|g ∈ G}，它满足两个性质：

第一点是一个左陪集 gH 中每一个元素通过映射 φ对原点 Φ = 0 的作用都相同，即

φ(gh, 0) = φ(g, φ(h, 0)) = φ(g, 0) ∀ g ∈ G h ∈ H (2–43)

第二点是如果两个群元分别属于不同左陪集，它们对原点 Φ = 0 的作用一定不同：

φ(g, 0) ̸= φ(g′, 0)。因为M1 中任意一个矢量都可以表示为Φ = φ(f, 0) = φ(g̃h, 0), f =

g̃h ∈ g̃H，其中 f 是任以 G中的元素同时也必定属于某一个左陪集，我们可以得出结

论：商空间 G/H 和 Goldstone 玻色子场构成的空间M1 是同构的，如图 2–4 所示。而

Φ 在任意的 g 作用下变换为

φ(g,Φ) = φ(g, φ(g̃h, 0)) = φ(gg̃h, 0) = φ(f ′, 0) = Φ′, f ′ ∈ g(g̃H) (2–44)

也就是说，在 M1 空间中一个矢量 Φ 变换为 Φ′ 时，在商空间中对应于左陪集左乘 g。

因此用 Goldstone 玻色子场参数化商群 G/H 时就能唯一确定其变化形式。

接下来我们讨论实际的物理问题。在手征对称性未破缺的情况下，QCD 理论由

对称群 G = SU(N ) × SU(N ) = {(L,R)|L ∈ SU(N ), R ∈ SU(N )} 描述，手征对称性

破缺后对称群为 H = {(V, V )|V ∈ SU(N )}。定义 g̃ = (L̃, R̃) ∈ G，左陪集表示为

g̃H = {(L̃V, R̃V )|V ∈ SU(N )}。由于

g̃H = (L̃V, R̃V ) = (L̃V, R̃L̃†L̃V ) = (1, R̃L̃†) (L̃V, L̃V )︸ ︷︷ ︸
∈ H

= (1, R̃L̃†)H, (2–45)
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图 2–4 商群 G/H 和 Goldstone 玻色子场构成的空间同构，它们之间存在一个一到一的映射。

Figure 2–4 An isomorphic mapping f between the quotient G/H and the Goldstone boson fields.

左陪集可以用一个 SU(N ) 矩阵 U = R̃L̃† 来表示。根据之前的讨论，我们可以推断出

U 构成的空间同构于 Goldstone 玻色子场 Φ 所构成的空间 M1。U 在 g = (L,R) ∈ G
作用下的变换形式可以通过左陪集的变换来得到

gg̃H = (L,RR̃L̃†)H = (1, RR̃L̃†L†)(L,L)H = (1, R(R̃L̃†)L†)H, (2–46)

因此有

U = R̃L̃† 7→ U ′ = R(R̃L̃†)L† = RUL†. (2–47)

Goldstone 玻色子场 Φ 所构成的空间M1 可以表示为厄米并且无迹的 N ×N 矩阵空间

H̃(N)

H̃(N) ≡ {A ∈ gl(N,C)|A† = A ∧ Tr(A) = 0}.

N = 3 时，任何一个属于 H̃(3) 的矩阵都可以用 Gell-Mann 矩阵 λa 表示为

ϕ(x) =
8∑

a=1

λaϕa(x) ≡


π0 + 1√

3
η

√
2π+

√
2K+

√
2π− −π0 + 1√

3
η
√
2K0

√
2K−

√
2K̄0 − 2√

3
η

 . (2–48)

根据商空间和 Goldstone 玻色子场空间的同构关系，我们可以将代表商空间元素的 U

和 H̃(3) 矩阵空间中的元素 ϕ关联起来。考虑到 U 是幺正的，所以关联方式为

U(x) = exp

(
i
ϕ(x)

F0

)
. (2–49)
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2.2.4 手征有效拉氏量

通过之前的讨论，我们可以构造出一个能够描述 QCD 低能行为并且是最一般的

有效理论，它能够在自发对称性破缺的情形下描述 Goldstone 玻色子的动力学行为。

在手征极限下，有效理论拉氏量应该拥有和真实 QCD 相同的手征对称性 SU(3)L ×
SU(3)R×U(1)V。另外，因为 QCD 在低能时体现为强子之间的相互作用，所以有效理

论的场自由度必须是八个赝标 Goldstone 玻色子。很自然地我们希望能够用 U(x) 构

造出有效的拉氏量。在全局的手征变换下，U(x) 的变形式为：

U 7→ RUL†,

∂µU 7→ ∂µ(RUL
†) = R∂µUL

†, (2–50)

U † 7→ LU †R†,

∂µU
† 7→ L∂µU

†R†, (2–51)

因此最一般的且包含导数项最少的有效的拉氏量为

Leff =
F 2
0

4
Tr
(
∂µU∂

µU †
)
. (2–52)

到目前为止我们没有考虑实际的 Goldstone 玻色子的质量。QCD 本身的质量项为

LM = −q̄RMqL − q̄LM †qR, M =


mu 0 0

0 md 0

0 0 ms

 . (2–53)

尽管质量项破坏的手征对称性，但是如果质量矩阵在手征变换下具有如下变换行为

M 7→ RML†. (2–54)

则质量项拉氏量保持不变。因此自然地有效理论中包含质量矩阵的拉氏量部分也必须

具有相同的性质。这样能够构造出最低阶的质量项有效拉氏量

Ls.b. =
F 2
0B0

2
Tr(MU † + UM †). (2–55)

接下来考虑 Goldstone 玻色子场和规范场的耦合，也就是要构造在定域手征变换下不

变的手征拉氏量。在 QCD 中，左手和右手流和外源耦合的形式为

Lext = q̄Rγ
µrµqR + q̄Lγ

µlµqL. (2–56)

右手外源和左手外源在手征变换下分别变为

rµ → RrµR
† + iR∂µR

†,
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lµ → LrµL
† + iL∂µL

†. (2–57)

由此可以构造协变导数

DµU ≡ ∂µU − irµU + iUlµ. (2–58)

可以证明在手征变换下，U 的协变导数变换形式和 U 相同

DµU → R(DµU)L
†. (2–59)

这样我们就能得到最低阶的、具有定域不变性的手征拉氏量

L2 =
F 2
0

4
Tr[DµU(D

µU)†] +
F 2
0

4
Tr(χU † + Uχ†). (2–60)

如果将上述拉氏量展开并保留赝标八重态场的二次项，就能用 u, d, s 夸克质量表示

赝标八重态的质量

M2
π = 2B0m, (2–61)

M2
K = B0(m+ms), (2–62)

M2
η =

2

3
B0 (m+ 2ms) , (2–63)

其中mu = md = m，B0 正比于 QCD 凝聚参数：3F 2
0B0 = −⟨q̄q⟩。原则上利用对称性，

我们可以构造出无穷多的更高阶的手征拉氏量。因此用传统的重整化观点来看，手征

微扰论是不可重整的。但是采用幂次估计 (Power Counting) 的思想，我们可以对手征

微扰论做逐阶的重整化。具体的重整化方法会在第三章的具体计算中进行阐述。
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2.3 味道 SU(3)对称性

重介子衰变中，理论上大多采用的计算方法是因子化。而在现有的因子化计算

中，大多只给出了关于 1/mb 领头阶的结果。然而半轻或者辐射过程当中次领头阶的

修正也是〸分重要的，这也意味着基于因子化的方法对于重味强子衰变的理解仍有

许多困难需要克服。除了因子化方法，基于强子 SU(3) 味道对称性的方法也是一种非

常强大的工具，目前这一方法被广泛地应用于两体或三体重介子衰变过程当中。尽管

SU(3) 味道对称性只是一种近似，它仍然可以提供非常多的关于衰变的有用信息。采

用 SU(3) 对称性的优势在于以下几个方面：第一，一旦测量出了某几个衰变道的分支

比，SU(3) 对称性可以提供许多其他相关衰变道的信息。第二，研究相关联的衰变道

能够帮助我们检验 CKM 矩阵元的幺正性。第三，如果实验数据足够多，人们可以利

用数据拟合出 SU(3) 不可约表示振幅。原则上这些振幅可以用不同的因子化方法得

到，从而也能检验因子化方案本身是否正确。这一节我们通过 B 和 D 弱衰变过程来

介绍 SU(3) 分析方法及在其中的应用[17]。

2.3.1 强子多重态

我们考虑包含 b和 c夸克的重味强子 B 和D 弱衰变，包括 B → PP 和D → PP

过程，P 表示赝标介子。只含一个重夸克的介子构成味道 SU(3) 反三重态

(Bi) = (B−(bū), B
0
(bd̄), B

0

s(bs̄)) , (Di) = (D0(cū), D+(cd̄), D+
s (cs̄)) , (2–64)

轻的赝标 P 介子是味道 SU(3) 八重态和单态的混合，它包含 9 个强子态

P =


π0
√
2
+ η8√

6
+ η1√

3
π+ K+

π− η8√
6
− π0
√
2
+ η1√

3
K0

K− K
0 η1√

3
− 2 η8√

6

 , (2–65)

η 和 η′ 是 η8 和 η1 的混合，混合角为 θ

η = cos θη8 + sin θη1, η′ = − sin θη8 + cos θη1. (2–66)

因为 η8 和 η1 不是物理态，我们总是可以选择 ηq 和 ηs 作为混合基矢，

P =


π0+ηq√

2
π+ K+

π− −π0+ηq√
2

K0

K− K
0

ηs

 . (2–67)

η8 =
1√
3
ηq −

√
2

3
ηs, η1 =

√
2

3
ηq +

1√
3
ηs. (2–68)
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2.3.2 有效哈密顿量的不可约表示

在 SU(3) 对称性分析中，描述弱衰变的振幅可以通过两种途径来构造。一种是将

有效哈密顿量分解为不可约表示张量，从而构造出 SU(3) 不可约表示振幅 (IRA)[18-22]。

另一种是找出所有拓扑上不等价的拓扑图 (TDA)[23-28]，每一幅图对应一个独立的振幅

贡献。我们首先介绍 IRA 方法。

2.3.2.1 b夸克衰变

在标准模型中，b夸克衰变是由以下电弱有效哈密顿量产生的[29-31]

Hb
eff =

GF√
2

{
VubV

∗
uq[C1O1 + C2O2]− VtbV ∗tq

10∑
i=3

CiOi

}
+ h.c.. (2–69)

其中 GF 是费米常数，Vuq 和 Vtq 是 CKM 矩阵元。Oi 是四夸克算符，而 Ci 是 Wilson
系数。Oi 具体的形式如下

O1 = (q̄iuj)V−A(ū
jbi)V−A, O2 = (q̄u)V−A(ūb)V−A,

O3 = (q̄b)V−A
∑
q′

(q̄′q′)V−A, O4 = (q̄ibj)V−A
∑
q′

(q̄′jq′i)V−A,

O5 = (q̄b)V−A
∑
q′

(q̄′q′)V+A, O6 = (q̄ibj)V−A
∑
q′

(q̄′jq′i)V+A,

O7 =
3

2
(q̄b)V−A

∑
q′

eq′(q̄
′q′)V+A, O8 =

3

2
(q̄ibj)V−A

∑
q′

eq′(q̄
′jq′i)V+A,

O9 =
3

2
(q̄b)V−A

∑
q′

eq′(q̄
′q′)V−A, O10 =

3

2
(q̄ibj)V−A

∑
q′

eq′(q̄
′jq′i)V−A. (2–70)

其中 q = d, s 且 q′ = u, d, s。V − A 和 V + A 分别对应于一个左手流 γµ(1 − γ5) 和一

个右手流 γµ(1 + γ5) 。

对于轻味道的 SU(3) 群，算符 O1,2 和电弱“企鹅图”算符 O7−10 可以被分解为一个

矢量H i
3̄，一个无迹的且上指标反对称的张量 (H6)

[ij]
k 和一个一个无迹的且上指标对称

的张量 (H15)
{ij}
k 。对于 ∆S = 0(b→ d) 的衰变，有效哈密顿量表示张量中所有的非零

分量为[18, 21, 22]

(H3̄)
2 = 1, (H6)

12
1 = −(H6)

21
1 = (H6)

23
3 = −(H6)

32
3 = 1,

2(H15)
12
1 = 2(H15)

21
1 = −3(H15)

22
2 = −6(H15)

23
3 = −6(H15)

32
3 = 6. (2–71)

对于 ∆S = −1(b → s) 的衰变，有效哈密顿量表示张量的非零分量可以从公

式 (2–71)中做对应于 d↔ s互换的 2↔ 3互换。QCD“企鹅”算符O3−6 在 SU(3) 变换下
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的行为和 3̄表示相同。对于磁偶极算符，色磁偶极算符O8g = (gsmb/4π)s̄σ
µνT aGa

µν(1+

γ5)b是一个 SU(3) 三重态，而电磁磁偶极算符 O7γ =
emb

4π
s̄σµνFµν(1 + γ5)b可以被有效

地包含在 O7−10 当中。因此它们都可以被包括在哈密顿量 (2–69) 当中，从而上述的有

效哈密顿量表示的分解是完备的。

有效哈密顿量既有“树图”又有圈图的贡献。当我们同时考虑强相互作用“企鹅图”

和电弱“企鹅图”时，“树图”和圈图都有 3̄, 6 和 15 表示，它们有相同数目的独立振幅。

利用 CKM 矩阵的幺正性 VubV
∗
uq + VcbV

∗
cq + VtbV

∗
tq = 0，我们可以将 c夸克圈贡献的“企

鹅图”重新表示为正比于 VubV
∗
uq 和 VtbV

∗
tq 的振幅

A = VubV
∗
uqAu + VtbV

∗
tqAt . (2–72)

为了简单起见，我们将 Au 称为“树图“而将 At 称为“企鹅图”。

2.3.2.2 c夸克衰变

对于带有 c夸克衰变的强子过程，∆C = 1 的有效哈密顿量表示为

Hc
eff =

GF√
2

{
VcsV

∗
ud[C1O

sd
1 + C2O

sd
2 ] + VcdV

∗
ud[C1O

dd
1 + C2O

dd
2 ]

+ VcsV
∗
us[C1O

ss
1 + C2O

ss
2 ] + VcdV

∗
us[C1O

ds
1 + C2O

ds
2 ]
}
, (2–73)

这里忽略了高度压低的“企鹅图”贡献。“树图”算符为

Osd
1 = [s̄iγµ(1− γ5)cj][ūiγµ(1− γ5)dj],

Osd
2 = [s̄γµ(1− γ5)c][ūγµ(1− γ5)d], (2–74)

而其他算符可以通过替换 d, s夸克场得到。“树图”算符在 SU(3) 对称群下构成 3̄⊗3⊗ 3̄

表示，它可以分解为四个不可约表示的直和：3̄⊗ 3⊗ 3̄ = 3̄⊕ 3̄⊕ 6⊕ 15。

对于 Cabibbo 角允许的过程 c → sud̄，振幅正比于 VcsV
∗
ud，产生这一过程的不可

约表示张量算符具有如下非零分量

(H6)
31
2 = −(H6)

13
2 = 1, (H15)

31
2 = (H15)

13
2 = 1. (2–75)

对于双重 Cabbibo 角压低的过程 c→ dus̄，振幅正比于 VcdV
∗
us 并且非零的不可约表示

张量算符分量为

(H6)
21
3 = −(H6)

12
3 = 1, (H15)

21
3 = (H15)

12
3 = 1. (2–76)

对于正比于 VcsV
∗
us 的单次 Cabbibo 角压低的衰变过程，我们有

(H6)
31
3 = −(H6)

13
3 = 1, (H15)

31
3 = (H15)

13
3 = 1, (2–77)
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对于正比于 VcdV
∗
ud 的单次 Cabbibo 角压低的衰变过程，我们有

(H6)
12
2 = −(H6)

21
2 = 1, (H15)

12
2 = (H15)

21
2 = −1. (2–78)

c→ ud̄d和 c→ us̄s过程的振幅近似相等但是符号相反：VcdV
∗
ud = −VcsV ∗us − VcbV ∗ub ≈

−VcsV ∗us(有 10−3 的偏离)。因此 3̄ 表示的贡献为零，并且非零的算符表示分量只来自

于 6 和 15 表示。

接下来考虑一个简单的应用。对于 B → PP 衰变，最普适的振幅可以分解为

A = VubV
∗
uqAIRAu + VtbV

∗
tqAIRAt ,

A = VubV
∗
uqATDAu + VtbV

∗
tqATDAt . (2–79)

利用之前给出的强子态和电弱有效哈密顿量在味道 SU(3) 对称群下的不可约表示，对

于某一特定的弱衰变过程我们可以写出在强子层面上 SU(3) 不变的有效哈密顿量。对

于 B → PP 衰变，有效哈密顿量表示为

AIRAu = AT3Bi(H3̄)
iP j
kP

k
j + CT

3 Bi(H3̄)
kP i

jP
j
k +BT

3 Bi(H3)
iP k
k P

j
j +DT

3 Bi(H3̄)
jP i

jP
k
k

+ AT6Bi(H6)
[ij]
k P l

jP
k
l + CT

6 Bi(H6)
[jl]
k P i

jP
k
l +BT

6 Bi(H6)
[ij]
k P k

j P
l
l

+ AT15Bi(H15)
{ij}
k P l

jP
k
l + CT

15Bi(H15)
{jk}
l P i

jP
l
k +BT

15Bi(H15)
{ij}
k P k

j P
l
l . (2–80)

其中ATi , B
T
i , C

T
i 是独立的不可约表示振幅 (IRA)。在 SU(3) 分析中，它们是待定系数，

包含了所有的动力学的信息，只能通过实验数据拟合得到。通过对哈密顿量 (2–80) 做
展开，我们就能得到如 Table 2–1所示的不同衰变道的振幅。对于At 的分析是类似的，

可以做如下替换得到

ATi → APi , B
T
i → BP

i , C
T
i → CP

i , D
T
i → DP

i . (2–81)

2.3.3 有效哈密顿量的拓扑图表示

接下来我们介绍 TDA 方法。一般拓扑图被分为以下几类，按不同的字母表示为

(i) T，表示颜色允许的W 发射“树图”振幅；

(ii) C，表示颜色压低的“树图”；

(iii) E，表示W 交换图；

(iv) P，表示 QCD“企鹅图”；

(v) S，表示味道单态 QCD“企鹅图”；

(vi) PEW，表示电弱“企鹅图”。
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表 2–1 两体 B → PP 的衰变振幅，表中只展示了正比于 CKM 因子 VubV
∗
uq 的“树图”振幅。正比于

VtbV
∗
tq 的“企鹅图”振幅可以通过公式 (2–81)替换得到。

Table 2–1 Decay amplitudes for two-bodyB → PP decays. Only the amplitudes with CKM factor VubV
∗
uq

are shown in this table and the following ones. “Penguin" amplitudes with VtbV
∗
tq can be obtained with the

replacement Eq. (2–81).

b→ d IRA b→ s IRA

B− → π0π− 4
√
2CT

15 B− → π0K− (AT6 + 3AT15 + CT
3 − CT

6 + 7CT
15)/
√
2

B− → π−ηq
√
2
(
AT6 + 3AT15 +BT

6 + 3BT
15 + CT

3 + 2CT
15 +DT

3

)
B− → π−K

0
AT6 + 3AT15 + CT

3 − CT
6 − CT

15

B− → π−ηs BT
6 + 3BT

15 + CT
6 − CT

15 +DT
3 B− → K−ηq (AT6 + 3AT15 + 2BT

6 + 6BT
15 + CT

3 + CT
6 + 5CT

15 + 2DT
3 )/
√
2

B− → K0K− AT6 + 3AT15 + CT
3 − CT

6 − CT
15 B− → K−ηs AT6 + 3AT15 +BT

6 + 3BT
15 + CT

3 − 2CT
15 +DT

3

B
0 → π+π− 2AT3 − AT6 + AT15 + CT

3 + CT
6 + 3CT

15 B
0 → π+K− −AT6 − AT15 + CT
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图 2–5 “树图”振幅的四种拓扑图，分别表示：颜色允许的“树图”(T)，颜色压低的树图 (C)，湮灭图

(A) 以及 W-交换图 (E)。
Figure 2–5 Topological diagrams induced by tree amplitudes. The four panels denote: the color-allowed
tree amplitude (T), color-suppressed tree amplitude (C), annihilation (A) and W-exchange (E).
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(a)

TP

(b)

TS

(d) (f)(e)

(c)

TPA

TSS

ū ū

TES

u

ū

TAS

图 2–6 B → PP 过程需要额外考虑的六个拓扑图，其中交叉号顶点表示 ūu 的湮灭并产生两个或

多个胶子。

Figure 2–6 Typical diagrams for the newly introduced amplitudes of B → PP in Eq. (2–84). The crossed
vertex denotes the ūu annihilation and the creation of two or more gluons.

图 2–5 中仅给出了“树图”振幅，对应于“企鹅图”算符的拓扑图可以类似的得到。另外，

电弱“企鹅图”包含了颜色允许的贡献 PEW 以及颜色压低的贡献 PC
EW，可以表示为

q̄b
∑
q′

eq′ q̄
′q′ = q̄būu− 1

3
q̄b
∑
q′

q̄′q′, (2–82)

其中第二个部分可以被包含在 3̄表示当中。而 q̄būu的贡献和“树图”算符是类似的。因

此我们用记号 PT 和 PC 来表示电弱“企鹅图”的贡献。q̄b
∑

q′ q̄
′q′ 是一个味道三重态，

并表示为 P ′。在 SU(3) 对称性下，它可以被吸收到“企鹅图”的贡献中

PEW = PT −
1

3
P ′ , PC

EW = PC −
1

3
P

′C . (2–83)

三种“企鹅图”振幅 P , P ′ 和 P
′C 可以归为一类。可以重新定义 P 为 P + P ′ + P

′C。

事实上，拓扑图振幅可以用和推导不可约表示振幅类似的方法得到。我们将 q̄uūb

过程表示为一个算符 H̄ ij
k 。对于 ∆S = 0，其非零的分量为 H̄12

1 = 1。对于 ∆S = −1，
H̄13

1 = 1。企鹅图贡献（包括 P，P ′和 P
′C）是 SU(3) 三重态 H̄ i，b→ d的非零分量是

H̄2 = 1 而 b→ s的非零分量是 H̄3。公式 (2–82) 意味着圈图诱导的正比于 V ∗tqVtb 的部

分同时包含了 H̄ ij
k 和 H̄ i。
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B → PP 衰变的“树图”振幅表示为

ATDAt =T Bi(M)ijH̄
jl
k (M)kl + C Bi(M)ijH̄

lj
k (M)kl + A BiH̄

il
j (M)jk(M)kl

+E BiH̄
li
j (M)jk(M)kl + TSBi(M)ijH̄

lj
l (M)kk + TPBi(M)ij(M)jkH̄

lk
l

+TPABiH̄
li
l (M)jk(M)kj + TSSBiH̄

li
l (M)jj(M)kk + TASBiH̄

ji
l (M)lj(M)kk

+TESBiH̄
ij
l (M)lj(M)kk, (2–84)

除了图 2–5 中的四个振幅，还有图 2–6 中六个图的贡献。另外，“企鹅图”振幅具有相

同的结构，这里不再具体给出。

本节介绍了味道 SU(3) 对称性分析方法。我们先将所有参与衰变过程的强子用

SU(3) 不可约表示张量表示出来，然后结合弱相互作用有效哈密顿量的 SU(3) 表示张

量，构造出 SU(3) 不变的强子层面有效哈密顿量。其中每一项独立的哈密顿量都带有

一个独立系数，用来反映所有的动力学信息。原则上，它们可以通过对实验数据拟合

得到。在第五章中，我们将用味道 SU(3) 对称性分析双重味重子的半轻弱衰变过程，

并做出一些唯象上的预言。
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第三章 用手征微扰论计算低能介子形状因子

在所有的重介子衰变模式中，半轻衰变是一类在理论和实验上都非常值得研究

的衰变过程。这不仅是因为半轻衰变在实验上具有非常干净的信号，更是因为其中

所有 QCD 的非微扰效应都能被包含在强子跃迁矩阵元中，因此研究半轻过程有助

于我们理解 QCD 的低能动力学。一般来说，强子跃迁矩阵元描述的是一个强子经

过一个夸克流算符的作用变为另一个强子的过程，对于这样的矩阵元有许多计算方

法，比如上一章介绍的 SVZ 或光锥 QCD 求和规则。然而在许多情况下，末态的强

子是一个非常不稳定的共振态粒子，它被产生后会很快衰变为两个更轻的强子。比如

Bs → f0(980)(→ π+π−)µ+µ− 过程，其中 f0(980) 是一个 S-波共振态，它会进一步衰

变为 π+π−。因为 f0(980) 接近 KK̄ 阈值，所以窄宽度近似是失效，我们必须考虑末

态 π+π− 低能相互作用对强子跃迁矩阵元 Bs → f0(980) 的修正。实际上除了上面提

到的诸如 Bs → f0(980)(→ π+π−)µ+µ− 的共振态主导的过程，e+e− → MM , 味道改

变过程 K → π 和 τ → M1M2ν 的计算都中都需要考虑末态轻介子的相互作用。这种

相互作用通常可以用介子形状因子来描述，其形式如下

⟨M1M2|q̄(x)Γq(0)|0⟩, (3–1)

其中 Γ 是一个狄拉克矩阵，它可以是 Γ = 1, γµ, σµν。|M1M2⟩是两个轻介子组成的带

有确定总轨道角动量的态。这些非定域的算符矩阵元可以归一化为标量，矢量和张量

形状因子 F Γ
M1M2

，它们由以下矩阵元定义

B0F
Γ
M1M2

(s) = ⟨M1M2|q̄Γq|0⟩, (3–2)

其中 s是两介子系统总动量平方：s = (pM1 + pM2)
2。

由于介子形状因子通常是作为一种普适的输入量出现在不同过程的计算之中，如

何计算介子形状因子一直是一个重要的问题。这一问题涉及了轻强子的低能相互作

用，所以我们无法用传统的微扰方法计算介子形状因子。本章将对两介子系统的标

量、矢量和张量形状因子做一个系统的研究。我们采用手征微扰论计算精确到次领头

阶的形状因子。考虑到手征有效理论只适用于低能区域，我们采用幺正化的方法对形

状因子进行延拓，使其能够适用于更高的能量范围，在 1GeV 左右。在第四章中我们

会将本章所得到的介子形状因子应用于一些末态窄宽度近似失效的衰变过程。
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3.1 手征微扰论及其幺正化方法

3.1.1 幂次估计和重整化

手征微扰论 (χPT) 提供了一种处理低能强相互作用的方法。第二章第二节介绍了

如何通过 QCD 在手征极限下（u, d, s夸克质量趋于零）的全局SU(3)L×SU(3)R 对称性

到 SU(3)V 对称性的破缺推导出领头阶的手征拉氏量。我们论证了 QCD 的自发对称性

破缺产生的八个 Goldstone 玻色子所构成的八维空间与商群 SU(3)L×SU(3)R/SU(3)V
空间同构。因此这八个 Goldstone 玻色子场可以用来作为有效理论中 SU(3)L×SU(3)R
群表示的参量，从而它们可以表示 χPT 作为 QCD 低能有效理论时的场自由度。领头

阶 (LO) 的手征拉氏量为

L2 =
f 2

4
Tr[DµUD

µU †] +
f 2

4
Tr[χU † + χ†U ], (3–3)

其中 f 是在手征极限下 π 的衰变常数

χ = 2B0(M̂ + s), DµU ≡ ∂µU − irµU + iUlµ. (3–4)

s是标量外源，而 lµ 和 rµ 分别是左手和右手矢量源。场 U 表示为指数形式

U = exp

[
i
√
2ϕ

f

]
, (3–5)

ϕ是赝标介子八重态表示矩阵，对应于八个 Goldstone 玻色子

ϕ =


π0/
√
2 + η/

√
6 π+ K+

π− π0/
√
2 + η/

√
6 K0

K− K̄0 −2η/
√
6

 . (3–6)

根据对称性，我们原则上可以构造出无穷多的手征拉氏量。在用 χPT 做计算时我

们需要找到一种系统的方法来估计每项拉氏量的重要性，也就是做幂次估计 (Power
Counting)。通过幂次估计的方法，在某一有限的精度范围内，我们对某一物理量计算

时只需要考虑有限项 χPT 拉氏量的贡献。

能够描述 Goldstone 玻色子相互作用的手征拉氏量具有如下一般形式

Leff = L2 + L4 + L6 + · · · , (3–7)

其中下标表示动量或者夸克质量的阶数。例如第一项的下标 2 表示这一类拉氏量中每

一项要么带有两个导数算符，要么带有一个夸克质量项。从公式(2–61)到(2–63)可以
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发现，一个夸克质量的阶数相当于介子质量的二次。L4 和 L6 表示更为复杂的 O(p4)
阶和 O(p6) 阶的手征拉氏量，并分别带有 6 个导数算符或者 3 个夸克质量项。另外注

意到手征拉氏量必须是偶数阶的 O(p2n)，这是因为洛伦兹不变性要求导数算符必须

是两两缩并的形式。

对于手征微扰论，我们采用温伯格幂次估计方案[32]。当某一个费曼图中所有外线

动量和轻夸克质量做尺度变换 pi 7→ tpi 和mq 7→ t2mq 时，相应的振幅变换形式为

M(tpi, t
2mq) = tDM(pi,mq), (3–8)

理论上，可以证明手征量纲 D 具有如下形式

D = 2 +
∞∑
n=1

2(n− 1)N2n + 2NL, (3–9)

其中 N2n 表示来自于 L2n 的顶点个数，NL 是独立的圈积分动量的个数。当外线动量

以及轻夸克质量比较小时，我们有 0 < t < 1。因此，如果外线动量和轻夸克质量足够

小，那么 D = 2 和 D = 4 的费曼图贡献才是主要的，它们分别对应于用 L2 计算到树

图阶和单圈阶的贡献。

次领头阶 (NLO) 的手征拉氏量 L4 有 10 项，Li 是待定耦合常数

L4 = L1

[
Tr(DµUD

µU †)
]2

+ L2Tr
[
DµU (DνU)

† ]Tr[DµU(DνU †)
]

+L3Tr
[
DµU(D

µU)†DνU(D
νU)†

]
+ L4Tr

[
DµU(D

µU)†
]
Tr
[
χ†U + Uχ†

]
+L5Tr

[
DµUD

µU †(χ†U + Uχ†)
]
+ L6Tr

[
χ†U + Uχ†)]2

+L7[Tr(χ
†U − Uχ†)]2 + L8Tr[χU

†χU † + Uχ†Uχ†]

−iL9Tr[RµνD
µU(DνU)† + Lµν(D

µU)†DνU ] + L10Tr[LµνUR
µνU †], (3–10)

其中 Lµν 和 Rµν 分别是张量外源

Lµν = ∂µlν − ∂νlµ − i[lµ, lν ],

Rµν = ∂µrν − ∂νrµ − i[rµ, rν ]. (3–11)

通过适当的归一化，我们可以使得低能系数 (LECs) Li 吸收掉所有用 L2 计算到

次领头阶时出现的紫外发散，通过这种精确到次领头阶的计算所得的物理量是紫外有

限的。重整化的低能系数 Lri 定义为

Lri = Li − Γiλ, (3–12)
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其中的紫外发散部分为

λ =
1

32π2

[
2

d− 4
− ln(4π) + γ − 1

]
, (3–13)

Γi 是紫外发散部分的系数。通过单圈图的计算理论上，人们可以确定出 Γi

Γ1 =
3

32
, Γ2 =

3

16
, Γ4 =

1

8
, Γ5 =

3

8
,

Γ6 =
11

144
, Γ8 =

5

48
, Γ9 =

1

4
, Γ10 = −

1

4
. (3–14)

重整化的 LECs 对能标有如下的依赖关系

Lri (µ2) = Lri (µ1) +
Γi

16π2

(
µ1

µ2

)
. (3–15)

表 3–1列出了 Lri 在 µ = mρ 能标处的值。其中第一列对应于是用精确到 O(p4) 的 χPT
计算结果拟合实验数据得到的[33, 34]。第二列是用精确到 O(p6) 的 χPT 计算结果拟合

得到的结果[35]。最后一列对应于用幺正化的 χPT 方法给出的理论计算对实验上散射

相移数据进行拟合的结果[36]。

3.1.2 双介子系统的同位旋本征态

这一节将讨论 SU(3) Goldstone 玻色子之间的 2 → 2 散射过程。因为同位旋可以

被认为是一种很好地守恒量，它可以被用来构造具有确定同位旋量子数的多介子态。

为简单起见，我们首先考虑单介子态，其同位旋本征态表示为 |ϕ, I, I3⟩。通过适当选

择相位因子，我们可以使同位旋本征态在升降算符的作用下满足

Ĵ+ |I, I3⟩ =
√
(I − I3)(I + I3 + 1) |I, I3 + 1⟩ ,

Ĵ− |I, I3⟩ =
√

(I + I3)(I − I3 + 1) |I, I3 − 1⟩ . (3–16)

对应于 π 介子三重态的同位旋本征态可以选为

|π, 1,+1⟩ = −
∣∣π+
⟩
, |π, 1, 0⟩ =

∣∣π0
⟩
, |π, 1,−1⟩ =

∣∣π−⟩ (3–17)

对应于 K+, K̄0 的同位旋本征态可以选为∣∣∣∣K̄, 12 ,+1

2

⟩
=
∣∣K̄0

⟩
,

∣∣∣∣K̄, 12 ,−1

2

⟩
= −

∣∣K−⟩ . (3–18)

而对于同位旋单态 η，其同位旋本征态为

|η, 0, 0⟩ = |η⟩. (3–19)
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表 3–1 在能标 µ = mρ 处的低能常数 Lr
i（单位是 10−3）。

Table 3–1 Low energy constants Lr
i (in units of 10−3) at µ = mρ.

Lri O(p4)[33, 34] O(p6)[35] Unitarized[36]

Lr1 0.4± 0.3 1.11± 0.10 0.56± 0.10

Lr2 1.35± 0.3 1.05± 0.17 1.21± 0.10

L3 −3.5± 1.1 −3.82± 0.30 −2.79± 0.24

Lr4 −0.3± 0.5 1.87± 0.53 −0.36± 0.17

Lr5 1.4± 0.5 1.22± 0.06 1.4± 0.5

Lr6 −0.2± 0.3 1.46± 0.46 0.07± 0.08

L7 −0.4± 0.2 −0.39± 0.08 0.44± 0.15

Lr8 0.9± 0.3 0.65± 0.07 0.78± 0.18

Lr9 6.9± 0.7 – –

Lr10 −5.5± 0.7 – –

一般地，两粒子系统的同位旋本征态可以表示为 |ϕϕ′, I, I3⟩。两粒子系统的同位旋本

征态可以通过利用 Clebsch-Gordon (CG) 系数耦合两个单粒子同位旋本征态得到。然

而对于处于同一个同位旋多重态的两个粒子，它们需要各自乘上因子 1/
√
2 从而满足

正确的归一化要求
∑

I,I3
|I, I3⟩ ⟨I, I3| = 1。这里给出本章需要用到的所有两粒子同位

旋系统的本征态

|ππ, 0, 0⟩ = − 1√
6

[∣∣π+π−
⟩
+
∣∣π0π0

⟩
+
∣∣π−π+

⟩]
,

|ππ, 1, 0⟩ = −1

2

[∣∣π+π−
⟩
−
∣∣π−π+

⟩]
,

|ππ, 2, 2⟩ = 1√
2

∣∣π+π+
⟩
,∣∣∣∣Kπ, 32 , 32

⟩
= −

∣∣K+π+
⟩
,∣∣∣∣Kπ, 12 ,−1

2

⟩
=

√
2

3

∣∣K+π−
⟩
−
√

1

3

∣∣K0π0
⟩
,

∣∣KK̄, 1, 0⟩ = −√1

2

∣∣K+K−
⟩
+

√
1

2

∣∣K0K̄0
⟩
,
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∣∣KK̄, 0, 0⟩ = −√1

2

∣∣K+K−
⟩
−
√

1

2

∣∣K0K̄0
⟩
,∣∣∣∣Kη, 12 ,−1

2

⟩
=
∣∣K0η

⟩
,

|πη, 1, 0⟩ = |π0η⟩ ,

|ηη⟩ =
√
2 |ηη, 0, 0⟩ . (3–20)

3.1.3 介子-介子散射振幅

根据交叉对称性 (Crossing Symmetry)，每一类双介子系统在其同位旋被确定时，

它们所有的散射振幅实际上只有一个独立的自由度，我们可以选取以下八个独立的介

子-介子散射振幅

T1(s, t, u) ≡ Tπ+π−→π0π0(s, t, u), T2(s, t, u) ≡ TK+π+→K+π+(s, t, u),

T3(s, t, u) ≡ TK+K−→K+K−(s, t, u), T4(s, t, u) ≡ TK0K̄0→K+K−(s, t, u),

T5(s, t, u) ≡ TK0η→K0η(s, t, u), T6(s, t, u) ≡ TK0π0→K0η(s, t, u),

T7(s, t, u) ≡ Tπ0η→π0η(s, t, u), T8(s, t, u) ≡ Tηη→ηη(s, t, u). (3–21)

所有其它的散射振幅都可以用这八个独立的振幅表示，附录中给出了这八个独立散射

道的精确到单圈的振幅表达式。I = 0 散射道的振幅为

T I=0
ππ→ππ(s, t, u) =

1

2
[3Tπ+π−→π0π0(s, t, u) + Tπ+π−→π0π0(t, s, u) + Tπ+π−→π0π0(u, t, s)] ,

T I=0
ππ→KK̄(s, t, u) =

√
3

2
[TK+π+→K+π+(u, s, t) + TK+π+→K+π+(t, s, u)] ,

T I=0
ππ→ηη(s, t, u) = −

√
3

2
Tπ0η→π0η(t, s, u),

T I=0
KK̄→KK̄(s, t, u) = TK+K−→K+K−(s, t, u) + TK0K̄0→K+K−(s, t, u),

T I=0
KK̄→ηη(s, t, u) = −TK0η→K0η(t, s, u),

T I=0
ηη→ηη(s, t, u) =

1

2
Tηη→ηη(s, t, u). (3–22)

I = 1/2 散射道的振幅为

T
I=1/2
Kπ→Kπ(s, t, u) =

3

2
TK+π+→K+π+(u, t, s)− 1

2
TK+π+→K+π+(s, t, u),

T
I=1/2
Kπ→Kη(s, t, u) = −

√
3TK0π0→K0η(s, t, u),

T
I=1/2
Kη→Kη(s, t, u) = TK0η→K0η(s, t, u). (3–23)
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I = 1 散射道的振幅为

T I=1
ππ→ππ(s, t, u) =

1

2
(Tπ+π−→π0π0(t, s, u)− Tπ+π−→π0π0(u, t, s)),

T I=1
ππ→KK̄(s, t, u) =

1√
2
(TK+π+→K+π+(u, s, t)− TK+π+→K+π+(t, s, u),

T I=1
πη→πη(s, t, u) = Tπ0η→π0η(s, t, u),

T I=1
KK̄→KK̄(s, t, u) = TK+K−→K+K−(s, t, u)− TK0K̄0→K+K−(s, t, u),

T I=1
KK̄→πη(s, t, u) =

√
2TK0π0→K0η(t, s, u). (3–24)

I = 3/2 和 I = 2 散射道的振幅分别为

T
I=3/2
Kπ→Kπ(s, t, u) = TK+π+→K+π+(s, t, u),

T I=2
ππ→ππ(s, t, u) =

1

2
(Tπ+π−→π0π0(t, s, u)− Tπ+π−→π0π0(u, t, s)). (3–25)

3.1.4 幺正化方法

手征微扰论是按照 p/(4πfπ) 的幂次做展开的，所以它只能适用于低能物理区域。

为了描述更高能量的物理过程，我们需要对 χPT 的计算结果做延拓。延拓的途径并

不唯一，这里我们采用幺正化的方法。幺正性是量子场论的一条基本的公理，它反映

的是几率守恒。在理论上幺正化方法相当于对高阶修正的重求和，这使得 χPT 的计

算结果能够延拓到更高的能标，大约在 1GeV 左右。

幺正化方法有两种，第一种称为多道逆振幅法 (IAM)[36]，其具体的操作方法如下。

任意一个满足幺正性的散射振幅矩阵可以表示为

TJ =
(
Re[T−1J ]− iΣ

)−1
, (3–26)

其中矩阵的每一个分量指标代表一个散射道。这实际上是一个恒等式，显然有 Σ =

−Im[T−1J ]。接下来需要计算 Re[T−1J ]，首先对 TJ 做微扰展开并取逆

TJ = T
(2)
J + T

(4)
J + · · ·

=⇒ T−1J =
(
T

(2)
J + T

(4)
J + · · ·

)−1
=

((
1 + T

(4)
J T

(2)−1
J + · · ·

)
T

(2)
J

)−1
= T

(2)−1
J

(
1 + T

(4)
J T

(2)−1
J + · · ·

)−1
= T

(2)−1
J

(
1− T (4)

J T
(2)−1
J + · · ·

)
. (3–27)
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考虑到树图振幅 T
(2)
J 是个实矩阵，可以得到

Re[T−1J ] = T
(2)−1
J

(
1− Re[T

(4)
J ]T

(2)−1
J + · · ·

)
,

Im[T−1J ] = T
(2)−1
J

(
−Im[T

(4)
J ]T

(2)−1
J + · · ·

)
. (3–28)

其中 T
(2)−1
J 和Re[T

(4)
J ]都可以用微扰方法计算出来。此外我们可以进一步简化其形式，

将其带入公式 (3–26) 可以得到

TJ =
[
T

(2)−1
J

(
1− Re[T

(4)
J ]T

(2)−1
J + · · ·

)
− iΣ

]−1
=

[
T

(2)−1
J

(
T

(2)
J − Re[T

(4)
J ]− iT (2)

J ΣT
(2)
J + · · ·

)
T

(2)−1
J

]−1
= T

(2)
J

(
T

(2)
J − Re[T

(4)
J ]− iT (2)

J ΣT
(2)
J + · · ·

)−1
T

(2)
J

= T
(2)
J

(
T

(2)
J − Re[T

(4)
J ]− iIm[T

(4)
J ] + · · ·

)−1
T

(2)
J

= T
(2)
J

(
T

(2)
J − T

(4)
J + ...

)−1
T

(2)
J

≈ T
(2)
J

(
T

(2)
J − T

(4)
J

)−1
T

(2)
J . (3–29)

从上式可以看出，只需要用微扰论计算出 T
(2)
J 和 T

(4)
J ，并且对它们做所有阶的重求和

就可以就能得到幺正化的散射振幅矩阵。在重求和的操作当中，我们只需要对矩阵作

取逆的操作，除了要对 T
(4)
J 做单圈图计算，不需要做额外的更高阶圈图计算。

+= +
V

T V V + ...V VGGG

图 3–1 所有的 s-道散射振幅的重求和。

Figure 3–1 Resummation of all the s-channel scattering amplitudes.

上面提到的重求和的概念可以通过图 3–1 来理解，实际上这是得到幺正化的散射

振幅矩阵的第二种方法。其中我们将所有的 S 道 O(p4) 阶的修正图进行了求和，最终

也能得到和 IAM 方法给出的相同的结果

T = T (2) + T (4) + T (4)(T (2))−1T (4) + T (4)(T (2))−1T (4)(T (2))−1T (4) + · · ·

= T (2) + (1 + T (4)(T (2))−1 + T (4)(T (2))−1T (4)(T (2))−1 + · · · )T (4)

= T (2) + (1− T (4)(T (2))−1)−1T (4)
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= (1− T (4)(T (2))−1)−1((1− T (4)(T (2))−1)T (2) + T (4))

= (1− T (4)(T (2))−1)−1T (2)

= T (2)(T (2) − T (4))−1T (2). (3–30)

3.2 介子低能形状因子

3.2.1 标量形状因子

两介子系统的类时标量形状因子定义为

B0F
q̄′q
S,i (s) ≡ ⟨ai(pai)bi(pbi)| q̄′q |0⟩ , (3–31)

下标 i表示相互作用道的指标，{ai, bi}表示第 i个道中的粒子，s = (pai + pbi)
2。标量

形状因子的幺正关系表示为

2ImF q̄′q
S,i (s) =

∑
j

|p⃗j|
4π
√
s
(T ∗0 (s))jiF

q̄′q
S,j (s), (3–32)

其中分波振幅的下标 0 表示 J = 0 的分量。

图 3–2 弹性散射区域内，形状因子的虚部由在壳的中间态粒子产生。

Figure 3–2 In elastic region, the imaginary part of a form factor is caused by the on shell configuration of
the intermediate states.

图 3–2 给出了头两项树图和单圈图修正的形状因子的虚部。另外 T 时间反演不变

性给出 (T0)ij = (T0)ji。这样我们可以把幺正关系表示为如下矩阵形式

ImF q̄′q
S (s) = T ∗0 (s)Σ(s)F

q̄′q
S (s), (3–33)

其中 (Σ(s))ij ≡ δij
|p⃗i|

8π
√
s
Θ(s− sith)，sith = (mai +mbi)

2 是 i道中粒子的产生阈值。如果

对 F q̄′q(s) 做逐阶展开

FS = F
(0)
S + F

(2)
S + · · · , (3–34)
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再利用散射振幅矩阵的逐阶展开：T0 = T
(2)
0 + T

(4)
0 + ...，可以得到微扰形式的标量形

状因子满足的逐阶幺正关系

ImF
(0)
S = 0

ImF
(2)
S = T

(2)
0 ΣF

(0)
S

... (3–35)

接下来，我们将用 χPT 计算精确到 O(p2) 阶的标量形状因子，之后用 IAM 方法

给出其幺正化后的形式。因为 χPT 中的基本场自由度为赝标介子而不是夸克，我们

需要用赝标介子场表示 QCD 中的标量密度算符

Sij(x) ≡ Q̄i(x)Qj(x), (3–36)

其中Q = (u, d, s)T。先来看如何从 QCD 拉氏量出发得到 QCD 中的标量流 Q̄iQj。如

果把 QCD 拉氏量中的质量矩阵 M 替换成一个任意的外源矩阵 Xq，并对左右手夸克

场做分离，QCD 拉氏量表示为

L = Q̄LiD/ QL + Q̄RiD/ QR − Q̄RXqQL − Q̄LX
†
qQR −

1

4
Ga
µνG

aµν . (3–37)

然后将 QCD 拉氏量对 Xq 的矩阵元做偏导，再把 Xq 取为质量矩阵 M，我们就能得

到 QCD 中的标量流

Sij = −

(
∂L

∂(Xq)ij
+

∂L
∂(X†q )ij

)∣∣∣∣∣
Xq=M

. (3–38)

作为 QCD 的低能有效理论，χPT 在低能区域能描述与 QCD 相同的物理。所以如果

用同样的方法对 χPT 不同阶的拉氏量进行操作：先对Xq 的矩阵元做偏导，之后再把

Xq 取为质量矩阵M，就能得到 χPT 理论中的标量场算符

S
(2)
ij = −f

2B0

2
[U † + U ]ji,

S
(4)
ij = −2B0L4Tr[(∂µU)(∂

µU †)](U † + U)ji − 2B0L5(U
†(∂µU)(∂

µU †) + (∂µU)(∂
µU †)U)ji

− 8B2
0L6Tr[MU † + UM †](U † + U)ji − 8B2

0L7Tr[MU † − UM †](U † − U)ji
− 8B2

0L8(UM
†U + U †MU †)ji. (3–39)

对 U 做指数展开就可以得到标量流 S(2) 用赝标介子表示的形式

ūu = B0[−f 2 +K+K− +
π0η√
3
+

1

6
η2 +

1

2
π2
0 + π+π−] + · · · ,
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d̄d = B0[−f 2 +K0K̄0 − π0η√
3
+

1

6
η2 +

1

2
π2
0 + π+π−] + · · · ,

s̄s = B0[−f 2 +K0K̄0 +K+K− +
2

3
η2] + · · · ,

ūd = B0[K
0K− +

√
2

3
ηπ−] + · · · ,

ūs = B0[K̄
0π− − K−η√

6
+
K−π0√

2
] + · · · ,

d̄s = B0[−
K̄0η√

6
− K̄0π0√

2
+K−π+] + · · · . (3–40)

通过计算公式 (3–39) 给出的流算符在两个介子态和真空态之间的矩阵元，并将

计算精确到单圈阶如图 3–3所示，我们可以得到标量形状因子的解析表达式。具体结

果在附录中给出。

图 3–3 形状因子树图阶和单圈阶的费曼图。这里并未给出波函数重整化图。

Figure 3–3 Feynman diagrams for a generic form factor at tree-level and one-loop level. The wave function
renormalization diagrams are not shown here.

和介子-介子散射振幅的计算一样，我们也需要对形状因子做幺正化处理。通过

观察公式(3–33)，我们发现满足这一幺正性的标量形状因子可以表示为

FS = T0A, (3–41)

其中 A是一个任意的实矢量，其证明如下

T ∗0ΣFS = T ∗0ΣT0A = (ImT0)A = ImFS, (3–42)

其中第二步用到了 T0 的幺正性关系。因此需要在 O(p4) 阶构造出实矢量 A。实际上

A可以构造为

A = (T
(2)
0 )−1(F

(0)
S + F

(2)
S − T

(4)
0 (T

(2)
0 )−1F

(0)
S ). (3–43)

这样我们就能到幺正化的标量形状因子形式

FS = F
(0)
S + T

(2)
0 (T

(2)
0 − T

(4)
0 )−1F

(2)
S . (3–44)
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3.2.2 矢量形状因子

矢量流在两介子态和真空态之间的矩阵元可以参数化为两个矢量形状因子

⟨ai(pai)bi(pbi)| q̄′γµq |0⟩ ≡ F q̄′q
V+,i(s)(pai − pbi)µ + F q̄′q

V−,i(s)(pai + pbi)
µ. (3–45)

实际上这两个形状因子之间不是互相独立的，FV+,i 可以用 FV−,i 和标量形状因子表

示出来。利用运动方程

∂µ(q̄
′γµq) = i(mq′ −mq)q̄

′q, (3–46)

我们可以得到 FV+,i 和 FV−,i 之间的关系

F q̄′q
V+,i(s) =

1

s

[
B0(mq′ −mq)F

q̄′q
S,i (s)− (m2

ai
−m2

bi
)F q̄′q

V−,i(s)
]
. (3–47)

因此我们只需要计算 F q̄′q
V−,i。此外定义

F̃ q̄′q
V−(s) ≡ PF q̄′q

V−(s), (3–48)

其中 Pij ≡ |p⃗i|δij。这个新定义的形状因子满足幺正关系

ImF̃ q̄′q
V− = T ∗1ΣF̃

q̄′q
V−. (3–49)

注意到 F̃ 对应于 J = 1 的分波散射振幅。然而上式关系只在 s 处于最高阈值之上时

才严格满足，其中 P 的所有分量都是实的。当 s处在最低和最高阈值之间时，严格的

幺正关系应该为

ImF q̄′q
V− = (P−1)∗T ∗1ΣPF

q̄′q
V−, (3–50)

其中等式右边用的是 (P−1)∗ 而不是 P−1，因此 T ∗1 在最高阈值之下的动力学虚部可以

和 (P−1)∗ 的虚部相抵消。

接下来将用 χPT 计算精确到 O(p2) 阶的矢量形状因子。根据 SU(3)V 与 U(1)B

对称性 (B 代表重子数)，存在两种矢量流，它们分别是 SU(3) 八重态流 V a
µ 和单态流

V 0
µ，它们分别定义为

V a
µ = Q̄T aγµQ, V 0

µ = Q̄γµQ. (3–51)

从 QCD 拉氏量出发，得到这两个流最直接的方法是先把 SU(3)R × SU(3)L 和 U(1)B

全局对称性推广到定域对称性，这需要引入外部矢量场 lµ，rµ 和 v
(s)
µ 和左右手 SU(3)

八重态流以及单态流的耦合，然后将拉氏量对外场做偏导

V 0
µ = 3

∂L
∂vµ(s)

, V a
µ =

(
∂

∂rµa
+

∂

∂lµa

)
L. (3–52)
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通过对 U 场展开，我们就可以得到 χPT 中的用赝标介子表示的矢量流算符。但是注

意到因为介子的重子数为零，所以有 V 0
µ = 0。另外，由于事实上并没有外部矢量场和

系统耦合，在求完导数之后要把外部矢量场置零。这意味着展开的拉氏量中只有关于

lµ 和 rµ 的线性项才对矢量形状因子有贡献。八重态矢量流在 χPT 中领头阶 O(p2) 和

次领头阶 O(p4) 的形式分别为

V (2)
aµ =− if 2

4
Tr[λa[U, ∂µU

†]],

V (4)
aµ =− 2iL1Tr[(∂νU)(∂

νU †)]Tr[λa[U, ∂µU
†]]− iL2{Tr[(∂µU)(∂νU †)]Tr[λa[U, ∂νU †]]

+ Tr[(∂νU)(∂µU
†)]Tr[λa[U †, ∂νU ]]}

− iL3Tr[([λ
a, U ]∂µU

† + ∂µU [λa, U
†])(∂νU)(∂

νU †)]

− 2iB0L4Tr[λ
a[U, ∂µU

†]]Tr[MU † + UM †]

− iB0L5Tr[([λ
a, U ]∂µU

† + ∂µU [λa, U
†])(MU † + UM †)]

+ iL9Tr[λ
a∂ν((∂

νU)(∂µU
†)− (∂µU)(∂

νU †))]. (3–53)

V
(2)
aµ 的赝标介子场表示形式为 (V 0

µ = ūγµu+ d̄γµd+ s̄γµs = 0)

ūγµd = V µ
1 + iV µ

2

= −iK0←→∂ µK− + i
√
2π0←→∂ µπ− + · · · ,

ūγµs = V µ
4 + iV µ

5

= iπ−
←→
∂ µK̄0 − i

√
3

2
K−
←→
∂ µη − i√

2
K−
←→
∂ µπ0 + · · · ,

d̄γµs = V µ
6 + iV µ

7

= −iK−
←→
∂ µπ+ + i

√
3

2
η
←→
∂ µK̄0 − i√

2
π0←→∂ µK̄0 + · · · ,

ūγµu =
1√
3
V µ
8 + V µ

3

= iK−
←→
∂ µK+ + iπ−

←→
∂ µπ+ + · · · ,

d̄γµd =
1√
3
V µ
8 − V

µ
3

= −iK0←→∂ µK̄0 − iπ−
←→
∂ µπ+ + · · · ,

s̄γµs = − 2√
3
V µ
8

= iK0←→∂ µK̄0 − iK−
←→
∂ µK+ + · · · . (3–54)
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最后将以上得到的矢量流算符作用在双介子态和真空态之间就能得到矢量形状因子，

附录中给出了其解析表达式。

通过比较标量形状因子 FS 和矢量形状因子的幺正性关系，可以发现它们之间仅

有的差别在于两点：(1) 分波的角动量不同。(2) 矢量形状因子幺正性等式中出现的是

F̃ 而不是 F 。因此我们只要在公式(3–44)中做替换 T0 → T1 和 FS → F̃V−，就能得到

幺正化的矢量形状因子

F̃V− = F̃
(0)
V− + T

(2)
1 (T

(2)
1 − T

(4)
1 )−1F̃

(2)
V−,

⇒ FV− = F
(0)
V− + P−1T (2)

1 (T
(2)
1 − T

(4)
1 )−1PF (2)

V−. (3–55)

3.2.3 张量形状因子

这一小节计算两粒子系统的张量形状因子，其定义形式为

⟨ai(pai)bi(pbi)| q̄′σµνq |0⟩ ≡ i
Λ2

f 2
π

(pµaip
ν
bi
− pνaip

µ
bi
)F q̄′q

T,i (s), (3–56)

其中 Λ2 是在引入外部张量源时出现的一个低能系数 (LEC)。张量形状因子满足的幺

正关系和矢量形状因子 FV− 类似

ImF q̄′q
T = (P−1)∗T ∗1ΣPF

q̄′q
T . (3–57)

同样，它和 J = 1 的分波相关。

和标量或矢量的情况不同的是，用 χPT 推导张量流时所需要引入的外部张量流

在传统的手征拉氏量中是没有的。文献 [37] 首先给出了带张量流的手征拉氏量。夸克

层面 P, T 宇称为偶的张量流算符定义为

L = Q̄σµν t̄µνQ (3–58)

其中 t̄µν 是厄米的张量流算符。在 χPT 中，我们能够构造出的和张量流相耦合的领头

阶拉氏量是 O(p4) 阶的，其形式为

L(4)
T = −iΛ2Tr[t

µν
+ uµuν ], (3–59)

uµ = i{u†(∂µ − irµ)u− u(∂µ − ilµ)u†}, tµν± = u†tµνu† ± utµν†u, (3–60)

其中 tµν 和 tµν† 表示为

tµν =
1

4

(
gµλgνρ − gνλgµρ − iϵµνλρ

)
t̄λρ,

tµν† =
1

4

(
gµλgνρ − gνλgµρ + iϵµνλρ

)
t̄λρ. (3–61)
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在 O(p6) 阶，对张量形状因子有贡献的拉氏量为

L(6)
T = iC34Tr

(
tµν+ {χ+, uµuν}

)
+ iC35Tr

(
tµν+ uµχ+uν

)
+ iC36Tr

(
χ+

)
Tr
(
tµν+ uµuν

)
+ iC37Tr

(
tµν+
)
Tr[χ+uµuν

)
+ iC88iTr

(
▽ρ tµν+ [hµρ, uν ]

)
+ iC89iTr

(
▽µ t

µν
+ [hνρ, u

ρ]
)

+ C106Tr
(
tµν+ [χ−µ, uν ]

)
+ iC107Tr

(
t+µνh

µαhνα
)
. (3–62)

这些拉氏量被用来抵消张量形状因子的单圈修正中的紫外发散。我们定义重整化的

LECs Cr
i 和发散系数 γTi 为

Cr
i = Ci −

Λ2

f 2
λγTi . (3–63)

实际上要消除所有的发散我们不需要固定所有的 {γTi }，只需要固定其中的一部分：

γT34 +
1

2
(γT89 + γT106 + γT107) = −

1

24
,

γT35 + γT89 + γT106 + γT107 = −
3

4
,

γT36 = −
11

18
, γT37 = −

1

2
,

γT88 − γT89 − γT107 = −
1

4
. (3–64)

要计算出张量形状因子我们需要知道 Λ2 和 Cr
i 随重整化能标 µ 的演化。然而目前格

点的计算并没有给出 LECs 值确切的能标演化行为。这里我们采用了文献[38] 中通过第

一性原理估计有效作用量的方法给出的结果。虽然这种方法无法给出重整化的 LECs
是如何随能标演化的以至于无法确定如何将计算结果通过适当的减除方案和重整化

的 LECs 匹配，但是我们可以假定文献[38] 中的 LECs 是定义在一个未知的能标 µ̃，然

后利用重整化群将其演化到能标 µ = mρ

Cr
i (mρ) = Cr

i (µ̃)−
γTi
32π2

Λ2

f 2
ln
m2
ρ

µ̃2
. (3–65)

表 3–2 给出了我们需要的 LECs 值。

在 QCD 的夸克胶子层面上，张量流算符定义为

T µνij ≡ q̄iσ
µνqj. (3–66)

类似于构造手征矢量流的方法，利用 O(p4) (3–59) 和 O(p6) (3–62) 的手征拉氏量，通

过对张量外源做偏导我们可以得到张量流算符 T
(4)
µν 和 T

(6)
µν 的形式

T
(4)µν
ij = −iΛ2

4
[u†[uµ, uν ]u† − iεµνλρu†uλuρu† + u[uµ, uν ]u+ iεµνλρuuλuρu]ji,
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表 3–2 对应于张量外源[38] 的手征拉氏量的低能常数。其中 Λ2 的单位是 10−3b0，而其他量的单位

是 10−3GeV−2b0，b0 = 1.32GeV。重整化标度假定为 µ = mρ（具体参见正文中的讨论）。

Table 3–2 Low energy constants for Chiral Lagrangian with tensor sources derived from Ref.[38]. Λ2 is
given in units of 10−3b0 while the remainders are given in units of 10−3GeV−2b0 where b0 = 1.32GeV.
The renormalization scale is assumed to be µ = mρ (see the discussion in the text).

Λ2 Cr
34 Cr

35 Cr
88 Cr

89 Cr
106 Cr

107

13.79 0.01 −4.14 −1.44 10.26 −9.04 −0.09

T
(6)µν
ij =

i

f 2

(
∂[µϕa

) (
∂ν]ϕb

)(
C34{χ, λaλb}+ C35λ

aχλb + C36Tr[χ]λ
aλb

+C37Tr[χλ
aλb] +

1

2
C106[{χ, λa}, λb]

)
ji

+
2i

f 2
C107

(
∂α∂[µϕa

) (
∂ν]∂αϕb

) (
λaλb

)
ji

− i

f 2
[λa, λb]ji

[
C88∂

ρ
(
(∂[µ∂ρϕa)∂

ν]ϕb
)
+ C89∂

[µ
(
(∂ν]∂ρϕa)∂

ρϕb
)]

+O(ϕ3), (3–67)

其中 A[µBν] ≡ AµBν − AνBµ. T (4)µν 的赝标介子表示形式为

ūσµνu =
iΛ2

f 2
(−∂µK+∂νK

− + ∂µK
−∂νK

+ − ∂µπ+∂νπ
− + ∂µπ

−∂νπ
+) + · · · ,

d̄σµνd =
iΛ2

f 2
(∂µK̄

0∂νK
0 − ∂µK0∂νK̄

0 + ∂µπ
+∂νπ

− − ∂µπ−∂νπ+) + · · · ,

s̄σµνs =
iΛ2

f 2
(−∂µK̄0∂νK

0 + ∂µK
0∂νK̄

0 + ∂µK
+∂νK

− − ∂µK−∂νK+) + · · · ,

ūσµνd =
iΛ2

f 2
(∂µK

−∂νK
0 − ∂µK0∂νK

− +
√
2∂µπ

0∂νπ
− −
√
2∂µπ

−∂νπ
0) + · · · ,

ūσµνs =
iΛ2

2f 2
(−2∂µK̄0∂νπ

− + 2∂µπ
−∂νK̄

0 +
√
6∂µη∂νK

− +
√
2∂µπ

0∂νK
−

−
√
6∂µK

−∂νη −
√
2∂µK

−∂νπ
0) + · · · ,

d̄σµνs =
iΛ2

2f 2
(
√
6∂µη∂νK̄

0 −
√
2∂µπ

0∂νK̄
0 −
√
6∂µK̄

0∂νη +
√
2∂µK̄

0∂νπ
0

+ 2∂µπ
+∂νK

− − 2∂µK
−∂νπ

+) + · · · . (3–68)

张量形状因子的解析表达式已在附录中给出。然而，我们同样需要对其做幺正化处
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理。张量形状因子的幺正关系和矢量形状因子相同，它们具有相同的 IAM 形式

⇒ FT = F
(0)
T + P−1T (2)

1 (T
(2)
1 − T

(4)
1 )−1PF (2)

T . (3–69)

3.3 本章总结

本章系统地研究了两介子系统的标量、矢量和张量形状因子。我们先用手征微扰

论计算出形状因子精确到次领头阶的解析结果，然后使用 IAM 方法对所有 s-道的圈

图修正贡献重求和，从而使得形状因子满足幺正化关系并且能适用于较高的能量区

域，大约在 1GeV 左右。在第四章中，我们将研究一些重味介子弱衰变过程，包括半

轻D → ππ 过程以及半轻 FCNC 过程 Bs/Ds → ππ。这些过程的共同之处在于其末态

的两个 π 介子都来源于一个 S-波共振态 f0(980)。f0(980) 是一种奇异的共振态，它的

质量接近 KK̄ 阈值从而使得传统的窄宽度近似失效。这意味着在计算强子跃迁矩阵

元时末态两介子相互作用的效应不能被忽略。要描述低能轻介子相互作用需要用到本

章给出的介子低能形状因子的计算结果。在第四章中我们将阐述如何用介子形状因子

修正窄宽度近似，并用光锥 QCD 求和规则计算重味强子跃迁形状因子。
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第四章 多体半轻 D(Ds), Bs衰变中的手征动力学和 S-波贡献

CKM 矩阵元作为标准模型中重要的参数，对于我们理解标准模型中的 CP 破坏

至关重要。D 介子的半轻弱衰变是一类非常理想的能够确定 |Vcd|的过程。半轻过程

中弱和强相互作用是分离的，实验上这一过程的信号〸分干净。此外，由于轻子不参

与强相互作用，所有的强动力学都包含在了形状因子里面，人们可以通过半轻D介子

弱衰变研究重到轻跃迁过程中的动力学机制。目前D → ρ的形状因子已经在 CLEO-c
实验上通过衰变道 D0 → ρ−e+νe 和 D+ → ρ0e+νe 测得[39]。因为 ρ 介子的宽度很宽，

D → ρℓν̄ℓ 实际上是一个准四体过程 D → ππℓν̄ℓ，其中 ρ 可以通过 P-波的 ππ 系统重

建出来。然而其他的 ππ 共振态或者非共振态可能和 P-波部分相干，因此需要同时考

虑 S-波在 D → ππℓν̄ℓ 中的贡献。

此外，超出标准模型的新物理 (NP) 可以通过精确测量低能过程来间接地寻找。

其中一个理想的方法是研究味道改变中性流 (FCNC) 过程。例如稀有衰变 b→ sℓ+ℓ−，

它在标准模型中发生几率很小，因此对潜在的新物理很敏感。遍举衰变模式 B →
K∗ℓ+ℓ−可以提供丰富的弱衰变信息包括衰变几率、前反对称性、角分布等。但事实上

B → K∗ℓ+ℓ−也是一个四体衰变过程，这是因为K∗介子是通过Kπ 末态重建出来的，

因此研究 B → M1M2ℓ
+ℓ− 更加合适，其中 M1M2 不同分波成分都会参与贡献[40-42]。

在许多文献中都有对 B → Kπℓ+ℓ− 中 S-波贡献进行的讨论[43-48]。在理论计算中，由

于 b 夸克质量远远大于强子能标 ΛQCD，人们可以将硬散射核对强相互作用耦合常数

αs 和幂次标度参数 ΛQCD/mb 进行展开。另一方面，末态的两个轻强子之间的相互作

用必须满足幺正性和解析性约束条件。

目前 LHCb 合作组对稀有衰变 Bs → π+π−µ+µ−进行了分析[49, 50]，测得分支比为

B(Bs → π+π−µ+µ−) = (8.6± 1.5± 0.7± 0.7)× 10−8, (4–1)

其中主导贡献来自于 Bs → f0(980)µ
+µ−

B(Bs → f0(980)(→ π+π−)µ+µ−) = (8.3± 1.7)× 10−8. (4–2)

另外，CLEO 和 BES 合作组也分析了衰变过程 Ds → π+π−ℓνe
[49, 50]。其中 f0(980) 的

贡献也是占主导的

B(Ds → f0(980)(→ π+π−)e+νe) = (2.0± 0.3± 0.1)× 10−3. (4–3)

而最新的 CLEO-c 数据[51] 也给出了相似的结果

B(Ds → f0(980)(→ π+π−)e+νe) = (1.3± 0.2± 0.1)× 10−3. (4–4)
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无论是 D → ππℓν̄ℓ 过程还是 Bs → π+π−µ+µ− 过程，末态都有轻介子对产生，

我们不可避免地需要处理低能区的物理。然而因为在低能区域 QCD 的微扰论不再成

立，我们无法直接采用微扰的方法处理轻介子。不过从另一方面来看，因为重夸克

质量标度很大，我们可以为重介子衰变过程建立因子化方法。除了理解 CP 破坏和寻

找新物理，B 和 D 的半轻衰变过程也可以被用来研究轻介子的内部结构。另外，在

D → ππℓν̄ℓ 中会同时存在 ρ(770) 和 f0(980) 的贡献，而 f0(980) 的结构尚未被完全理

解，因此对 D → ππℓν̄ℓ 的理论计算也将有助于我们理解 f0(980) 的结构。

本章将对 D− → π+π−ℓν̄ℓ，D̄0 → π+π0ℓν̄ℓ 和 Ds → π+π−e+νe，以及 FCNC 过程

Bs → π+π−ℓ+ℓ− 和 B0
s → π+π−νν̄ 进行理论分析。我们将采用光锥 QCD 求和规则

(LCSR) 在非共振区域计算 D−, D̄(0), Ds, Bs 到 S-波 ππ 对的形状因子。其中末态 ππ

的低能相互作用将用相应的 ππ标量形状因子描述。对于D−/D̄0 衰变，我们将采用幺

正化的手征有效理论计算 ππ 形状因子，而对于 Ds, Bs 衰变我们将采用 Breit Wigner
公式拟合 ππ 标量形状因子，并进行对比。最后利用所得结果给出唯象的应用，其中

包括微分衰变宽度、S-波贡献、前反对称性等可观测量。

4.1 共振态近似方法计算 D → ππ矩阵元

4.1.1 LCSR 框架下的 D → f0 形状因子计算

图 4–1 给出了 D → ππℓ−ν̄ℓ 衰变的费曼图。其中轻子可以是一个电子或缪子, ℓ =
e, µ。观察者夸克可以是 u或 d夸克，分别对应于 D̄0 → π+π0ℓ−ν̄ℓ 和D− → π+π−ℓ−ν̄ℓ，

注意到前者没有 S-波 f0 的贡献，而后者既有 P-波也有 S-波的贡献。通过积分出虚的

W 玻色子，我们可以得到描述 c→ d的有效哈密顿量

Heff =
GF√
2
Vcd[d̄γµ(1− γ5)c][ν̄γµ(1− γ5)ℓ] + h.c., (4–5)

其中 GF 是费米常数，Vcd 是 CKM 矩阵元。轻子对部分可以用微扰论直接计算，而强

子部分的矩阵元需要用形状因子来参数化。

强子跃迁矩阵元的计算需要考虑 S-波和 P-波两种贡献。其中 S-波的贡献主要来

自于共振态 f0(980)，注意到 f0(980) 是标量粒子，相应的形状因子定义为

⟨f0(p2)|d̄γµγ5c|D(pD)⟩

= −i
{
FD→f0
+ (q2)

[
Pµ −

m2
D −m2

f0

q2
qµ

]
+ FD→f0

0 (q2)
m2
D −m2

f0

q2
qµ

}
. (4–6)

其中 FD→f0
+ 和 FD→f0

0 是 D → f0 形状因子，定义动量 P = pD + p2，q = pD − p2。接

下来将介绍如何用 LCSR 计算 FD→f0
+ 和 FD→f0

0 。为了方便计算，我们可以定义另一
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c̄ d̄

l−

ν̄l

u/d

图 4–1 D → ππℓ−ν̄ℓ 衰变的费曼图。其中轻子是电子或者缪子，ℓ = e, µ。对于不同的D 介子，观

察者夸克可以是 u或 d夸克。它们分别对应于 D̄0 → π+π0ℓ−ν̄ℓ 和 D− → π+π−ℓ−ν̄ℓ。

Figure 4–1 Feynman diagram for theD → ππℓ−ν̄ℓ decays. The lepton could be electron or muon, ℓ = e, µ.
Depending on the D meson, the spectator could be u or d quark, corresponding to D̄0 → π+π0ℓ−ν̄ℓ and
D− → π+π−ℓ−ν̄ℓ.

套形状因子参数化强子矩阵元

⟨f0(p2)|d̄γµγ5c|D(pD)⟩ = −i
{
f+(q

2)Pµ + f−(q
2)qµ

}
. (4–7)

两套形状因子之间存在如下转换关系

F1(q
2) = f+(q

2) ,

F0(q
2) = f+(q

2) +
q2

m2
D −m2

f0

f−(q
2) . (4–8)

在第二章中，我们通过一个简单的电磁跃迁过程介绍了 LCSR 的基本框架。LCSR
适用于重到轻的介子乃至重子衰变过程，并且能够同时涵盖衰变过程中的硬散射部

分和低能非微扰部分。在硬散射区域，我们可以在光锥附近对算符乘积按照不同扭度

(twist) 的定域算符矩阵元做展开，从而用光锥分布振幅 (LCDAs) 描述强子跃迁中的非

微扰成分，比如形状因子就可以表示为强子的光锥分布振幅 (LCDA) 和微扰可计算的

硬核之间的卷积。其中领头阶扭度和次领头阶扭度的 LCDAs 是占主导贡献的，而更

高阶扭度的 LCDA 的贡献是被压低的。

这里将介绍如何使用 LCSR 计算D → f0(980) 形状因子。基于 LCSR 方法，首先

根据要描述的物理过程定义一个两点关联函数

Π(pf0 , q) = i

∫
d4x eiq·x⟨f0(pf0)|T {jΓ1(x), jΓ2(0)} |0⟩, (4–9)

其中 jΓ1 = d̄γµγ5c，jΓ2 是从真空中产生 D 介子的场算符，并且拥有和 D 介子相同的

量子数。这里我们选择 jΓ2 = c̄iγ5d。它在真空和 D 介子之间的矩阵元参数化为 D 介
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子的衰变常数

⟨D(pD)|c̄iγ5d|0⟩ =
m2
D

mc +md

fD. (4–10)

我们需要分别在强子层面和 QCD 层面计算关联函数，然后将两者匹配起来就可以得

到用求和规则表示的形状因子。在强子层面上，计算关联函数可以得到

ΠHAD(pf0 , q) =
⟨f0(pf0)|jΓ1|D(pf0 + q)⟩⟨D(pf0 + q)|jΓ2|0⟩

m2
D − (pf0 + q)2

+
∑
h

⟨f0(pf0)|jΓ1|h(pf0 + q)⟩⟨h(pf0 + q)|jΓ2|0⟩
m2
h − (pf0 + q)2

. (4–11)

其中包括了第一激发态 D 介子和质量更大的共振态及连续态 h 的贡献。我们也可以

用单共振态和连续谱来表示关联函数

ΠHAD(pf0 , q) =
⟨f0(pf0)|jΓ1|D(pf0 + q)⟩⟨D(pf0 + q)|jΓ2|0⟩

m2
D − (pf0 + q)2

+

∫ ∞
s0

ds
ρh(s, q2)

s− (pf0 + q)2
, (4–12)

其中更大质量的共振态及连续态 h 都被包含在了谱函数 ρh(s, q2) 中，而 s0 是谱函数

产生贡献的阈值。

另一方面，在夸克层面上，我们利用算符乘积展开 (OPE)，在深欧区域 q2 ≪ 0 计

算关联函数。在这一非物理区域的关联函数，利用其在 q2 ≪ 0复平面上的解析性，我

们可以通过色散积分将其和物理区域的关联函数联系起来

ΠQCD(pf0 , q) =
1

π

∫ ∞
(mb+ms)2

ds
ImΠQCD(s, q2)

s− (pf0 + q)2
. (4–13)

利用全局的夸克强子对偶，公式 (4–12) 中的积分可以等价于其相应的 QCD 层面的表

示 (4–13) ∫ ∞
s0

ds
ρh(s, q2)

s− (pf0 + q)2
=

1

π

∫ ∞
s0

ds
ImΠQCD(s, q2)

s− (pf0 + q)2
.

然后分别对强子层面和 QCD 层面表示的关联函数做 Borel 变换

B[F(Q2)] = limQ2→∞, n→∞, Q2/n=M2

1

(n− 1)!
(−Q2)n

(
d

dQ2

)n
F(Q2) , (4–14)

Fi 是关于 Q2 = −q2 的函数而M2 是 Borel 参数，这里我们用到了公式

B
[

1

(s+Q2)n

]
=

exp(−s/M2)

(M2)n (n− 1)!
. (4–15)
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Borel 变换能够利用幂指数 (M2)−n 改进 OPE 的收敛性，同时通过适当地选取 M2 可

以增加低能激发态的贡献。分别对 ΠHAD 和 ΠQCD 做 Borel 变换我们得到

⟨f0(pf0)|jΓ1|D(pD)⟩⟨D(pD)|jΓ2|0⟩exp
[
−m

2
D

M2

]
=

1

π

∫ s0

(mb+ms)2
ds exp[− s

M2
] ImΠQCD(s, q2), (4–16)

其中 pD = pf0 + q。利用等式 (4–16) 使我们能够抽取出 f+ 和 f−。

在 ΠQCD 的计算中，我们需要对公式 (4–9) 中的编时乘积在光锥附近做展开，展

开中的每一项都包含非定域夸克-胶子算符的矩阵元。如果把 f0 当做一个 dd̄态，我们

可以将 ΠQCD 表示为一系列 f0 的不同扭度光锥分布振幅

⟨f0(pf0)|d̄(x)γµd(0)|0⟩ = f̄f0pf0µ

∫ 1

0

dueiupf0 ·xΦf0(u),

⟨f0(pf0)|d̄(x)d(0)|0⟩ = mf0 f̄f0

∫ 1

0

dueiupf0 ·xΦs
f0
(u),

⟨f0(pf0)|d̄(x)σµνd(0)|0⟩ = −
mf0

6
f̄f0(pf0µxν − pf0νxµ)

∫ 1

0

dueiupf0 ·xΦσ
f0
(u), (4–17)

其中 Φf0 是扭度为 2 的 LCDA，其他两个是扭度为 3 的 LCDA。它们的归一化为∫ 1

0

duΦf0(u) = 0,

∫ 1

0

duΦs
f0
(u) =

∫ 1

0

duΦσ
f0
(u) = 1. (4–18)

最后得到形状因子的表达式为[52]

f+(q
2)

=
mc +md

2m2
DfD

f̄f0exp

[
m2
D

M2

]{∫ du

u
exp

[
−
m2
c + uūm2

f0
− ūq2

uM2

] [
−mcΦf0(u)

+ umf0Φ
s
f0
(u) +

1

3
mf0Φ

σ
f0
(u) +

m2
c + q2 − u2m2

f0

uM2

mf0Φ
σ
f0
(u)

6

]
+ exp [−s0/M2]

mf0Φ
σ
f0
(u0)

6

m2
c − u20m2

f0
+ q2

m2
c + u20m

2
f0
− q2

}
, (4–19)

f−(q
2)

=
mc +md

2m2
DfD

f̄f0exp

[
m2
D

M2

]{∫ 1

u0

du

u
exp

[
−
m2
c + uūm2

f0
− ūq2

uM2

] [
Φf0(u) + (2− u)mf0Φ

s
f0
(u)

+
1− u
3u

mf0Φ
σ
f0
(u)−

u(m2
c + q2 − u2m2

f0
) + 2(m2

c − q2 + u2m2
f0
)

u2M2

mf0Φ
σ
f0
(u)

6

]
−
u0(m

2
c + q2 − u20m2

f0
) + 2(m2

c − q2 + u20m
2
f0
)

u0(m2
c + u20m

2
f0
− q2)

exp [−s0/M2]
mf0Φ

σ
f0
(u0)

6

}
, (4–20)
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其中

u0 =
m2
f0
+ q2 − s0 +

√
(m2

f0
+ q2 − s0)2 + 4m2

f0
(m2

b − q2)

2m2
f0

. (4–21)

数值计算中，介子质量取为 PDG 上的值 mD = 1.870 GeV, mf0 = 0.99 GeV[53]。

夸克质量选为 mc = 1.27 GeV[53], md = 5 MeV。衰变常数则取为 fD = 0.21 GeV[53],
ff0 = 0.18 GeV[54]。阈值 s0 固定为 s0 = 4.1 GeV2，它对应于第一径向激发态 D 的质

量平方。由于光锥求和的计算结果只能适用于小动量转移的区域，因此为了将形状因

子的适用范围扩展到整个物理区域，我们可以对形状因子在小 q2 区域用某种函数拟

合，通过拟合函数来正确地描述形状因子的奇点结构。

形状因子是由公式 (4–6) 中的矩阵元定义的，此矩阵元的奇点决定了形状因子的

奇点。在公式 (4–6) 中，初末态的动量是在壳的，如果通过解析延拓使得它们离壳，奇

点的位置不会改变。我们可以研究如下离壳关联函数的奇点结构

Πoff
µ (q, p1, p2) =

∫
d4wd4xd4y e−iq·we−ip1·xeip2·y⟨0|T{J5

µ(w)f0(y)D
†(x)}|0⟩, (4–22)

其中 J5
µ = d̄γµγ5c 是轴矢流，f0(y) 和 D(x) 分别是与 f0 和 D 介子拥有相同量子数的

流算符，它们满足

⟨0|f0(0)|f0(p2)⟩ ̸= 0, ⟨D(p1)|D†(0)|0⟩ ̸= 0. (4–23)

对于 J5
µ(w) 算符，如果存在量子数与其相同的强子态 H(p) 使得如下矩阵元不为零∫

d4w e−iq·w⟨0|J5
µ(w)|H(p)⟩ ̸= 0,∫

d4xd4y e−ip1·xeip2·y⟨H(p)|T{f0(y)D†(x)}|0⟩ ̸= 0, (4–24)

其中动量满足 p = p2 − p1 = q。那么根据 Polology 原理[55]，当 p2 → m2
H 时，关联函

数 Πoff
µ (q, p1, p2) 一定正比于如下形式

Πoff
µ (q, p1, p2) ∝

1

p2 −m2
H

δ4(p2 − p1 − q)Mµ(p)M̃(p, p1), (4–25)

其中振幅M 和 M̃ 用如下非零的矩阵元表示

Mµ(p) = ⟨0|J5
µ(0)|H(p)⟩,

M̃(p, p1) =

∫
d4x e−ip1·x⟨H(p)|T{f0(0)D†(x)}|0⟩. (4–26)
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表 4–1 LCSR 计算得出的 D → f0 形状因子，q2 依赖由公式(4–28)拟合得到。

Table 4–1 The fitting parameters of D → f0 form factors derived by LCSR with the fomular Eq. (4–28).

D → f0 F (0) a b

F1 0.320 0.991 0.544

F0 0.320 0.346 -0.735

这里 H(p) 是所有可能的强子态中质量最小的基态，对于 J5
µ = d̄γµγ5c，H(p) 只可能

是赝标 D 介子。由此可以得出关联函数 Πoff
µ (q, p1, p2) 一定存在一个在 p2 = q2 = m2

D

处的奇点。因此，我们可以估计形状因子的参数化形式为

Fi(q
2) ∝ 1

q2 −m2
D

. (4–27)

然而这一单奇点的形式有很大的近似，它忽略了更高的奇点贡献。为了弥补这一点，

我们可以将拟合函数在单奇点的结构上做一些修正，其形式为

Fi(q
2) =

Fi(0)

1− ai q
2

m2
D
+ bi(

q2

m2
D
)2
. (4–28)

表 4–1 给出了用此公式拟合后得到的形状因子参数。ai 和 bi 是通过对形状因子在区

间 −0.5 GeV2 < q2 < 0.5 GeV2 内拟合得到的。在理想状况下，如果认为最小的奇点

占主要贡献，我们期望 ai 的值接近于 1 而 bi 的值尽可能小。然而从结果来看只有 a1

的值是最符合预期的，这反过来说明仅仅用单奇点公式 (4–27) 做拟合确实是不够的。

4.1.2 手征动力学对共振态近似的修正

在两个赝标介子强相互作用区域，传统的共振态近似就失效了。例如对于在 1

GeV 下的 S-波贡献，我们可以按照以下方式定义形状因子[56]

⟨(ππ)S(pππ)|ūγµγ5c|D(pD)⟩ =− i
1

mππ

{[
Pµ −

m2
D −m2

ππ

q2
qµ

]
FD→ππ1 (m2

ππ, q
2)

+
m2
D −m2

ππ

q2
qµFD→ππ0 (m2

ππ, q
2)

}
. (4–29)

Watson 定理告诉我们在 ππ 弹性散射和在 ππ 系统与其他强子无强相互作用的衰

变道中测得的相位是相等的。半轻过程中的轻子对 ℓν̄ 实际上和 ππ 系统是脱偶的，因
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此 D 到标量 ππ 的衰变振幅的相位等于相应的相同同位旋和角动量的 ππ 散射相位

⟨(ππ)S|d̄Γc|D⟩ ∝ Fππ(m
2
ππ), (4–30)

标量形状因子定义为

⟨0|d̄d|π+π−⟩ = B0Fππ(m
2
ππ), (4–31)

其中 B0 = 1.7 GeV[57] 是 QCD 凝聚参数。

由于扭度为 3 的振幅和标量共振态的具有相同的渐进行为[58]，利用 ππ 标量形状

因子，D → (ππ)S 的形状因子可以通过和 D → f0 形状因子进行匹配得到

FD→ππi (m2
ππ, q

2) = B0
1

ff0
Fππ(m

2
ππ)F

D→f0
i (q2) (4–32)

标量 ππ 形状因子可以用幺正化的手征微扰论处理。在第三章中我们介绍了其计

算方法。以往文献中对 F s
ππ(m

2
ππ) 的计算采用了不同的方法，其中包括 (幺正化的) 手

征微扰论 (χPT)[33, 59-65] 和色散关系[66]。在 χPT 中，精确到次领头阶 (NLO) 的结果可

以很好地描述低能的实验数据。但是随着不变质量的增大，高阶的贡献变得更加重

要。当然这和我们的预期是相符的，χPT 是按照 pπ/(4πfπ) 做展开的。在幺正化方法

中通过对高阶修正的求和，可以将 χPT 的适用范围扩展到 1 GeV 左右[67]。对于标量

S-波，ππ 和 KK 系统的同位旋本征态为

|ππ⟩I=0 =
1√
3

∣∣π+π−
⟩
+

1√
6

∣∣π0π0
⟩
, (4–33)

|KK̄⟩I=0 =
1√
2

∣∣K+K−
⟩
+

1√
2

∣∣K0K̄0
⟩
, (4–34)

两者的标量形状因子分别可以定义为

√
2B0 F

n/s
1 (s) = ⟨0|n̄n/s̄s|ππ⟩I=0, (4–35)

√
2B0 F

n/s
2 (s) = ⟨0|n̄n/s̄s|KK̄⟩I=0,

其中 s = m2
ππ。n̄n = (ūu + d̄d)/

√
2 表示非奇异标量密度算符，同时采用了简写记号

(π =1, K = 2)。由此可得[33, 60, 64, 65]

Fππ(m
2
ππ) =

√
2

3
F n
1 (m

2
ππ). (4–36)

F n
1 (s) =

√
3

2

[
1 + µπ −

µη
3

+
16m2

π

f 2
(2Lr8 − Lr5) + 8 (2Lr6 − Lr4)

2m2
K + 3m2

π

f 2
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+
8s

f 2
Lr4 +

4s

f 2
Lr5 +

(
2s−m2

π

2f 2

)
Jrππ(s) +

s

4f 2
JrKK(s) +

m2
π

18f 2
Jrηη(s)

]
,

F s
1 (s) =

√
3

2

[
16m2

π

f 2
(2Lr6 − Lr4) +

8s

f 2
Lr4 +

s

2f 2
JrKK(s) +

2

9

m2
π

f 2
Jrηη(s)

]
,

F n
2 (s) =

1√
2

[
1 +

8Lr4
f 2

(
2s−m2

π − 6m2
K

)
+

4Lr5
f 2

(
s− 4m2

K

)
+

16Lr6
f 2

(
6m2

K +m2
π

)
+

32Lr8
f 2

m2
K +

2

3
µη +

(
9s− 8m2

K

36f 2

)
Jrηη(s) +

3s

4f 2
JrKK(s) +

3s

4f 2
Jrππ(s)

]
,

F s
2 (s) = 1 +

8Lr4
f 2

(
s−m2

π − 4m2
K

)
+

4Lr5
f 2

(
s− 4m2

K

)
+

16Lr6
f 2

(
4m2

K +m2
π

)
+
32Lr8
f 2

m2
K +

2

3
µη +

(
9s− 8m2

K

18f 2

)
Jrηη(s) +

3s

4f 2
JrKK(s). (4–37)

加上幺正约束条件后，标量形状因子可以表示为耦合道的代数方程

F (s) = [I +K(s) g(s)]−1R(s) (4–38)

= [I −K(s) g(s)]R(s) + O(p6),

其中 R(s) 没有右手的截断，上式只精确到次领头阶 (NLO) 的手征展开。K(s) 是介

子-介子散射振幅的 S-波投影核，可以从领头阶的手征拉矢量推导出来

K11 =
2s−m2

π

2f 2
, K12 = K21 =

√
3s

4f 2
, K22 =

3s

4f 2
.

关于单圈图的计算可以采用动量截断的方案，也就是取 qmax ∼ 1 GeV 截断动量积

分[67]；或者可以采用维数正规化的方法，同时结合 MS 减除方案。在后一种方法中，

介子圈图积分为中的积分函数为

Jrii(s) ≡
1

16π2

[
1− log

(
m2
i

µ2

)
− σi(s) log

(
σi(s) + 1

σi(s)− 1

)]
= −gi(s), (4–39)

其中 σi(s) =
√
1− 4m2

i /s。

通过将幺正化约束和手征微扰论进行匹配，我们可以得到 Ri 的具体表达式[62, 68]

Rn
1 (s) =

√
3

2

{
1 + µπ −

µη
3

+
16m2

π

f 2
(2Lr8 − Lr5) + 8 (2Lr6 − Lr4)

2m2
K + 3m2

π

f 2

+
8s

f 2
Lr4 +

4s

f 2
Lr5 −

m2
π

288π2f 2

[
1 + log

(
m2
η

µ2

)]}
,

Rs
1(s) =

√
3

2

{
16m2

π

f 2
(2Lr6 − Lr4) +

8s

f 2
Lr4 −

m2
π

72π2f 2

[
1 + log

(
m2
η

µ2

)]}
,

Rn
2 (s) =

1√
2

{
1 +

8Lr4
f 2

(
2s− 6m2

K −m2
π

)
+

4Lr5
f 2

(
s− 4m2

K

)
+

16Lr6
f 2

(
6m2

K +m2
π

)
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图 4–2 幺正化的手征微扰论计算得到的非奇异 ππ 标量形状因子。其中形状因子的模，实部和虚

部分别在图中用实线，虚线和点线表示。

Figure 4–2 The non-strange ππ scalar form factor obtained in the unitarized chiral perturbation theory.
The modulus, real part and imaginary part are shown in solid, dashed and dotted curves .

+
32Lr8
f 2

m2
K +

2

3
µη +

m2
K

72π2f 2

[
1 + log

(
m2
η

µ2

)]}
,

Rs
2(s) = 1 +

8Lr4
f 2

(
s− 4m2

K −m2
π

)
+

4Lr5
f 2

(
s− 4m2

K

)
+

16Lr6
f 2

(
4m2

K +m2
π

)
+
32Lr8
f 2

m2
K +

2

3
µη +

m2
K

36π2f 2

[
1 + log

(
m2
η

µ2

)]
. (4–40)

利用以上得到的公式以及从拟合结果中得到的低能系数 Lri
[62]，我们在图 4–2 中给出

了非奇异 ππ 形状因子的曲线。图中实线、虚线和点线分别表示模、实部和虚部。曲

线显示出，利用手征幺正性条件预言的形状因子 F n
1 在 K̄K 阈值附近存在零点。

4.1.3 D → ρ形状因子

接下来考虑 P-波的贡献，若末态为 P-波的 ππ 系统，那么衰变宽度主要来自于共

振态 ρ(770) 的贡献。因为 ρ(770) 是矢量介子，所以 D → ρ的形状因子可以参数化为

⟨ρ(p2, ϵ)|d̄γµc|D(pD)⟩ = −
2V (q2)

mD +mρ

ϵµνρσϵ∗νPDρP2σ,

⟨ρ(p2, ϵ)|d̄γµγ5c|D(pD)⟩ = 2imρA0(q
2)
ϵ∗ · q
q2

qµ + i(mD +mρ)A1(q
2)

[
ϵ∗µ −

ϵ∗ · q
q2

qµ
]

− iA2(q
2)

ϵ∗ · q
mD +mρ

[
P µ −

m2
D −m2

ρ

q2
qµ
]
. (4–41)
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表 4–2 LFQM（左）[69] 和 LCSR（右）[70] 计算的 D → ρ形状因子。

Table 4–2 D → ρ form factors derived by LFQM(left)[69] and LCSR(right)[70] respectively.

LFQM F (0) a b LCSR F (0) a b

V D→ρ 0.86 1.24 0.48 V D→ρ 0.801 0.78 2.61

AD→ρ0 0.64 1.07 0.54 AD→ρ3 -0.719 1.05 -1.77

AD→ρ1 0.58 0.51 0.03 AD→ρ1 0.599 0.44 0.58

AD→ρ2 0.48 0.95 0.30 AD→ρ2 0.372 1.64 0.56

其中 q = pD − p2, P = pB + p2。V (q2), 和 Ai(q
2)(i = 0, 1, 2) 是非微扰形状因子。

以往文献已经给出了许多关于这些形状因子的结果，这里我们采用 LFQM[69] 和

LCSR 的计算结果[70]。为了得到整个运动学区间中的动量分布，我们仍然采用公式

(4–28) 拟合，表 4–2 中给出了参数化后形状因子的结果。

4.2 光锥分布振幅方法计算 Bs → ππ矩阵元

4.2.1 广义 LCDAs

上一节中，在 LCSR 框架下，我们利用 S-波共振态 f0(980) 的 LCDAs 计算了

D → ππ 形状因子。实际上，我们可以定义一种广义 LCDAs 来描述 S-波的 ππ 系

统，而将 ππ 标量形状因子作为广义 LCDAs 的归一化因子。S-波 π+π− 光锥分布振幅

(LCDAs) 可以用下面三个矩阵元定义[46, 71-74]

⟨(π+π−)S|s̄(x)γµs(0)|0⟩ =F s
ππ(m

2
ππ)pππ,µ

∫ 1

0

dueiupππ ·xϕππ(u),

⟨(π+π−)S|s̄(x)s(0)|0⟩ =F s
ππ(m

2
ππ)B0

∫ 1

0

dueiupππ ·xϕsππ(u),

⟨(π+π−)S s̄(x)σµνs(0)|0⟩ =− F s
ππ(m

2
ππ)B0

1

6
(pππµxν − pππνxµ)

×
∫ 1

0

dueiupππ ·xϕσππ(u). (4–42)

广义 LCDAs 的定义形式和普通的标量粒子的 LCDAs 是相同的[71-74]，其中 ϕππ 扭度为

2，其余两个扭度为 3。它们的归一化为∫ 1

0

duϕsππ(u) =

∫ 1

0

duϕσππ(u) = 1. (4–43)
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QCD 共形对称性[75] 显示扭度为 3 的 LCDA 具有渐进形式[71-74]

ϕsππ(u) = 1, ϕσππ(u) = 6u(1− u), (4–44)

而扭度为 2 的 LCDA 可以用 Gegenbauer 矩展开

ϕππ(u) = 6u(1− u)
∑
n

anC
3/2
n (2u− 1), a1 = −1.35. (4–45)

在高能过程中，高阶 Gegenbauer 矩的贡献是被压低的，因此我们只需保留最低阶的

矩 a1 = −1.35，这是一个经验结果。参考文献[58] 给出了 f0(980) 第一个 Gegenbauer
矩的计算结果，标量 q̄q 介子的归一化因子是 mf0(980)ff0(980)，也就是这一章中给出的

F s
ππB0。

4.2.2 标量 ππ 形状因子的 Breit-Wigner 描述

标量奇异夸克流算符定义的 ππ 标量形状因子为

⟨π+π−|s̄s|0⟩ = B0 F
s
ππ(m

2
ππ), (4–46)

近些年来，LHCb 合作组对 Bs → J/ψπ+π− 衰变模式做了一系列的角分布分析[76, 77]。

其中 S-波的贡献被分离了出来，确认了三个共振态 f0(980), f0(1500) 和 f0(1790)。前

面在处理 D → ππ 中的 S-波成分时，为了引入末态 ππ 系统的相互作用效应我们用幺

正化的手征有效理论计算了 ππ 标量形状因子 F s
ππ。对于 Bs → J/ψπ+π− 衰变，为了

获得 π+π− 不变质量分布，我们将对 f0(1500) 和 f0(1790) 共振态用 Breit-Wigner 公式

来来描述。由于 f0(980) 处于 KK̄ 的阈值附近，需要用 Flatté 模型描述 f0(980)
[78, 79]。

考虑到不同共振态之间的相对强度和强相位，我们可以选取形状因子为

F s
ππ(m

2
ππ) =

c1m
2
f0(980)

eiθ1

m2
ππ −m2

f0(980)
+ imf0(980)(gππρππ + gKKF 2

KKρKK)

+
c2m

2
f0(1500)

eiθ2

m2
ππ −m2

f0(1500)
+ imf0(1500)Γf0(1500)(m

2
ππ)

+
c3m

2
f0(1790)

eiθ3

m2
ππ −m2

f0(1790)
+ imf0(1790)Γf0(1790)(m

2
ππ)

. (4–47)

其中 ρππ 和 ρKK 是相空间因子[76, 77, 79]

ρππ =
2

3

√
1−

4m2
π±

m2
ππ

+
1

3

√
1−

4m2
π0

m2
ππ

,
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图 4–3 χPT 预言的 F s
ππ(m

2
ππ)（虚线），根据 Bs → J/ψπ+π− 数据拟合得到的形状因子（实线对应

于方法 I 而点线对应于方法 II）。两种拟合得到的结果在 1.2 GeV 是无法区分的。

Figure 4–3 The F s
ππ(m

2
ππ) predicted in the χPT (dashed curve), and fitted from the Bs → J/ψπ+π− data

(solid line for solution I and dotted line for solution II). The two fitted solutions are not distinguishable
below 1.2 GeV.

ρKK =
1

2

√
1−

4m2
K±

m2
ππ

+
1

2

√
1−

4m2
K0

m2
ππ

. (4–48)

和标准的 Flatté 分布相比，为了更好地符合数据，LHCb 的拟合引入了一个在 KK̄ 阈

值之上的额外修正[77]

FKK = exp(−αk2), (4–49)

k 是 KK̄ 静止系中 K 介子的动量，α 设定为 α = 2.0GeV−2[77]。S-波共振态的能量依

赖宽度分布 ΓS(m
2
ππ) 参数化为

ΓS(m
2
ππ) = ΓS

mS

mππ

(
m2
ππ − 4m2

π

m2
S − 4m2

π

) 1
2

F 2
R, (4–50)

ΓS 是常数宽度，FR = 1 是 Blatt-Weisskopf barrier 因子[77]。ci 和 θi, i = 1, 2, and 3 是可

调参数。LHCb 给出了两种拟合方法，三个分量的拟合参数列在了表 4–3[77] 中。

在图 4–3 中，我们比较了用幺正化的 χPT (虚线) 得到的标量形状因子和通过

Bs → J/ψπ+π−的数据以及公式 (4–47) 拟合出的形状因子 (实线和点线)。公式 (4–47)
中的常数 c1 在这里已经经过了调节。从图中可以看出这两种方法给出的形状是相似

的。对比中有以下几点说明

• 和 χPT 的结果相反，公式 (4–47) 中的参数不包括 f0(500) (或所谓的 σ) 的贡献。

— 59 —



上海交通大学博士学位论文

表 4–3 Bs → J/ψπ+π− 实验数据拟合得到的各部分贡献[77]。

Table 4–3 Fitted parameters for contributing components in the Bs → J/ψπ+π− by the LHCb collabora-
tion[77]. Two solutions are found in the fit.

Fractions (%) Solution I Solution II

f0(980) 70.3± 1.5+0.4
−5.1 92.4± 2.0+ 0.8

−16.0

f0(1500) 10.1± 0.8+1.1
−0.3 9.1± 0.9± 0.3

f0(1790) 2.4± 0.4+5.0
−0.2 0.9± 0.3+2.5

−0.1

Phase differences (◦) Solution I Solution II

f0(1500)− f0(980) 138± 4 177± 6

f0(1790)− f0(980) 78± 9 95± 16

Parameter Solution I Solution II

mf0(980) (MeV) 945.4± 2.2 949.9± 2.1

gππ (MeV) 167± 7 167± 8

gKK/gππ 3.47± 0.12 3.05± 0.13

mf0(1500) (MeV) 1460.9± 2.9 1465.9± 3.1

Γf0(1500) (MeV) 124± 7 115± 7

mf0(1790) (MeV) 1814± 18 1809± 22

Γf0(1790) (MeV) 328± 34 263± 30

LHCb 合作组在 90% C.L. 对以下比值给出了上限

R =
Fr(f0(500))

Fr(f0(980)
< 0.3% (4–51)

• χPT 中的展开参数是 pπ/(4πfπ)，pπ 是 π 介子的动量。对高阶 s-道贡献的求和

以及耦合道效应可将适用范围拓展到 1GeV。另一方面，公式 (4–47) 中的参数

化明显包括了两个标量共振态 f0(1500) 和 f0(1790)，因此在 1 GeV 以上的区域

是有效的。

• 通过比较，我们发现在现阶段这两种方法中并没有一种能体现出明显的优势。

在未来，我们期望可以通过一些更系统的方法如共振态的幺正化[63] 进行改进。
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在接下来的唯象研究中，我们将采用 (4–47) 中的参数化结果。

4.2.3 Bs → ππ 形状因子

Bs → π+π− 的跃迁矩阵元可以用三个形状因子来参数化

⟨(π+π−)S|s̄γµγ5b|Bs⟩ =
−i
mBs

{[
Pµ −

m2
Bs
−m2

ππ

q2
qµ

]
FBs→ππ

1 (m2
ππ, q

2)

+
m2
Bs
−m2

ππ

q2
qµFBs→ππ

0 (m2
ππ, q

2)

}
,

⟨(π+π−)S|s̄σµνqνγ5b|Bs⟩ =
FBs→ππ
T (m2

ππ, q
2)

mBs(mBs +mππ)

[
(m2

Bs
−m2

ππ)qµ − q2Pµ
]
, (4–52)

由于我们考虑 S-波 π+π− 系统的贡献，其角动量为零。pBs 和 pππ 分别是 Bs 和 ππ 系

统的动量。转移动量为 q = pBs − pππ，Pµ 定义为 Pµ = pBs + pππ。Ds → π+π− 跃迁

形状因子的定义则是相同的。

利用 LCSR，我们可以将 Bs → π+π− 形状因子用 π+π− LCDAs 表示出来，LCSR
因子化公式为[46]

FBs→ππ
1 (m2

ππ, q
2) =NF

{∫ 1

u0

du

u
exp

[
−m

2
b + uūm2

ππ − ūq2

uM2

] [
− mb

B0

Φππ(u)

+ uΦs
ππ(u) +

1

3
Φσ
ππ(u) +

m2
b + q2 − u2m2

ππ

uM2

Φσ
ππ(u)

6

]
+ exp

[
− s0
M2

]Φσ
ππ(u0)

6

m2
b − u20m2

ππ + q2

m2
b + u20m

2
ππ − q2

}
,

FBs→ππ
− (m2

ππ, q
2) =NF

{∫ 1

u0

du

u
exp

[
−m

2
b + uūm2

ππ − ūq2

uM2

] [
mb

B0

Φππ(u) + (2− u)Φs
ππ(u)

+
1− u
3u

Φσ
ππ(u)−

u(m2
b + q2 − u2m2

ππ) + 2(m2
b − q2 + u2m2

ππ)

u2M2

Φσ
ππ(u)

6

]
−u0(m

2
b + q2 − u20m2

ππ) + 2(m2
b − q2 + u20m

2
ππ)

u0(m2
b + u20m

2
ππ − q2)

exp
[
− s0
M2

]Φσ
ππ(u0)

6

}
,

FBs→ππ
0 (m2

ππ, q
2) =FBs→ππ

1 (m2
ππ, q

2) +
q2

m2
Bs
−m2

ππ

FBs→ππ
− (m2

ππ, q
2),

FBs→ππ
T (m2

ππ, q
2) =2NF (mBs +mππ)

{∫ 1

u0

du

u
exp

[
−(m2

b − ūq2 + uūm2
ππ)

uM2

]
×
[
−Φππ(u)

2B0

+mb
Φσ
ππ(u)

6uM2

]
+mb

Φσ
ππ(u0)

6

exp[−s0/M2]

m2
b − q2 + u20m

2
ππ

}
,

(4–53)
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其中

NF =B0F
s
ππ(m

2
ππ)

mb +ms

2mBsfBs

exp

[
m2
Bs

M2

]
,

u0 =
m2
ππ + q2 − s0 +

√
(m2

ππ + q2 − s0)2 + 4m2
ππ(m

2
b − q2)

2m2
ππ

. (4–54)

上面的推导中对关联函数的强子层面表示和 QCD 层面表示分别做了 Borel 变换。Borel
变换能够改进算符乘积展开 (OPE) 的收敛性，选取合适的 Borel 参数 M2 的值能够增

强关联函数中低能态的贡献。

利用之前通过Breit-Wigner公式得到的ππ标量形状因子，我们也对用广义LCDAs
得到的 Bs → ππ 形状因子进行归一化处理

Fi(m2
ππ, q

2) = B0F
s
ππ(m

2
ππ)F i(q

2), (4–55)

其中 mππ 和 q2 的依赖部分被分别因子化到 F s
ππ(m

2
ππ) 和 F i(q

2) 之中。根据 Watson-
Madigal 定理[80]，这种近似是合理的。这里我们选择 mππ = mf0(980) 作为参考点来研

究函数 F i(q
2)。

在数值分析中，我们采用输入量[2, 81]

fBs = (224± 5)MeV, s0 = (34± 2)GeV2, B0 = (1.7± 0.2)GeV. (4–56)

这样，求和规则可以给出函数 F i(q
2) 在每个 q2 的值对 Borel 参数的依赖关系。图 4–4

给出了在 q2 = 0 处 F i(0) 对 M2 的依赖曲线，同时取 a1 = −0.6。我们要求形状因子

关于M2 的变化要足够平缓，由此确定M2 的合适范围。从图中可以得到M2 的范围

是M2 > 12GeV2。在实际形状因子的计算中，我们选取M2 = (16± 2)GeV2。

形状因子对扭度为 2 的 LCDA 的 Gegenbauer 矩 a1 很敏感，从图 4–5中的左图可

以看出在范围 a1 = (−1.4,−0.4) 和最大反冲点 q2 = 0 处存在这种敏感的依赖性。后

面将会看到当 a1 = −0.6 时可以很好地描述 Bs(Ds)→ π+π−ℓ+ℓ−(ℓν) 的数据。

LCSR 仅适用于硬散射区域，为了把得到的形状因子的适用范围扩展到整个运动

学区域，我们采用双奇点参数化形式

F i(q
2) =

F i(0)

1− aiq2/m2
Bs

+ bi(q2/m2
Bs
)2
, (4–57)

其中 i = 1, 0, T。形状因子的奇点位置近似在m2
Bs

附近，而这里mBs 物理上对应于和

s̄γµγ5b，s̄σµνq
νγ5b 有相同量子数的最轻强子态的质量。在 0 < q2 < 5GeV2 区域内对

Bs 跃迁形状因子拟合的结果在表格 4–4 左侧列出。
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图 4–4 在最大反冲区域 q2 = 0，F 1(q
2 = 0) = F 0(q

2 = 0) （左）和 F T (q
2 = 0) （右）对 Borel 参

数的依赖曲线。物理上要求形状因子对于M2 的变换足够平缓。

Figure 4–4 At the maximal recoil q2 = 0, the dependence of F 1(q
2 = 0) = F 0(q

2 = 0) (left panel) and
F T (q

2 = 0) (right panel) on the Borel parameter M2. The final results are obtained requiring stability
against variations of M2.
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图 4–5 在最大反冲区域 q2 = 0，左图是 F 1,0 和 F T 对 Gegenbauer 矩 a1 的依赖曲线，虚线和实线

分别表示 F 1(q
2 = 0) = F 0(q

2 = 0) 和 F T (q
2 = 0)。右图是在 a1 = −0.6 时形状因子 q2 的依赖性。

实线，点线和虚线分别表示 F T (q
2), F 1(q

2) 和 F 0(q
2)。

Figure 4–5 At the maximal recoil q2 = 0, the dependence of F 1,0 , and F T on the Gegenbauer moment
a1 is shown in the left panel. Dashed and solid curves correspond to F 1(q

2 = 0) = F 0(q
2 = 0), and

F T (q
2 = 0), respectively. In the right panel, the q2 dependence is given with a1 = −0.6. Solid, dotted

and dashed lines denote the F T (q
2), F 1(q

2) and F 0(q
2), respectively.
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图 4–6 Ds → π+π− 形状因子 F i(0) 关于M2（左）和 Gegenbauer 矩 a1（右）的依赖曲线。

Figure 4–6 The functions F i(0) for the Ds → π+π−: the dependence on M2(Gegenbauer moment a1) in
the left (right) panel.

表 4–4 LCSR 计算的 Bs/Ds → π+π− 形状因子及拟合参数。

Table 4–4 Fitted parameters of the Bs/Ds → π+π− form factors derived by LCSR.

Bs → π+π− F i(q
2 = 0) ai bi Ds → π+π− F i(q

2 = 0) ai bi

F 1 3.66 1.39 0.54 F 1 2.45 0.82 0.20

F 0 3.66 0.54 −0.08 F 0 2.45 0.39 −0.15

F T 4.29 1.33 0.54

对于 Ds → π+π− 过程，输入参数我们采用[2]

s0 = (6.5± 1)GeV2, fDs = (257.5± 4.6)MeV, mc = 1.4GeV. (4–58)

图 4–6 给出了 Ds → π+π− 的形状因子曲线。从左图中我们可以看到当 M2 > 6GeV2

是结果是稳定的，因此最终的计算采用 M2 = (8 ± 1)GeV2。Ds → π+π− 的结果对

Gegenbauer 矩 a1 的依赖性要小于 Bs → π+π− 的情况，这点可以从图 4–6 中的右图

看出。对于 Ds 衰变的情况，在 x > 1/2 区域和 x < 1/2 区域扭度为 2 的贡献相互抵

消了。这一现象在 Ds → f0(980) 衰变中已经有过研究[52]。由于 Ds 衰变释放的能量

小，我们选取 −5GeV2 < q2 < 0 的范围利用公式 (4–57) 拟合形状因子，拟合结果在

表格 4–4 右侧列出。
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θℓ

φ

θπ+

π+

ℓ

图 4–7 D → ππℓν̄ 的运动学表示。ππ 在D 的静止系中沿着 z 轴运动。θπ(θℓ) 定义为 ππ（轻子对）

静止系中 π+ (ℓ−) 运动方向与 z 轴的夹角。极角 ϕ是 ππ 运动平面和轻子对运动平面之间的夹角。

Figure 4–7 Kinematics in the D → ππℓν̄. The ππ moves along the z axis in the D rest frame. θπ(θℓ) is
defined in the ππ (lepton pair) rest frame as the angle between z-axis and the flight direction of π+ (ℓ−),
respectively. The azimuth angle ϕ is the angle between the ππ decay and lepton pair planes.

4.3 D(Ds)→ ππℓν̄ 的唯象分析

这一节将详细推导D(Ds)→ ππℓν̄ 的衰变宽度和角分布公式，我们采用螺旋度振

幅方法进行计算，详细的计算方法见附录 C。图 4–7 给出了运动学量的约定。在 D−

静止系中，ππ 沿 z 轴的正方向运动。在 ππ (轻子对) 静止系中，θπ+(θℓ) 是 π+ (ℓ−) 运

动方向和 z 轴的夹角。ϕ是 ππ 运动平面和轻子对运动平面之间的夹角。

D → ππℓν̄ 的衰变振幅可以分解为几个独立部分，每一个可以表示成洛伦兹不变

的螺旋度振幅。其中强子部分表示为如下矩阵元

Aλ =
√
Nf0/ρ

iGF√
2
V ∗cdϵ

∗
µ(h)⟨ππ|c̄γµ(1− γ5)d|D⟩, (4–59)

其中 ϵµ(h) 是轻子对系统的辅助极化矢量，h = 0,±, t，Nf0/ρ =
√
λq2βl/(96π

3m3
D)，

βl = 1− m̂2
l，m̂l = ml/

√
q2。而 |Vcd|的值取为 0.22[53]。函数 Ai 可以分解为不同的分

波部分

A0/t(q
2,m2

ππ, θπ+) =
∑

J=0,1,2...

AJ0/t(q
2,m2

ππ)Y
0
J (θπ+ , 0),

A||/⊥(q
2,m2

ππ, θπ+) =
∑

J=0,1,2...

AJ||/⊥(q
2,m2

ππ)Y
−1
J (θπ+ , 0),

AJ0/t(q
2,m2

ππ) =
√
Nf0/ρMD(f0/ρ, 0/t)(q

2)Lf0/ρ(m
2
ππ) ≡ |AJ0/t|e

iδJ
0/t ,

AJ||/⊥(q
2,m2

ππ) =
√
Nf0/ρMD(f0/ρ, ||/ ⊥)(q2)Lf0/ρ(m2

ππ) ≡ |AJ||/⊥|e
iδJ||/⊥ . (4–60)
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这里 J 表示 ππ 系统的分波而下标 t 表示一个虚的矢量或轴矢量介子衰变到一个

轻子对的类时分量。Lf0/ρ(mππ) 是线形 (lineshape) 函数，对于 P-波 ρ 介子我们采用

Breit-Wigner 分布

Lρ(m
2
ππ) =

√
mρΓρ→ππ

π

1

m2
ππ −m2

ρ + imρΓρ
. (4–61)

考虑到 ρ衰变的动量依赖性，引入跑动宽度

Γρ(m
2
ππ) = Γ0

ρ

(
|q⃗ |
|q⃗0|

)3
mρ

mππ

1 + (R|q⃗0|)2

1 + (R|q⃗ |)2
, (4–62)

其中 Blatt-Weisskopf 系数为 R = (2.1± 0.5± 0.5)GeV−1[82]。

自旋为零的末态只有一个极化状态，其振幅为

iMD(f0, 0) = N1i

[ √
λ√
q2
F1(q

2)

]
, iMD(f0, t) = N1i

[
m2
D −m2

f0√
q2

F0(q
2)

]
, (4–63)

N1 = iGFV
∗
cd/
√
2。如果自旋为 J ≥ 1，π+π− 系统可以是纵向化也可以是横向极化，

由此可以将振幅写为

iMD(ρ, 0) =−
αJLN1i

2mρ

√
q2

[
(m2

D −m2
ρ − q2)(mD +mρ)A1 −

λ

mD +mρ

A2

]
,

iMD(ρ,±) =− βJTN1i

[
(mD +mρ)A1 ±

√
λ

mD +mρ

V

]
,

iMD(ρ, t) =− αJLiN1

√
λ√
q2
A0. (4–64)

αJL and βJT 是 Clebsch-Gordan 系数

αJL = CJ,0
1,0;J−1,0C

J−1,0
1,0;J−2,0...C

2,0
1,0;1,0, βJT = CJ,1

1,1;J−1,0C
J−1,0
1,0;J−2,0...C

2,0
1,0;1,0. (4–65)

为了方便计算，我们定义

iMD(ρ,⊥ /||) = 1√
2
[iMD(ρ,+)∓ iMD(ρ,−)],

iMD(ρ,⊥) =− iβJT
√
2N1

[ √
λV

mD +mρ

]
,

iMD(ρ, ||) =− iβJT
√
2N1 [(mD +mρ)A1] . (4–66)
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利用推广的形状因子，D 介子衰变到自旋为零的非共振 ππ 末态的矩阵元为

A0
0 =
√
N2i

1

mππ

[ √
λ√
q2
Fππ1 (m2

ππ, q
2)

]
,

A0
t =
√
N2i

1

mππ

[
m2
D −m2

ππ√
q2

Fππ0 (m2
ππ, q

2)

]
, (4–67)

其中 N2 = N1Nρρπ/(16π
2)，ρπ =

√
1− 4m2

π/m
2
ππ。这样可以得到完整的角分布

d5Γ

dm2
ππdq

2d cos θπ+d cos θldϕ

=
3

8

[
I1(q

2,m2
ππ, θπ+) + I2(q

2,m2
ππ, θπ+) cos(2θℓ) + I3(q

2,m2
ππ, θπ+) sin2 θℓ cos(2ϕ)

+ I4(q
2,m2

ππ, θπ+) sin(2θℓ) cosϕ+ I5(q
2,m2

ππ, θπ+) sin(θℓ) cosϕ

+ I6(q
2,m2

ππ, θπ+) cos θℓ + I7(q
2,m2

ππ, θπ+) sin(θℓ) sinϕ

+ I8(q
2,m2

ππ, θπ+) sin(2θℓ) sinϕ+ I9(q
2,m2

ππ, θπ+) sin2 θℓ sin(2ϕ)
]
. (4–68)

接下来我们仅考虑 S 和 P 波的贡献，因此上式可以约化为

I1 =
1

4π

[
(1 + m̂2

l )|A0
0|2 + 2m̂2

l |A0
t |2
]
+

3

4π
cos2 θπ+

[
(1 + m̂2

l )|A1
0|2 + 2m̂2

l |A1
t |2
]

+
2
√
3 cos θπ+

4π

[
(1 + m̂2

l )Re[A
0
0A

1∗
0 ] + 2m̂2

lRe[A
0
tA

1∗
t ]
]

+
3 + m̂2

l

2

3

8π
sin2 θπ+ [|A1

⊥|2 + |A1
|||2],

I2 =− βl
{

1

4π
|A0

0|2 +
3

4π
cos2 θπ+|A1

0|2 +
2
√
3 cos θπ+

4π
Re[A0

0A
1∗
0 ]

}
+

1

2
βl

3

8π
sin2 θπ+(|A1

⊥|2 + |A1
|||2),

I3 =βl
3

8π
sin2 θπ+(|A1

⊥|2 − |A1
|||2),

I4 =2βl

[√
3 sin θπ+

4
√
2π

Re[A0
0A

1∗
|| ] +

3 sin θπ+ cos θπ+

4
√
2π

Re[A1
0A

1∗
|| ]

]
.

I5 =4

{√
3 sin θπ+

4
√
2π

(Re[A0
0A

1∗
⊥ ]− m̂2

lRe[A
0
tA

1∗
|| ])

+
3 sin θπ+ cos θπ+

4
√
2π

(Re[A1
0A

1∗
⊥ ]− m̂2

lRe[A
1
tA

1∗
|| ])

}
,

I6 =4

{
3

8π
sin2 θπ+Re[A1

||A
1∗
⊥ ] + m̂2

l

1

4π
Re[A0

tA
0∗
0 ] + m̂2

l

3

4π
cos2 θπ+Re[A1

tA
1∗
0 ]

}
,

I7 =4

{ √
3

4
√
2π

sin θπ+(Im[A0
0A

1∗
|| ]− m̂2

l Im[A0
tA

1∗
⊥ ])
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+
3

4
√
2π

sin θπ+ cos θπ+(Im[A1
0A

1∗
|| ]− m̂2

l Im[A1
tA

1∗
⊥ ])

}
I8 =2βl

{ √
3

4
√
2π

sin θπ+Im[A0
0A

1∗
⊥ ] +

3

4
√
2π

sin θπ+ cos θπ+Im[A1
0A

1∗
⊥ ]

}
,

I9 =2βl
3

8π
sin2 θπ+Im[A1

⊥A
1∗
|| ]. (4–69)

因为 P-波贡献中的相位来自于线型函数，而它对于不同的极化情况都是相同的，所以

I9 项和 I7 项的第二行为零。

对于半轻衰变 Ds → π+π−ℓν，衰变过程 c→ sℓν 的有效哈密顿量是

Hc→sℓν = N ℓ
1[s̄γµ(1− γ5)c][ν̄γµ(1− γ5)ℓ] + h.c., N ℓ

1 =
GF√
2
Vcs. (4–70)

Ds → π+π−ℓνℓ 的微分宽度可以表示为

d3Γ

dm2
Kπdq

2d cos θl
=

3

8

[
I1(q

2,m2
Kπ) + I2(q

2,m2
Kπ) cos(2θl) + I6 cos(θl)

]
, (4–71)

其中 Ii 的形式为

I1(q
2,m2

ππ) =
[
(1 + m̂2

l )|A0
0|2 + 2m̂2

l |A0
t |2
]
,

I2(q
2,m2

ππ) = −βl|A0
0|2,

I6(q
2,m2

ππ) = 4m̂2
lRe[A

0
0A

0∗
t ]. (4–72)

利用 Ds → π+π− 的形状因子，Ds 衰变到 S-波 ππ 末态的螺旋度矩阵元为

A0
0 = N ℓ

1

√
N ℓ

2i
1

mDs

[ √
λ√
q2
FDs→ππ

1 (m2
ππ, q

2)

]
,

A0
t = N ℓ

1

√
N ℓ

2i
1

mDs

[
m2
Ds
−m2

ππ√
q2

FDs→ππ
0 (m2

ππ, q
2)

]
, (4–73)

其中

N ℓ
2 =

1

16π2

√
1− 4m2

π/m
2
ππ ×

8

3

√
λq2βℓ

256π3m3
Ds

. (4–74)

按照文献[83] 中的结论，我们可以研究一些 q2 依赖的比值关系，例如依赖于轻子

味道的比值

Rµ/e(m2
ππ, q

2) =
d2Γ(Ds → π+π−µ+νµ)/dq

2dm2
ππ

d2Γ(Ds → π+π−e+νe)/dq2dm2
ππ

, (4–75)

以及它的积分形式

Rµ/e(m2
ππ) =

dΓ(Ds → π+π−µ+νµ)/dm
2
ππ

dΓ(Ds → π+π−e+νe)/dm2
ππ

. (4–76)
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4.3.1 微分和积分衰变宽度

对于 D 衰变，采用窄宽度近似的方法，我们可以得到积分后的分支比

B(D− → ρ0e−ν̄) = 2.08× 10−3/2.16× 10−3(LFQM/LCSR), (4–77)

B(D− → ρ0µ−ν̄) = 2.00× 10−3/2.05× 10−3(LFQM/LCSR), (4–78)

B(D̄0 → ρ+e−ν̄) = 1.62× 10−3/1.67× 10−3(LFQM/LCSR). (4–79)

将这些结果和实验数据相比较，可以发现两者符合程度是不错的[53]

B(D− → ρ0e−ν̄) = (2.18+0.17
−0.25)× 10−3, (4–80)

B(D− → ρ0µ−ν̄) = (2.4± 0.4)× 10−3, (4–81)

B(D̄0 → ρ+e−ν̄) = (1.77± 0.16)× 10−3. (4–82)

详细分析 D → ππℓν̄ 的目的在于通过对所有角度变量积分得到双重微分分布宽度

d2Γ/dq2dm2
ππ：

d2Γ

dq2dm2
ππ

=
(
1 +

m̂2
l

2

)
(|A0

0|2 + |A1
0|2 + |A1

|||2 + |A1
⊥|2) +

3

2
m̂2
l (|A1

t |2 + |A0
t |2), (4–83)

从中能够明显看出在轻子质量取零的极限下，总的角分布的归一化改变为 S-波和 P-波
振幅之和

d2Γ

dq2dm2
ππ

= |A0
0|2 + |A1

0|2 + |A1
|||2 + |A1

⊥|2. (4–84)

在图 4–8 中，我们给出了 D− → π+π−e−ν̄e 过程分支比对于 mππ 的依赖关系。实线，

虚线和点线分别对应于总的，S-波部分和 P-波部分的贡献。注意到在 0.98GeV 附近没

有出现共振态 f0(980)，这一结果已经被 BES-III 实验所证实[84]。

为了匹配实验测量给出的动力学约束，经过对 m2
ππ 的积分我们可以研究如下定

义的一般可观测量

⟨O⟩ =
∫ (mρ+δm)2

(mρ−δm)2
dm2

ππ

dO

dm2
ππ

. (4–85)

对于 D → ππℓν̄，δm 选择为 ρ 介子的宽度：δm = Γρ。在窄宽度极限下，线形函数的

积分为 ∫
dm2

ππ|Lρ(m2
ππ)|2 = B(ρ0 → π−π+) = 1. (4–86)

但是考虑到公式(4–62) 给出的形式，我们发现积分∫ (mρ+δm)2

(mρ−δm)2
dm2

ππ|Lρ(m2
ππ)|2 = 0.70, (4–87)
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图 4–8 D− → π+π−e−ν̄e 衰变的分支比与mππ 的关系曲线。其中重到轻形状因子采用了 LCSR 的

计算结果。

Figure 4–8 The dependence of branching fraction on mππ in the D− → π+π−e−ν̄e process. The heavy
to light form factors are evaluated by using LCSR.

要远低于期望的值。另一方面，在这一区域 S-波的线形函数是∫ (mρ+δm)2

(mρ−δm)2
dm2

ππ|LS(m2
ππ)|2 = 0.37, (4–88)

虽然很小但仍在同一个量级。通过在范围mρ − Γρ to mρ + Γρ 内积分，我们得到

B(D− → ρ0(→ π+π−)e−ν̄) = 1.46× 10−3/1.50× 10−3 (LFQM/LCSR), (4–89)

B(D− → ρ0(→ π+π−)µ−ν̄) = 1.46× 10−3/1.50× 10−3 (LFQM/LCSR). (4–90)

在区间 2mπ < mππ < 1.0 内 S-波的贡献是

B(D− → (π+π−)Se
−ν̄) = 6.9× 10−4, (4–91)

B(D− → (π+π−)Sµ
−ν̄) = 7.1× 10−4. (4–92)

在 1GeV 以上，幺正化的 χPT 是失效的，因此无法给出可靠的预言。除此之外，我们

可以研究以下比值的 q2 依赖性

Rµ/e
ππ (q

2) =
⟨dΓ(D → ππµν̄µ)/dq

2⟩
⟨dΓ(D → ππeν̄e)/dq2⟩

. (4–93)

图 4–9 给出了D → ππℓν̄ℓ 的微分衰变宽度。图 (a) 对应于 ℓ = e而图 (b) 对应于 ℓ = µ。

图 (c) 给出了 R
µ/e
ππ 对 q2 的依赖关系。
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图 4–9 D− → π+π−ℓν̄ℓ 的微分衰变宽度，其中图 (a) 中 ℓ = e 而图 (b) 中 ℓ = µ。图 (c) 是公

式(4–93)中的 R
µ/e
ππ 对 q2 的依赖曲线。图中虚线和点线分别是采用了 LFQM 和 LCSR 计算出的

D → ρ形状因子而得到的曲线。误差来自于形状因子，图 (c) 中大部分的误差都被抵消了。

Figure 4–9 Differential decay widths for the D− → π+π−ℓν̄ℓ with ℓ = e in panel (a) and ℓ = µ in panel
(b). The q2-dependent ratio Rµ/e

ππ as defined in Eq. (4–93) is given in panel (c). The dashed and dotted
curves are produced using the LFQM and LCSR results for D → ρ form factors. Errors from the form
factors are shown as shadowed bands, and most errors cancel in the ratio Rµ/e

ππ given in panel (c)

对于 Ds 衰变，图 4–10 中的 (a) 图表示 dB/dmππ，点线和实线分别对应 Ds →
π+π−µν 和 Ds → π+π−eν 的情况。Ds → π+π−ℓν 微分分支比在mππ 很大时，微分密

度是被压低的。(b) 图给出了对 Rµ/e(m2
ππ) 的预言。(c) 图给出的是和实验结果的比较。

积分后的分支比为

B(Ds → π+π−e+ν) =(1.52± 0.36)× 10−3, (4–94)

B(Ds → π+π−µ+ν) =(1.68± 0.39)× 10−3, (4–95)

其中积分区域选取为 0.5GeV< mππ < 1.3GeV。我们得到的理论结果和 CLEO 实验组

的结果符合程度很好 (4–3, 4–4)[49-51]。

4.3.2 θπ+ 角分布

接下来讨论微分宽度关于角度 θπ+ 的分布

d3Γ

dq2dm2
ππd cos θπ+

=
π

2
(3I1 − I2)

=
1

8

{
(4 + 2m̂2

l )|A0
0|2 + 6m̂2

l |A0
t |2

+
√
3(8 + 4m̂2

l ) cos θπ+Re[A0
0A

1∗
0 ] + 12

√
3m̂2

l cos θπ+Re[A0
tA

1∗
t ]
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图 4–10 Ds → π+π−ℓν 衰变的微分分支比。第一幅图表示 dB/dmππ，点线和实线分别对应于

Ds → π+π−µν 和 Ds → π+π−eν。第二幅图给出了公式(4–76)定义的 Rµ/e(m2
ππ) 。第三幅图给出

了和实验数据[49, 50] 的比较。

Figure 4–10 The differential branching ratios for the Ds → π+π−ℓν. The first panel corresponds to
the dB/dmππ, in which the dotted and solid curves correspond to Ds → π+π−µν and Ds → π+π−eν

respectively. The second panel shows the ratio Rµ/e(m2
ππ) defined in Eq. (4–76). A comparison with the

experimental data[49, 50] is given in panel (c).

+ (12 + 6m̂2
l )|A1

0|2 cos2 θπ+ + 18m̂2
l cos

2 θπ+|A1
t |2

+ (6 + 3m̂2
l ) sin

2 θπ+(|A1
⊥|2 + |A1

|||2)
}
. (4–96)

和只有 P-波贡献的分布相比，比如 D → ρ(→ ππ)ℓν̄，公式 (4–96)的第一行是 S-波 ππ

的贡献，而第二行来自于 S-波和 P-波的干涉项。基于这些干涉项，我们可以研究前反

对称性

AπFB ≡
[ ∫ 1

0

−
∫ 0

−1

]
d cos θπ+

d3Γ

dq2dm2
ππd cos θπ+

=

√
3

2
(2 + m̂2

l )Re[A
0
0A

1∗
0 ] +

3
√
3

2
m̂2
lRe[A

0
tA

1∗
t ]. (4–97)

在确定的 q2 和m2
ππ 处我们定义极化分数

FS(q2,m2
ππ) =

(1 + m̂2
l /2)|A0

0|2 + 3/2m̂2
l |A0

t |2

d2Γ/(dq2dm2
ππ)

,

FP (q2,m2
ππ) =

(1 + m̂2
l /2)(|A1

0|2 + |A1
|||2 + |A1

⊥|2) + 3/2m̂2
l |A1

t |2

d2Γ/(dq2dm2
ππ)

, (4–98)

以及

FL(q
2,m2

ππ) =
(1 + m̂2

l /2)|A1
0(q

2,m2
ππ)|2 + 3/2m̂2

l |A1
t |2

(1 + m̂2
l /2)(|A1

0|2 + |A1
|||2 + |A1

⊥|2) + 3/2m̂2
l |A1

t |2
,
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AπFB(q
2,m2

ππ) =

√
3/2(2 + m̂2

l )Re[A
0
0A

1∗
0 ] + 3

√
3/2m̂2

lRe[A
0
tA

1∗
t ]

d2Γ/(dq2dm2
ππ)

. (4–99)

定义显示 FS + FP = 1。

在图 4–11中，图 (a) 给出了 S-波分数 ⟨FS⟩，图 (b) 给出了 P-波分数 ⟨FL⟩，图 (c)
给出了 ⟨AπFB⟩。这些可观测量是通过对m2

ππ 积分定义的

⟨FS(q2)⟩ =
∫
dm2

ππ[(1 + m̂2
l /2)|A0

0|2 + 3/2m̂2
l |A0

t |2]∫
dm2

ππd
2Γ/(dq2dm2

ππ)
(4–100)
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图 4–11 本图和图 4–9类似，但是描述的是D → ππℓν̄ℓ 中 S-波的贡献（图 (a)）和 P-波纵向极化的

贡献（图 (b)），以及前反对称性 Aπ
FB（图 (c)）。注意到对于 Aπ

FB，有一个来自于 Watson 定理的

不确定的正负号。这些结果都是关于末态为电子的情况，末态为缪子的结果是类似的。

Figure 4–11 Same as Fig. 4–9 but for the S-wave contributions (a) and the longitudinal polarizations in
P-wave contributions (b) to the D → ππℓν̄ℓ, and the forward–backward asymmetry Aπ

FB (c). Notice that,
for the Aπ

FB , there is a sign ambiguity arising from the use of Watson theorem. These diagrams are for the
light lepton e, while the results for the µ lepton are similar

4.3.3 θl 角分布和前反对称性

对 θπ+ 和 ϕ积分，我们可以得到分布

d3Γ

dq2dm2
ππd cos θl

=
3π

4

∫
d cos θπ+(I1 + I2 cos(2θl) + I6 cos θl)

=
3

4
m̂2
l ((|A0

t |2 + |A1
t |2)) +

3

2
cos θl(Re[A

1
||A

1∗
⊥ ] + m̂2

lRe[A
0
tA

0∗
0 + A1

tA
1∗
0 ])

+
3

4
[1− (1− m̂2

l ) cos
2 θl](|A0

0|2 + |A1
0|2)

+
3

8
[(1 + m̂2

l ) + (1− m̂2
l ) cos

2 θl](|A1
|||2 + |A1

⊥|2). (4–101)
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图 4–12 和图 4–9类似，但是这里给出的是 D → ππℓν̄ℓ 的不对称性 Al
FB 关于 q2 的变换曲线。

Figure 4–12 Same as Fig. 4–9 but for the asymmetry Al
FB in the D → ππℓν̄ℓ

前反对称性定义为

AlFB ≡
[ ∫ 1

0

−
∫ 0

−1

]
d cos θl

d3Γ

dq2dm2
ππd cos θl

=
3

2
(Re[A1

||A
1∗
⊥ ] + m̂2

lRe[A
0
tA

0∗
0 + A1

tA
1∗
0 ]), (4–102)

图 4–12 给出了 AlFB 的结果。

4.3.4 ϕ角分布

关于 ϕ角的分布表示为

d3Γ

dq2dm2
ππdϕ

=aϕ + bcϕ cosϕ+ bsϕ sinϕ+ ccϕ cos(2ϕ) + csϕ sin(2ϕ),

aϕ =
1

2π

d2Γ

dq2dm2
ππ

,

bcϕ =
3

16
π

∫
I5d cos θπ+ =

3
√
3

32
√
2π

(
Re[A0

0A
1∗
⊥ ]− m̂2

lRe[A
0
tA

1∗
⊥ ]
)
,

bsϕ =
3

16
π

∫
I7d cos θπ+ =

3
√
3

32
√
2π

(
Im[A0

0A
1∗
⊥ ]− m̂2

l Im[A0
tA

1∗
⊥ ]
)
,

ccϕ =
1

2

∫
I3d cos θπ+ =

1

4π
βl(|A1

⊥|2 − |A1
|||2),

csϕ =
1

2

∫
I9d cos θπ+ =

1

2π
βlIm[A1

⊥A
1∗
|| ]. (4–103)

— 74 —



第四章 多体半轻 D(Ds), Bs 衰变中的手征动力学和 S-波贡献

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
0.0000

0.0005

0.0010

0.0015

0.0020

q2 HGeV2L HaL

<
b
Φc
>

LCSR

LFQM

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
0.0000

0.0005

0.0010

0.0015

0.0020

q2 HGeV2L HbL

<
b
Φc
>

LCSR

LFQM

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
0.0000

0.0001

0.0002

0.0003

0.0004

0.0005

0.0006

q2 HGeV2L HcL

<
b
Φs
>

LCSR

LFQM

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
0.0000

0.0001

0.0002

0.0003

0.0004

0.0005

0.0006

q2 HGeV2L HdL

<
b
Φs
>

LCSR

LFQM

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
-0.07

-0.06

-0.05

-0.04

-0.03

-0.02

-0.01

0.00

q2 HGeV2L HeL

<
c Φc
>

LCSR

LFQM

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
-0.07

-0.06

-0.05

-0.04

-0.03

-0.02

-0.01

0.00

q2 HGeV2L Hf L

<
c Φc
>

LCSR

LFQM

图 4–13 D− → π+π−ℓν̄ℓ 过程的归一化的系数关于 ϕ角的分布，图（a, c, e）表示末态为电子的情

况，而图（b, d, f）表示末态为 µ的情况。

Figure 4–13 Same as Fig. 4–9 but for the normalized coefficients in the ϕ distributions of the D− →
π+π−ℓν̄ℓ. The left panels (a, c, e) are for the light lepton e, while the right panels (b, d, f) are for the µ
lepton.
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因为 P-波振幅的复相位来自于 Breit–Wigner 线形函数，所以系数 csϕ 为零。

图 4–13 给出了用两组形状因子得到的归一化系数。系数 bcϕ 和 bsϕ 有非常小的前

置因子，3
√
3/(32

√
2π) ∼ 0.037，因此数值上很小。ccϕ 也很小这是因为 |A⊥|2 和 |A|||2

之间的相互抵消导致的。

4.4 Bs → π+π−半轻衰变唯象分析

4.4.1 Bs → π+π−ℓ+ℓ−

对应于 Bs → π+π−ℓ+ℓ− 衰变的有效哈密顿量为[29]

Heff = −GF√
2
VtbV

∗
ts

10∑
i=1

Ci(µ)Oi(µ).

其中 Oi 是 4-夸克或者磁偶极算符，Ci(µ) 是 Wilson 系数。在参考文献中可以找到它

们的具体形式[29]。GF 是费米常数，Vtb = 0.99914 ± 0.00005 和 Vts = −0.0405+0.011
−0.012

[2]

是 CKM 矩阵元。底夸克和奇异夸克质量为：mb = (4.66± 0.03)GeV 和ms = (0.095±
0.005)GeV[2]。

一般来说，两强子态 M1M2 的不同分波成分都会对 B → M1M2ℓ
+ℓ− 过程产生贡

献，而用螺旋度振幅的方法可以得到一般的微分衰变宽度[40-42]。在 Bs → π+π−µ+µ−

过程中，S-波的贡献占主导，其角分布为

d3Γ(Bs → π+π−µ+µ−)

dm2
ππdq

2d cos θℓ
=

3

8

[
J c1 + J c2 cos(2θℓ)

]
, (4–104)

其中角分布系数是

J c1 =|A0
L0|2 + |A0

R0|2 + 8m̂2
ℓ |A0

L0A0∗
R0| cos(δ0L0 − δ0R0) + 4m̂2

ℓ |A0
t |2, (4–105)

J c2 =− β2
2ℓ

{
|A0

L0|2 + |A0
R0|2

}
. (4–106)

在上式中，β2ℓ =
√

1− 4m̂2
ℓ , m̂ℓ = mℓ/

√
q2，θℓ 是 Bs 和 µ− 在轻子对静止系中运动方

向之间的夹角，δ0L0 和 δ0R0 是螺旋度振幅的相位。螺旋度振幅用形状因子表示为

A0
L/R,0 =N

2ℓ
1

√
N2ℓ

2 i
1

mBs

[
(C9 ∓ C10)

√
λ√
q2
FBs→ππ

1 (q2)

+ 2(C7L − C7R)

√
λmb√

q2(mB +mππ)
FBs→ππ
T (q2)

]
,

A0
L/R,t =N

2ℓ
1

√
N2ℓ

2 i
1

mBs

[
(C9 ∓ C10)

m2
Bs
−m2

ππ√
q2

FBs→ππ
0 (q2)

]
, (4–107)
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图 4–14 微分分支比 dB/dmππ：图（a, b）属于Bs → π+π−µ+µ− 衰变，图（c）属于Bs → π+π−τ+τ−

衰变的。图（b）中，实验数据已根据（三角形标记）分支比的中心值做了归一化处理：B(B0
s →

π+π−µ+µ−) = (8.6± 1.5± 0.7± 0.7)× 10−8[85]，理论结果用矩形标记表示。

Figure 4–14 Differential branching ratios dB/dmππ for the Bs → π+π−µ+µ− in panel (a) and (b), and
Bs → π+π−τ+τ− in panel (c). In panel (b), experimental data (with triangle markers) has been normalized
to the central value of the branching fraction: B(B0

s → π+π−µ+µ−) = (8.6±1.5±0.7±0.7)×10−8[85],
and theoretical results are shown with square markers.

A0
t =A0

R,t −A0
L,t = 2N2ℓ

1

√
N2ℓ

2 C10i
1

mBs

[
m2
Bs
−m2

ππ√
q2

FBs→ππ
0 (q2)

]
. (4–108)

其中

N2ℓ
1 =

GF

4
√
2

αem

π
VtbV

∗
ts (4–109)

N2ℓ
2 =

1

16π2

√
1− 4m2

π/m
2
ππ ×

8

3

√
λq2β2ℓ

256π3m3
Bs

. (4–110)

在 Bs 静止系中，Källen 函数 λ和 π+π− 动量的关系是

λ ≡ λ(m2
Bs
,m2

π+π− , q2), λ(a, b, c) = a2 + b2 + c2 − 2(ab+ bc+ ca) . (4–111)

图 4–14 中 (a) 与 (b) 图给出了 Bs → π+π−µ+µ−的微分分支比 dB/dmππ，(c) 图给

出了 Bs → π+π−τ+τ−的微分分支比。(a) 图清楚地显示了 f0(980) 的共振峰。(b) 图给

出了我们的理论结果和实验结果[85] 的比较，两者的吻合度还是很高的。在 0.5 GeV to
1.3 GeV 范围内对mππ 积分，我们得到分支比

B(Bs → π+π−µ+µ−) = (6.9± 1.6)× 10−8, (4–112)

这和 (4–2)中的数据是自洽的。
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图 4–15Bs → π+π−µ+µ−（实线）和Bs → π+π−τ+τ−（虚线）的微分分支比，单位是 10−8/GeV2。

Figure 4–15 The differential branching ratio dB/dq2 for the Bs → π+π−µ+µ− (solid curve) and Bs →
π+π−τ+τ−(dashed curve) is given in unit of 10−8/GeV2.

图 4–15 给出了 Bs → π+π−µ+µ−(实线) 和 Bs → π+π−τ+τ− (虚线) 的微分分布

dB/dq2(单位是 10−8/GeV2)。积分后的分支比为

B(Bs → π+π−τ+τ−) = (8.8± 2.1)× 10−9, (4–113)

其中积分区域为 0.5GeV < mππ < 1.3 GeV。

4.4.2 Bs → π+π−νν̄

描述 b→ sνν̄ 的有效哈密顿量为

Hb→sνν̄ =
GF√
2

αem
2π sin2(θW )

VtbV
∗
tsηXX(xt)OL ≡ CLOL , (4–114)

其中 OL 是四费米子算符

OL = [s̄γµ(1− γ5)b][ν̄γµ(1− γ5)ν]; (4–115)

θW 是温伯格角，函数 X(xt)(xt = m2
t/m

2
W ) 在文献中已给出[29, 86]，ηX 是 QCD 因

子[87-89]。利用以上给出的哈密顿量，我们可以计算出微分衰变宽度

d2Γ(B̄s → (π+π−)νν̄)

dq2dm2
ππ

= 3× |A0
0|2, (4–116)

因子 3 来自于三代中微子。相应的螺旋度振幅为

A0
0 =CL

√
N ν

2 i
1

mBs

[ √
λ√
q2
FBs→ππ

1 (m2
ππ, q

2)

]
,
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图 4–16 Bs → π+π−νν̄ 微分分支比：左图是 dB/dmππ，右图是 dB/dq2。
Figure 4–16 The differential branching ratios for the Bs → π+π−νν̄: the left panel for the dB/dmππ, and
the right one for the dB/dq2.

N2ν
2 =

1

16π2

√
1− 4m2

π/m
2
ππ ×

8

3

√
λq2

256π3m3
Bs

. (4–117)

图 4–16 给出了 Bs → π+π−νν̄ 的微分分布 dB/dmππ(左图) 和 dB/dq2(右图)。在

0.5GeV < mππ < 1.3GeV 区域内对微分分布积分，我们得到

B(Bs → π+π−νν̄) = (4.9± 1.2)× 10−7. (4–118)

4.5 本章总结

这一章中我们从理论上详细分析了 D− → π+π−ℓν̄，D̄0 → π+π0ℓν̄ 和 Ds →
π+π−e+νe 衰变以及半轻 FCNC 过程 Bs → π+π−ℓ+ℓ− 和 B0

s → π+π−νν̄ 。对于 D− →
π+π−ℓν̄ 和 D̄0 → π+π0ℓν̄ 我们给出了一个普适的并且包含任意 ππ分波成分的角分布。

除了考虑 S-波和 P-波的贡献我们进一步研究了分支比、前反对称性和一些其他的可

观测物理量。其中 P-波的贡献由 ρ0 共振态主导，而 S-波的贡献则是通过幺正化的手

征微扰论进行分析。我们最终得到的 D → ρℓν 分支比在 10−3 数量级，这和目前的实

验结果是相符的。另外我们预言 S-波贡献的分支比在 10−4 的数量级，同时在 980GeV

附近不存在共振态 f0(980)，这一预言已经被 BES-III 实验所证实[84]。其它预言有待于

今后 BES-III 或者 LHCb 实验组进行验证。

对于 FCNC 过程 Bs → π+π−l+l−(νν̄)，我们采用适当的动力学区域使得 π+π−

系统的不变质量在 0.5-1.3 GeV 的范围内。这些过程是由 S-波的贡献主导的，因此

它们对于确定 S-波 π+π− 光锥分布振幅有重要的意义。我们用标量形状因子归一化
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S-波 π+π− 光锥分布振幅，并且比较了分别用幺正化的 χPT 和用 Bs → J/ψπ+π− 数

据拟合两种方法给出的标量形状因子。用光锥 QCD 求和规则推导了 Bs → π+π− 和

Ds → π+π−的跃迁形状因子，并用其计算了微分衰变宽度，其结果和实验的符合程度

是很好的。我们期望这些结果在未来由 BEPC 上的 BES-III，LHC 上的 LHCb 和 KEKB
上的 Super-B 工厂进行精确的验证，在理论上有助于确定两介子的光锥分布振幅。
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第五章 双重味重子弱衰变的唯象研究

由多个重味夸克组成的束缚态是重味物理的热门研究问题之一。其中双重味重

子是一个〸分理想的能够用来研究 QCD 非微扰动力学的系统，多年以来人们一直

试图在实验上寻找双重味重子[90-95]。直到 2017 年，LHCb 合作组宣布发现了夸克模

型中所预言的最轻的双重味重子 Ξ++
cc (ccu) ，如图 5–1 所示，它的质量为 mΞ++

cc
=

(3621.40 ± 0.72 ± 0.27 ± 0.14)MeV[96]。无论是在理论上还是实验上，Ξ++
cc (ccu) 的发

现对于重味物理都是具有里程碑式的意义的。一方面，人们有信心未来的 LHCb 实验

能够提供跟多的关于双重味重子衰变和产生的数据，甚至于发现质量更大的双重味重

子；另一方面，对于多重夸克系统的研究能帮助我们理解强子结构和强子谱，这一发

现也激发了人们对双重味重子的研究兴趣[97-126]。

通常，为了解决重介子的弱衰变问题人们广泛地采用了因子化方法，其目的在于

分离高能和低能的自由度。高能的贡献可以用微扰论计算，而低能的自由度，或者说

长程的贡献，可以用光锥分布振幅等非微扰量参数化出来。但是对于双重味重子衰

变，在以往文献中给出的低能输入量或者短程系数非常少。对于重夸克衰变，味道

SU(3) 对称性是一个非常有用的工具。第二章第三节介绍了 SU(3) 对称性分析的基本

思想。根据 SU(3) 不变性构造的不可约表示振幅可以通过对实验数据的拟合得到，因

图 5–1 夸克模型预言的重子态：最顶端的三个粒子由两个粲夸克以及一个轻夸克构成，其中

Ξ++
cc (ccu) 最近已在实验上被发现[96]。

Figure 5–1 The standard quark model predict a series of baryon states: the top three baryons consist of
two charm quarks and one light quark, Among which Ξ++

cc (ccu) has been observed by experiment[96].
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此 SU(3) 分析在实验数据和动力学方法之间建立了一座桥梁。

虽然 SU(3) 方法是一个非常有效的工具，并且可以提供大量的关于唯象的结果。

SU(3) 方法无法处理衰变过程的动力学。要具体计算出某一衰变过程的衰变宽度，我

们需要寻找其他的途径。LCSR 是一种非常适合于处理重强子衰变的非微扰方法。在

第四章中我们介绍了 LCSR 于介子衰变中的应用，这一方法同样可以用来处理重子到

重子的衰变过程。这一章将首先阐述如何用 SU(3) 分析的方法从唯像上研究双重味重

子不同衰变道之间存在的关系。然后运用 LCSR 具体计算双重味重子衰变到反三重态

重子 ΛQ 的形状因子，另外简要介绍如何用 SVZ 求和规则计算相同的形状因子，最后

用所得到的形状因子计算衰变宽度及分支比。

5.1 双重味重子弱衰变的 SU(3)分析

5.1.1 粒子多重态的表示

我们首先给出不同的强子态在味道 SU(3) 对称群下的表示。表 5–1 给出了用夸克

模型得到的双重味重子的量子数[53]。这些重子构成 SU(3) 三重态

Tcc =


Ξ++
cc (ccu)

Ξ+
cc(ccd)

Ω+
cc(ccs)

 , Tbc =


Ξ+
bc(bcu)

Ξ0
bc(bcd)

Ω0
bc(bcs)

 , Tbb =


Ξ0
bb(bbu)

Ξ−bb(bbd)

Ω−bb(bbs)

 . (5–1)

对于自旋-宇称为 JP 的基态单重味重子，其中的两个轻夸克组成所谓的双夸克对

(diquark)，自旋-宇称记为 jp。双夸克对可以耦合成 jp = 0+ 或 jp = 1+ 态。若 jp = 0+，

单重味重子构成味道 SU(3) 反三重态表示，其中双夸克对的自旋波函数是反称的。由

于在颜色空间它们也是反称的，再考虑到夸克系统满足费米统计，因此双夸克对在味

道空间也必须是反称的。这样的单重味重子只能由 u，d 或 s 中的两个夸克和一个重

夸克Q构成，其自旋-宇称为 JP = 1/2+。奇异数 S = 0的态称作 ΛQ，奇异数 S = −1
的态称作 ΞQ。若 jp = 1+，单重味重子构成味道 SU(3) 六重态表示，其中双夸克对

的自旋波函数是对称的。同样的方法可以推断出双夸克对在味道空间也必须是对称

的。其中 JP = 1/2+(JP = 3/2+)，S = 0 的态称作 ΣQ(Σ∗Q)，JP = 1/2+(JP = 3/2+)，
S = −1的态称作 Ξ′Q(Ξ∗Q)，JP = 1/2+(JP = 3/2+)，S = −2的态称作 ΩQ(Ω∗Q)。图 5–2
给出的是反三重态和自旋为 1/2 的六重态粲重子。反三重态和六重态矩阵分别表示为

Tc3̄ =


0 Λ+

c Ξ+
c

−Λ+
c 0 Ξ0

c

−Ξ+
c −Ξ0

c 0

 , Tc6 =


Σ++
c

1√
2
Σ+
c

1√
2
Ξ′+c

1√
2
Σ+
c Σ0

c
1√
2
Ξ′0c

1√
2
Ξ′+c

1√
2
Ξ′0c Ω0

c

 . (5–2)
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表 5–1 基态双重味重子的量子数：轻夸克 q 对应于 u, d 夸克；JP 表示重子的总自旋和宇称；Sπ
h

表示重夸克系统的自旋。

Table 5–1 Quantum numbers for the ground state of doubly heavy baryons. The light quark q corresponds
to u, d quark. The JP denotes the total spin and parity of the baryons. The label Sπ

h corresponds to the
spin of the heavy quark system.

Baryon Quark Content Sπ
h JP Baryon Quark Content Sπ

h JP

Ξcc {cc}q 1+ 1/2+ Ξbb {bb}q 1+ 1/2+

Ξ∗
cc {cc}q 1+ 3/2+ Ξ∗

bb {bb}q 1+ 3/2+

Ωcc {cc}s 1+ 1/2+ Ωbb {bb}s 1+ 1/2+

Ω∗
cc {cc}s 1+ 3/2+ Ω∗

bb {bb}s 1+ 3/2+

Ξ′
bc {bc}q 0+ 1/2+ Ω′

bc {bc}s 0+ 1/2+

Ξbc {bc}q 1+ 1/2+ Ωbc {bc}s 1+ 1/2+

Ξ∗
bc {bc}q 1+ 3/2+ Ω∗

bc {bc}s 1+ 3/2+

Λ+
c

udc

Ξ+
c

usc

Ξ0
c

dsc

Σ+
c

udc

Ξ′+
c

usc

Ξ′0
c

dsc

Σ0
c

ddc

Σ++
c

uuc

Ω0
c

ssc

(a) (b)

图 5–2 含有一个粲夸克和两个轻夸克的粲重子反三重态（图（a））和六重态（图（b））。

Figure 5–2 Anti-triplets (panel a) and sextets (panel b) of charmed baryons.

对于带 b 夸克的重子，表示矩阵是类似的。全部由轻夸克组成的重子可以构成 SU(3)
八重态或者〸重态。八重态表示矩阵为

T8 =


1√
2
Σ0 + 1√

6
Λ0 Σ+ p

Σ− − 1√
2
Σ0 + 1√

6
Λ0 n

Ξ− Ξ0 −
√

2
3
Λ0

 , (5–3)
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〸重态表示矩阵为

(T10)
111 =∆++, (T10)

112 = (T10)
121 = (T10)

211 =
1√
3
∆+,

(T10)
222 =∆−, (T10)

122 = (T10)
212 = (T10)

221 =
1√
3
∆0,

(T10)
113 =(T10)

131 = (T10)
311 =

1√
3
Σ′+, (T10)

223 = (T10)
232 = (T10)

322 =
1√
3
Σ′−,

(T10)
123 =(T10)

132 = (T10)
213 = (T10)

231 = (T10)
312 = (T10)

321 =
1√
6
Σ′0,

(T10)
133 =(T10)

313 = (T10)
331 =

1√
3
Ξ′0, (T10)

233 = (T10)
323 = (T10)

332 =
1√
3
Ξ′−,

(T10)
333 =Ω−. (5–4)

轻的赝标介子构成八重态

M8 =


π0
√
2
+ η8√

6
π+ K+

π− − π0
√
2
+ η8√

6
K0

K− K̄0 −2 η8√
6

 , (5–5)

这里我们不考虑味道单态 η1。

5.1.2 双重味重子半轻衰变

对于双重味重子弱衰变的 SU(3) 对称性分析可以包含了半轻和非轻过程，我们主

要给出半轻衰变的 SU(3) 分析，对于非轻过程的分析可以参见文献 [99, 107, 127]。

5.1.2.1 Ξcc 和 Ωcc 衰变

c→ qℓ̄ν 衰变的有效哈密顿量表示为

Heff =
GF√
2

[
V ∗cq q̄γ

µ(1− γ5)cν̄γµ(1− γ5)l
]
+ h.c., (5–6)

其中 q = d, s，Vcd and Vcs 是 CKM 矩阵元。重到轻夸克算符构成 SU(3) 三重态，记为

H3。其分量为：(H3)
1 = 0, (H3)

2 = V ∗cd, (H3)
3 = V ∗cs。在强子层面，描述 Ξcc 或 Ωcc 半

轻衰变到一个单粲重子的有效哈密顿量为

H(2)
eff = a1(Tcc)

i(H3)
j(T c3̄)[ij] ν̄ll + a2(Tcc)

i(H3)
j(T c6){ij}ν̄ll . (5–7)
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c

c

q

d/s

q

c

b

b

q

u/c

q

b

图 5–3 半轻衰变 Ξcc 或 Ωcc（左）和半轻衰变 Ξbb 或 Ωbb（右）的费曼图。

Figure 5–3 Feynman diagrams for semileptonic decays of Ξcc or Ωcc(left) and Ξbb or Ωbb(right).

图 5–3 中，左图给出了相应的费曼图。对于多体衰变过程 Ξcc 或 Ωcc 半轻衰变到一个

单粲重子以及一个赝标介子，相应的有效哈密顿量为

Hmulti
eff =a1(Tcc)

i(H3)
j(T c3̄)[ik]M

k
j ν̄ℓℓ+ a2(Tcc)

i(H3)
j(T c3̄)[kj]M

k
i ν̄ℓℓ

+ a3(Tcc)
i(H3)

j(T c6)[ik]M
k
j ν̄ℓℓ+ a4(Tcc)

i(H3)
j(T c6)[kj]M

k
i ν̄ℓℓ . (5–8)

这两套哈密顿量中的系数 a1、a2、a3 和 a4 是 SU(3) 不可约且非微扰的振幅。注意到

H(2)
eff 和 Hmulti

eff 中相同的系数如 a1、a2 实际上是两套不同的独立系数，这里为了方便

起见采用了同样的记号。不同衰变道的衰变振幅可以从公式 (5–7) 和公式 (5–8)导出，

其中少体衰变的结果在表 5–2 中给出。通过对比这些振幅，我们可以发现在 SU(3) 对

称极限下，三体衰变振幅之间存在以下关系

Γ(Ξ++
cc → Λ+

c l
+ν) =Γ(Ω+

cc → Ξ0
c l

+ν) =
|Vcd|2

|Vcs|2
Γ(Ξ++

cc → Ξ+
c l

+ν), (5–9)

Γ(Ξ++
cc → Ξ+

c l
+ν) =Γ(Ξ+

cc → Ξ0
c l

+ν), (5–10)

Γ(Ξ++
cc → Σ+

c l
+ν) =Γ(Ω+

cc → Ξ′0c l
+ν) =

1

2
Γ(Ξ+

cc → Σ0
c l

+ν)

=
|Vcd|2

|Vcs|2
Γ(Ξ++

cc → Ξ′+c l
+ν), (5–11)

Γ(Ξ++
cc → Ξ′+c l

+ν) =Γ(Ξ+
cc → Ξ′0c l

+ν) =
1

2
Γ(Ω+

cc → Ω0
c l

+ν). (5–12)

5.1.2.2 Ξbb 和 Ωbb 衰变

描述 b夸克衰变的有效哈密顿量为

Heff =
GF√
2

[
Vq′bq̄

′γµ(1− γ5)bl̄γµ(1− γ5)ν
]
+ h.c., (5–13)
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表 5–2 双重味重子 Ξcc(Ξbb) 和 Ωcc(Ωbb) 衰变到单重味重子的 SU(3) 振幅。

Table 5–2 SU(3) amplitudes for doubly heavy baryons Ωcc(Ωbb) decay into a singly heavy baryon.

channel amplitude channel amplitude

Ξ++
cc → Σ+

c l
+ν a2V

∗
cd√
2

Ξ++
cc → Λ+

c l
+ν a1V

∗
cd

Ξ++
cc → Ξ′+

c l
+ν a2V

∗
cs√
2

Ξ++
cc → Ξ+

c l
+ν a1V

∗
cs

Ξ+
cc → Σ0

cl
+ν a2V

∗
cd Ξ+

cc → Ξ0
cl

+ν a1V
∗
cs

Ξ+
cc → Ξ′0

c l
+ν a2V

∗
cs√
2

Ω+
cc → Ξ0

cl
+ν −a1V ∗

cd

Ω+
cc → Ξ′0

c l
+ν a2V

∗
cd√
2

Ω+
cc → Ω0

cl
+ν a2V

∗
cs

Ξ−
bb → Λ0

b l
−ν̄ −a4Vub Ξ0

bb → Ξ+
bcl

−ν̄ a3Vcb

Ω−
bb → Ξ0

b l
−ν̄ −a4Vub Ξ−

bb → Ξ0
bcl

−ν̄ a3Vcb

Ξ0
bb → Σ+

b l
−ν̄ a5Vub Ω−

bb → Ω0
bcl

−ν̄ a3Vcb

Ξ−
bb → Σ0

b l
−ν̄ a5Vub√

2
Ω−

bb → Ξ′0
b l

−ν̄ a5Vub√
2

q′ = u, c。b → c 跃迁算符是一个 SU(3) 单态，而 b → u 跃迁算符构成 SU(3) 三重态：

H ′3，分量为 (H ′3)
1 = 1，(H ′3)

2,3 = 0。图 5–3 中右图给出了相应的费曼图。在强子层面

Ξbb 和 Ωbb 少体和多体衰变的有效哈密顿量分别可以构造为

H(2)
eff =a3(Tbb)

i(T bc)i l̄νl + a4(Tbb)
i(H ′3)

j(T b3̄)[ij] l̄νl + a5(Tbb)
i(H ′3)

j(T b6){ij} l̄νl,

Hmulti
eff =a5(Tbb)

i(T bc)jM
j
i ℓ̄νℓ + a6(Tbb)

i(H ′3)
j(T b3̄)[ik]M

k
j ℓ̄νℓ

+ a7(Tbb)
i(H ′3)

j(T b3̄)[jk]M
k
i ℓ̄νℓ + a8(Tbb)

i(H ′3)
j(T b6){ik}M

k
j ℓ̄νℓ

+ a9(Tbb)
i(H ′3)

j(T b6){jk}M
k
i ℓ̄νℓ. (5–14)

表 5–2 列出了相应的少体衰变振幅。从中我们可以找出衰变宽度之间的关系

Γ(Ξ0
bb → Ξ+

bcl
−ν̄) =Γ(Ξ−bb → Ξ0

bcl
−ν̄) = Γ(Ω−bb → Ω0

bcl
−ν̄), (5–15)

Γ(Ξ−bb → Λ0
b l
−ν̄) =Γ(Ω−bb → Ξ0

b l
−ν̄), (5–16)

Γ(Ξ0
bb → Σ+

b l
−ν̄) =2Γ(Ξ−bb → Σ0

b l
−ν̄) = 2Γ(Ω−bb → Ξ′0b l

−ν̄). (5–17)

5.1.2.3 Ξbc 和 Ωbc 衰变

强子层面 Ξbc 和 Ωbc 三体半轻衰变的有效哈密顿量为

Heff = a6(Tbc)
i(T cc)i l̄νl + a7(Tbc)

i(H ′3)
j(T c3̄)[ij] ν̄ll + a8(Tbc)

i(H ′3)
j(T c6){ij} ν̄ll
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表 5–3 bcq 重子衰变振幅。

Table 5–3 Similar with Tab. 5–2 but for the doubly-heavy bcq baryons.

channel amplitude channel amplitude

Ξ+
bc → Λ0

b l
+ν a9V

∗
cd Ξ+

bc → Ξ++
cc l

−ν̄ a6Vcb

Ξ+
bc → Ξ0

b l
+ν a9V

∗
cs Ξ0

bc → Ξ+
ccl

−ν̄ a6Vcb

Ξ0
bc → Ξ−

b l
+ν a9V

∗
cs Ω0

bc → Ω+
ccl

−ν̄ a6Vcb

Ω0
bc → Ξ−

b l
+ν −a9V ∗

cd Ξ0
bc → Λ+

c l
−ν̄ −a7Vub

Ξ+
bc → Σ0

b l
+ν a10V

∗
cd√
2

Ω0
bc → Ξ+

c l
−ν̄ −a7Vub

Ξ+
bc → Ξ′0

b l
+ν a10V

∗
cs√
2

Ξ+
bc → Σ++

c l−ν̄ a8Vub

Ξ0
bc → Σ−

b l
+ν a10V

∗
cd Ξ0

bc → Σ+
c l

−ν̄ a8Vub√
2

Ξ0
bc → Ξ′−

b l
+ν a10V

∗
cs√
2

Ω0
bc → Ξ′+

c l
−ν̄ a8Vub√

2

Ω0
bc → Ξ′−

b l
+ν a10V

∗
cd√
2

Ω0
bc → Ω−

b l
+ν a10V

∗
cs

+ a9(Tbc)
i(H3)

j(T b3̄)[ij] l̄νl + a10(Tbc)
i(H3)

j(T b6){ij} l̄νl. (5–18)

这里同时包括了粲夸克和底夸克衰变的情况。表 5–3 列出了不同衰变道的衰变振幅。

显然，Ξbc 和Ωbc 的衰变振幅可以通过 Tcc 和 Tbb 的衰变得到。对于粲夸克衰变，我

们可以做替换：Tcc → Tbc, Tc → Tb。对于底夸克衰变我们做替换：Tbb → Tbc, Tb → Tc。

对于多体衰变的情况也是如此。由此我们可以得到衰变宽度之间的关系

Γ(Ξ+
bc → Λ0

b l
+ν) =Γ(Ω0

bc → Ξ−b l
+ν) =

|Vcd|2

|Vcs|2
Γ(Ξ+

bc → Ξ0
b l

+ν), (5–19)

Γ(Ξ+
bc → Ξ0

b l
+ν) =Γ(Ξ0

bc → Ξ−b l
+ν), (5–20)

Γ(Ξ+
bc → Σ0

b l
+ν) =Γ(Ω0

bc → Ξ′−b l
+ν) =

1

2
Γ(Ξ0

bc → Σ−b l
+ν)

=
|Vcd|2

|Vcs|2
Γ(Ξ+

bc → Ξ′0b l
+ν), (5–21)

Γ(Ξ+
bc → Ξ′0b l

+ν) =Γ(Ξ0
bc → Ξ′−b l

+ν) =
1

2
Γ(Ω0

bc → Ω−b l
+ν), (5–22)

Γ(Ξ+
bc → Ξ++

cc l
−ν̄) =Γ(Ξ0

bc → Ξ+
ccl
−ν̄) = Γ(Ω0

bc → Ω+
ccl
−ν̄), (5–23)

Γ(Ξ0
bc → Λ+

c l
−ν̄) =Γ(Ω0

bc → Ξ+
c l
−ν̄), (5–24)

Γ(Ξ+
bc → Σ++

c l−ν̄) =2Γ(Ξ0
bc → Σ+

c l
−ν̄) = 2Γ(Ω0

bc → Ξ′+c l
−ν̄). (5–25)
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图 5–4 两体双粲重子衰变费曼图，这里只展示一种企鹅图。C,C ′, B,E 图是被 1/Nc 压低的。

Figure 5–4 Feynman diagrams for two-body decays of doubly charmed baryons. We only show one type
of penguin diagrams. The C,C ′, B,E diagrams are suppressed by 1/Nc.

5.1.3 黄金衰变道分析

这一小节中我们给出实验上最有可能重建出双重味重子的衰变道。

• Ξcc 和 Ωcc 弱衰变：图 5–4 给出了末态为两体的 Cabibbo-allowed 衰变过程的示

意图。这里我们只展示了一种企鹅图。另外和树图振幅 T 相比 C,C ′, B,E 图

的振幅是被 1/Nc 压低的。对于 Ξcc 和 Ωcc 的衰变，表 5–4给出了所有 Cabibbo
allowed 衰变道。而从 D 和 Λc 衰变的数据来看，我们推测对于双重味重子

Cabibbo allowed 衰变道的分支比应该在百分之几的量级。

• Ξbb 和 Ωbb 弱衰变：表 5–5 列出了可以用来重建出 Ξbb 和 Ωbb 重子的衰变道。它

们典型的衰变分支比量级为 10−3。为了重建出末态的底介子和底重子，需要乘

上额外的因子 10−3，其中包括 J/ψ，D 或粲重子。因此 Ξbb 和 Ωbb 重子衰变分

支比最大为 10−8。

• Ξbc 和 Ωbc 弱衰变：表 5–6 列出了可以用来重建出 bcq 重子的可能的衰变道。对

于粲夸克衰变，典型的分支比在几个百分比量级。其末态可以包含一个底介子

或者一个底重子，相应的分支比应该在 10−3 量级。因此，Ξbc 和 Ωbc 衰变的分

支比很可能在 10−5 量级左右。如果 bcq 重子中的底夸克先衰变，分支比将会比

10−3 更小。这是因为 Ξbc 和 Ωbc 的总宽度是由粲夸克衰变主导的。在这种情况

下，分支比可能小于 10−5 量级。
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表 5–4 Cabibbo 角允许的 ccq 衰变，其典型的分支比在几个百分比的量级。

Table 5–4 Cabibbo allowed ccq decays whose typical branching ratios are at a few percents level.

Ξ++
cc → Ξ+

c π
+ Ξ+

cc → (Λ+
c K

0
,Λ+

c K
∗0
) Ω+

cc → (Ξ+
c K

0
,Ξ+

c K
∗0
)

Ξ+
cc → Ξ+

c ρ
0

Ξ+
cc → Ξ0

cπ
+

Ξ++
cc → (Σ++

c K
0
,Σ++

c K
∗0
) Ξ+

cc → Σ++
c K− Ω+

cc → (Ξ′+
c K

0
,Ξ′+

c K
∗0
)

Ξ++
cc → Ξ′+

c π
+ Ξ+

cc → (Σ+
c K

0
,Σ+

c K
∗0
) Ω+

cc → Ω0
cπ

+

Ξ+
cc → (Ξ′+

c ρ
0,Ξ′0

c π
+)

Ξ+
cc → Ω0

cK
+

Ξ++
cc → (Σ+D+,Σ′+D+) Ξ+

cc → (Λ0D+,Σ0D+,Σ′0D+) Ω+
cc → (Ξ0D+,Ξ′0D+)

Ξ+
cc → (Σ+D0,Σ′+D0)

Ξ+
cc → (Ξ0D+

s ,Ξ
′0D+

s )

表 5–5 衰变分支比在 10−3 量级的双底重子衰变。

Table 5–5 Doubly bottom baryon decays with branching fractions at the order of 10−3.

Ξ0
bb → (Ξ0

bJ/ψ,Ξ
′0
b J/ψ) Ξ−

bb → (Ξ−
b J/ψ,Ξ

′−
b J/ψ) Ω−

bb → Ω−
b J/ψ

Ξ0
bb → Ξ+

bcD
−
s Ξ−

bb → Ξ0
bcD

−
s Ω−

bb → Ω0
bcD

−
s

Ξ0
bb → Ω0

bcD
0

Ξ−
bb → Ω0

bcD
−

Ξ0
bb → (Ξ+

bcπ
−,Ξ0

bcρ
0) Ξ−

bb → Ξ0
bcπ

− Ω−
bb → Ξ0

bcK
−

Ξ0
bb → (Ω0

bcK
0,Ω0

bcK
∗0) Ω−

bb → Ω0
bcπ

−

Ξ0
bb → (Λ0

bD
0,Σ0

bD
0) Ξ−

bb → Σ−
b D

0 Ω−
bb → (Ξ−

b D
0,Ξ′−

b D
0)

Ξ0
bb → Σ−

b D
+

Ξ0
bb → (Ξ−

b D
+
s ,Ξ

′−
b D

+
s )
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表 5–6 bcq 重子的衰变模式，其中粲夸克衰变的典型分支比在几个百分比量级，而底夸克衰变的

分支比在 10−3 量级。

Table 5–6 Decay modes of the bcq baryons. Typical branching ratios for charm quark decays might be a
few percents, while BR for decays induced by b quark may reach the order 10−3.

Charm: Ξ+
bc Ξ0

bc Ω0
bc

Ξ+
bc → Ξ0

bπ
+ Ξ0

bc → (Λ0
bK

0
,Λ0

bK
∗0
) Ω0

bc → (Ξ0
bK

0
,Ξ0

bK
∗0
)

Ξ0
bc → (Ξ0

bρ
0,Ξ−

b π
+)

Ξ+
bc → (Σ+

b K
0
,Σ+

b K
∗0
) Ξ0

bc → Σ+
b K

− Ω0
bc → (Ξ′0

b K
0
,Ξ′0

b K
∗0
)

Ξ+
bc → Ξ′0

b π
+ Ξ0

bc → (Σ0
bK

0
,Σ0

bK
∗0
) Ω0

bc → Ω−
b π

+

Ξ0
bc → (Ξ′0

b ρ
0,Ξ′−

b π
+)

Ξ0
bc → Ω−

b K
+

Ξ+
bc → (Σ+B0,Σ′+B0) Ξ0

bc → (Σ+B−,Σ′+B−) Ω0
cc → (Ξ0B0,Ξ′0B0)

Ξ0
bc → (Σ0B0,Σ′0B0,Λ0B0)

Ξ0
bc → (Ξ0B0

s ,Ξ
′0B0

s )

Bottom: Ξ+
bc Ξ0

bc Ω0
bc

Ξ+
bc → (Ξ+

c J/ψ,Ξ
′+
c J/ψ) Ξ0

bc → (Ξ0
cJ/ψ,Ξ

′0
c J/ψ) Ω0

bc → Ω0
cJ/ψ

Ξ+
bc → Ξ++

cc D
−
s Ξ0

bc → Ξ+
ccD

−
s Ω0

bc → Ω+
ccD

−
s

Ξ+
bc → Ω+

ccD
0

Ξ0
bc → Ω+

ccD
−

Ξ+
bc → (Ξ++

cc π
−,Ξ+

ccρ
0) Ξ0

bc → Ξ+
ccπ

− Ω0
bc → Ξ+

ccK
−

Ξ+
bc → (Ω+

ccK
0,Ω+

ccK
∗0) Ω0

bc → Ω+
ccπ

−

Ξ+
bc → (Λ+

c D
0,Σ+

c D
0,Σ0

cD
+) Ξ0

bc → Σ0
cD

0 Ω0
bc → (Ξ0

cD
0,Ξ′0

c D
0)

Ξ+
bc → (Ξ0

cD
+
s ,Ξ

′0
c D

+
s )
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5.2 用 LCSR计算双重味重子衰到反三重态重子弱衰变

5.2.1 单重味重子的光锥分布振幅

这一节将给出在重夸克有效理论 (HQET) 的框架下底重子光锥分布振幅的定义及

其形式[128]。根据 HQET 的领头阶展开，单重味重子中的重夸克作为一个非相对论的粒

子，它是和轻夸克自由度部分脱耦的。其中两个轻夸克组成所谓的双夸克对 (diquark)
系统。这里我们分别把反三重态和六重态单重味重子记为 Hj=0

b 和 Hj=1
b 。

因为 Hj=0
b 的总自旋 1/2 完全来自于其中 b 夸克的自旋，所以描述 Hj=0

b 态的

旋量就是其中 b 夸克的旋量 uγ，γ 是 Dirac 旋量指标。对于 Hj=1
b 态，其旋量结构

更为复杂。由于在重夸克极限下，轻自由度和重夸克自由度脱耦，Hj=1
b 的旋量可以

用 Rarita-Schwinger 矢量-旋量表示，它由重夸克的旋量 uγ(v) 和双夸克对的极化矢量

εµ(v) 的直积组成。其中 vµ 是重子的四速度。uγ(v) 的自旋和 εµ(v) 的极化分别满足以

下求和性质：

2∑
i=1

ui(v)ūi(v) = P+,
3∑
i=1

ε∗iµ (v)ε
i
ν(v) = −gµν + vµvν , (5–26)

其中 P+ = (1 + /v)/2 ，归一化为

−gµν
∑

Tr
[
u(v)ε∗µ(v)εν(v)ū(v)

]
= 6. (5–27)

这对应于极化矢量的 3 个自由度 (横向条件约束了一个) 乘以 2 个重夸克旋量的自由

度。极化矢量的归一化为 εµ(v)ε∗µ(v) = 1。

事实上，矢量-旋量 εµ(v)uγ(v) 并不是自旋 3/2 或者 1/2 的不可约表示。根据

Rarita-Schwinger 旋量-矢量满足的性质

(/vR3/2µ(v))γ = R3/2µ
γ (v), vµR

3/2µ
γ (v) = 0, (γµR

3/2µ(v))γ = 0. (5–28)

我们定义两个投影算符

(P3/2)
µ γ′

νγ = [δµν −
1

3
(γµ + vµ)γν ]

γ′

γ

(P1/2)
µ γ′

νγ = [
1

3
(γµ + vµ)γν ]

γ′

γ , (5–29)

其满足 P 2
3/2(1/2) = 1, P3/2 + P1/2 = 1。这两个投影算符分别作用到 Rarita-Schwinger

旋量-矢量上就能得到自旋 1/2 和 3/2 的不可约表示旋量

ϵµ(v)uγ(v) = (P1/2 + P3/2)
µ γ′

νγ ϵν(v)uγ′(v)

= R1/2µ
γ (v) +R3/2µ

γ (v), (5–30)
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其中 P1/2 投影出的旋量为

R1/2µ
γ (v) = ([

1

3
(γµ + vµ)/ϵ(v)]u(v))γ, (5–31)

但这不是一个自旋为 1/2 的旋量。我们需要进一步做如下处理

R̃(v) =
1√
3
γ5γµR

1/2µ(v)

=
1

3
√
3
γ5γµ(γ

µ + vµ)/ϵ(v)u(v)

=
1√
3
γ5/ϵ(v)u(v), (5–32)

这里我们用到了横向条件 vµϵ
µ = 0。可以证明上式定义的 R̃(v) 确实是自旋为 1/2 的

旋量。对自旋和极化自由度求和

2∑
i=1

3∑
j=1

R̃(v)ij
¯̃
R(v)ij =

1

3

∑
ij

γ5/ϵj(v)ui(v)u
†
i (v)/ϵ

∗†
j (v)γ5γ0

= −1

3

∑
j

γ5/ϵj(v)
1 + /v

2
/ϵ∗j(v)γ5

=
1 + /v

2
, (5–33)

其中 R̃(v)ij =
1√
3
γ5/ϵj(v)ui(v)，并且用到了

∑3
j ϵµj(v)ϵ

∗
νj(v) = −gµν + vµvν。

在光锥坐标系下我们可以定义在重夸克极限下单重味重子 LCDAs。对于 jP = 0+

态，光锥矢量定义为：nµ = (1, 0, 0,−1) 和 n̄µ = (1, 0, 0, 1)，n2 = n̄2 = 0，n · n̄ = 2。

一个任意的四矢量可以在光锥坐标系下表示为

aµ = a−
nµ

2
+ a+

n̄µ

2
+ aµ⊥. (5–34)

可以选择 Λb 的四速度为 vµ = 1
2
(n

µ

v+
+ v+n̄

µ)，Λb 的 LCDAs 定义为[128]

1

v+
⟨0|[qT1 (t1)Cγ5/nq2(t2)]Qγ(0)|Hj=0

b (v)⟩ = ψ2(t1, t2)f
(1)uγ

i

2
⟨0|[qT1 (t1)Cγ5σµνq2(t2)]Qγ(0)n̄

µnν |Hj=0
b (v)⟩ = ψ3σ(t1, t2)f

(2)uγ

⟨0|[qT1 (t1)Cγ5q2(t2)]Qγ(0)|Hj=0
b (v)⟩ = ψ3s(t1, t2)f

(2)uγ

v+⟨0|[qT1 (t1)Cγ5 /̄nq2(t2)]Qγ(0)|Hj=0
b (v)⟩ = ψ4(t1, t2)f

(1)uγ. (5–35)

重夸克的坐标取为原点，ti 是第 i 个轻夸克在光锥上到原点的距离。其坐标用协变

形式表示为 tin
µ。另外旋量 uγ 的归一化为：

∑2
i=1 u

i(v)ūi(v) = (1 + /v)/2，u(v) =
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1√
2mH

uQCD(p)。而强子态的归一化为 |Λb(v)⟩ = 1√
2mH
|Λb(pΛ)⟩QCD。因此衰变常数的定

义不受态和旋量场的归一化影响

ϵabc⟨0|
[
qaT1 (0)Cγ5qb2(0)

]
Qc
γ(0)|H

j=0
b (v)⟩ = f

(1)

Hj=0
b

uγ(v), (5–36)

ϵabc⟨0|
[
qaT1 (0)Cγ5v/qb2(0)

]
Qc
γ(0)|H

j=0
b (v)⟩ = f

(2)

Hj=0
b

uγ(v). (5–37)

根据公式 (5–35) 定义的 LCDAs，可以得到由不同 twist 的光锥分布振幅表示的矩阵元

ϵabc⟨Hj=0
b (v)|q̄a1k(t1)q̄b2i(t2)Q̄c

γ(0)|0⟩ =
1

8
v+ψ

∗
2(t1, t2)f

(1)ūγ(C
−1γ5 /̄n)ki

−1

8
ψ∗3σ(t1, t2)f

(2)ūγ(C
−1γ5iσ

µν)kin̄µnν

+
1

4
ψ∗3s(t1, t2)f

(2)ūγ(C
−1γ5)ki

+
1

8v+
ψ∗4(t1, t2)f

(1)ūγ(C
−1γ5/n)kl. (5–38)

光锥波函数的傅里叶变换形式为

ψ(x1, x2) =

∫ ∞
0

dω1dω2e
−iω1t1e−iω2t2ψ(ω1, ω2), (5–39)

其中 ω1 和 ω2 分别是两个轻夸克沿光锥方向运动的动量。我们定义双夸克对的总动量

为 ω = ω1 + ω2，另外有 x1 = t1n , x2 = t2n，t2 = v · x2，

ψ(0, x2) =

∫ ∞
0

dωdω2e
−iω2t2ψ(ω1, ω2)

=

∫ ∞
0

dωω

∫ 1

0

due−iūωv·x2ψ(ω, u), (5–40)

其中 ω2 = (1− u)ω = ūω, v = (n̄+ n)/2。另外为了方便后面的计算，我们定义

ψ̃(ω, u) =

∫ ω

0

dττψ(τ, u),

d

dω
ψ̃(ω, u) = ωψ(ω, u). (5–41)

这一章将主要分析双重味重子衰变到自旋为 1/2 的反三重态重子 ΛQ，末态将分

别考虑底重子和粲重子 Q = b, c 的情况。在目前文献中给出的几乎都是底重子的光

锥分布振幅，比如在文献 [128] 中只给出了 Λb 的 LCDAs。在重夸克极限下，Λc 的

LCDAs 与 Λb 的 LCDAs 具有相似的形式，事实上这个近似是可理解的。注意到 ΛQ 的

LCDAs 是重子中轻自由度总动量 ω 以及其中一个轻夸克在其中的动量分数 u，不依
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赖于重夸克的质量，这一点本身就是和文献 [128] 中用 HQET 定义 LCDAs 是自洽的。

从唯象上分别估计 Λc 和 Λb 当中轻自由度的能量mΛQ
−mQ，我们发现两者几乎相等

mΛ −mc

mΛb
−mb

= 1.017, (5–42)

其中质量参数区取为mΛ = 2.286GeV,mΛb
= 5.62GeV,mc = 1.35GeV,mb = 4.7GeV。事

实上这一特性是可以用HQET来证明的。经过这些讨论，我们可以用同一套LCDAs[128]

描述 Λb 和 Λc，它们的形式为

ψ2(ω, u) =
15

2
N−1ω2ūu

∫ s0

ω/2

ds e−s/τ (s− ω/2) ,

ψ4(ω, u) = 5N−1
∫ s0

ω/2

ds e−s/τ (s− ω/2)3 ,

ψ3s(ω, u) =
15

4
N−1ω

∫ s0

ω/2

ds e−s/τ (s− ω/2)2 ,

ψ3σ(ω, u) =
15

4
N−1ω(2u− 1)

∫ s0

ω/2

ds e−s/τ (s− ω/2)2 , (5–43)

其中 N 是归一化系数

N =

∫ s0

0

ds s5e−s/τ . (5–44)

5.2.2 ΞQQ′q → ΛQ′ 形状因子定义

为了描述强子跃迁过程 ΞQQ′q → ΛQ′，我们定义 6 个形状因子

⟨ΛQ′(pΛ, sΛ)|(V − A)µ|ΞQQ′q(pΞ, sΞ)⟩

= ūΛ(pΛ, sΛ)

[
γµf1(q

2) + iσµν
qν

mΞ

f2(q
2) +

qµ
mΞ

f3(q
2)

]
uΞ(pΞ, sΞ)

−ūΛ(pΛ, sΛ)
[
γµg1(q

2) + iσµν
qν

mΞ

g2(q
2) +

qµ
mΞ

g3(q
2)

]
γ5uΞ(pΞ, sΞ), (5–45)

其中初末态重子的旋量、动量、质量和自旋分别表示为uΞ, pΞ, mΞ, sΞ 和uΛ, pΛ, mΛ, sΞ。

弱衰变流有矢量流 q̄γµQ和轴矢流 q̄γµγ5Q组成，q 表示轻夸克 u, d而 Q表示重夸克

b, c。fi(q
2) 和 gi(q

2) 分别是两组描述矢量流和轴矢流转移矩阵元的形状因子，转移动

量为 qµ = pµΞ − p
µ
Λ。为了简化计算，我们也可以采用下面这种参数化方法

⟨ΛQ′(pΛ, sΛ)|(V − A)µ|ΞQQ′q(pΞ, sΞ)⟩

= ūΛ(pΛ, sΛ)

[
F1(q

2)γµ + F2(q
2)pΛ + F3(q

2)pΞ

]
uΞ(pΞ, sΞ)
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−ūΛ(pΛ, sΛ)
[
G1(q

2)γµ +G2(q
2)pΛ +G3(q

2)pΞ

]
γ5uΞ(pΞ, sΞ), (5–46)

可以更加直接地在 LCSR 的框架中抽取 Fi 和 Gi。这两种参数化形状因子之间的转换

关系为

f1(q
2) = F1(q

2) +
1

2
(mΞ +mΛ)(F2(q

2) + F3(q
2)),

f2(q
2) =

1

2
mΞ(F2(q

2) + F3(q
2)),

f3(q
2) =

1

2
mΞ(F3(q

2)− F2(q
2)),

g1(q
2) = G1(q

2)− 1

2
(mΞ −mΛ)(F2(q

2) + F3(q
2)),

g2(q
2) =

1

2
mΞ(G2(q

2) +G3(q
2)),

g3(q
2) =

1

2
mΞ(G3(q

2)−G2(q
2)). (5–47)

5.2.3 双重味重子衰变的 LCSR 方法

在第四章我们介绍了如何用 LCSR 的方法处理 D → f0 的过程，其中使用了末态

S-波的光锥分布振幅并将其作为低能的非微扰输入量。对于重子到重子的跃迁过程，

我们也可以用相同的方法来处理。这里我们着重考虑双重味重子 ΞQQ′ 弱衰变到单重

味重子 ΛQ′ 的情况，其中将采用末态 ΛQ′ 的光锥分布振幅作为非微扰输入量。首先定

义一个两点关联函数

Πµ(pΛ, q) = i

∫
d4xeiq·x⟨ΛQ′(pΛ)|T{JV−Aµ (x)J̄ΞQQ′ (0)}|0⟩. (5–48)

其中 JV−A, JΞQQ′ 分别是 V − A流和从真空产生 ΞQQ′ 的流算符

JV−Aµ (x) = q̄eγµ(1− γ5)Qe, (5–49)

当 Q = Q′ = b, c时，有

JΞQQ
= ϵabc(Q

T
aCγµQb)γµγ5q

′
c, (5–50)

当 Q = b, Q′ = c时，有

JΞbc
=

1√
2
ϵabc(b

T
aCγ

µcb + cTaCγ
µbb)γµγ5q

′
c. (5–51)

接下来，需要分别在强子层面和 QCD 层面计算关联函数 (5–48)。在强子层面，通

过在 JV−A 和 JΞQQ′ 之间插入重子态完备集，并利用 ΞQQ′ 衰变常数 fΞ 的定义

⟨ΞQQ′(pΞ, s)|J̄ΞQQ′ (0)|0⟩ = fΞūΞ(pΞ, s) (5–52)
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矢量流 q̄γµQ诱导的关联函数可以表示为

Πhadron
µ,V (pΛ, q)

= − fΞ
(q + pΛ)2 −m2

Ξ

ūΛ(pΛ)[F1(q
2)γµ + F2(q

2)pΛµ + F2(q
2)pΞµ](/q + /pΛ +mΞ) + . . .

= − fΞ
(q + pΛ)2 −m2

Ξ

ūΛ(pΛ)
[
F1(q

2)(mΞ −mΛ)γµ

+[(m2
Λ +mΞmΛ)(F2(q

2) + F3(q
2)) + 2mΛ]vµ

+(mΞ +mΛ)F3(q
2)qµ + F1(q

2)γµ/q +mΛ(F2(q
2) + F3(q

2))vµ/q + F3(q
2)qµ/q

]
+ . . . , (5–53)

其中用到了 ΛQ′ 的四速度 pΛ = mΛQ′vµ。省略号部分表示在阈值 sth 连续谱 ρh 的贡献，

其积分形式为 ∫ ∞
sth

ds
ρh(s, q2)

s− p2Ξ
. (5–54)

轴矢量流 q̄γµγ5Q 诱导的关联函数可以用相似的方法来处理。接下来的计算中将关注

在对矢量流形状因子 fi 的抽取，而对于 gi 的抽取则是类似的。

然后我们需要在 QCD 层面上计算关联函数 (5–48)。以 ΞQQ 衰变为例，根据费曼

规则计算领头阶的贡献

ΠQCD
µ,V (pΛ, q) = − i

4

∫
d4xeiq·x{ψ∗2(0, x)f (1)ūΛ[γ

νCSQ(x)TCTγµ /̄nγν ]

−ψ∗3σ(0, x)f (2)ūΛ[γ
νCSQ(x)TCTγµiσ

αβγν ]n̄αnβ

−2ψ∗3s(0, x)f (2)ūΛ[γ
νCSQ(x)TCTγµγν ]

+ψ∗4(0, x)f
(1)ūΛ[γ

νCSQ(x)TCTγµ/nγν ]}. (5–55)

需要注意的是公式 (5–55) 中的光锥矢量 n 和 n̄ 是在特定参考系中选取的，因此不满

足洛伦兹协变性。我们将它们表示成洛伦兹协变的形式

nµ =
1

v · x
xµ, n̄µ = 2vµ −

1

v · x
xµ. (5–56)

利用傅里叶变换后的 LCDAs 以及公式 5–56中协变的光锥矢量，关联函数可以表示为

对双夸克对动量 ω 和动量分数 u的卷积

ΠQCD
µ,V (pΛ, q) = − i

4

∫
d4x

∫ 2s0

0

dωω

∫ 1

0

duei(q+ūωv)·x

×{ψ2(ω, u)f
(1)ūΛ[γ

νCSQ(x)TCTγµ(2/v −
/x

v · x
)γν ]
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−ψ3σ(ω, u)f
(2)ūΛ[γ

νCSQ(x)TCTγµiσ
αβγν ]

2vαxβ
v · x

−2ψ3s(ω, u)f
(2)ūΛ[γ

νCSQ(x)TCTγµγν ]

+ψ4(ω, u)f
(1)ūΛ[γ

νCSQ(x)TCTγµ
/x

v · x
γν ]}. (5–57)

这里 SQ(x) 表示 QCD 中自由重夸克传播子。通过对时空坐标 x的积分，我们可以得

到 QCD 层面上的关联函数

ΠQCD
µ,V ((pΛ + q)2, q2)

=

∫ 2s0

0

dωω

∫ 1

0

duψ2(ω, u)f
(1)
ūΛ[−ūωγµ + 2(ūω +mQ)vµ + γµ/q]

ūω
mΛ
s+H(u, ω, q2)−m2

Q

+

∫ 2s0

0

dω

∫ 1

0

duūf (1)[ψ̃2(ω, u)− ψ̃4(ω, u)]
1

( ūω
mΛ
s+H(u, ω, q2)−m2

Q)
2

×ūΛ
[
m2
Qγµ − 2(mQ + ūω)qµ − 2ūω(mQ + ūω)vµ − 2qµ/q − 2ūωvµ/q

]
+ 2

∫ 2s0

0

dω

∫ 1

0

duūψ̃3σ(ω, u)f
(2) 1

( ūω
mΛ
s+H(u, ω, q2)−m2

Q)
2
ūΛ[−mQ(q · v)γµ

+2(mQ + ūω + q · v)qµ + (4ūω(q · v) + q2 − 3m2
Q + 3ū2ω2)vµ −mQγµ/q]

+

∫ 2s0

0

dωω

∫ 1

0

duψ3s(ω, u)f
(2) ūΛ[qµ + ūωvµ +

1
2
mQγµ]

ūω
mΛ
s+H(u, ω, q2)−m2

Q

, (5–58)

其中mQ 表示重夸克的质量，一些组合变量定义为

s = (pΛ + q)2, q · v =
1

2mΛ

(s− q2 −m2
Λ),

H(u, ω, q2) = ūω(ūω −mΛ) + (1− ūω

mΛ

)q2. (5–59)

这里重新定义了 LCDAs

ψ̃i(ω, u) =

∫ ω

0

dττψi(τ, u) (i = 2, 3σ, 3s, 4). (5–60)

图 5–5 给出了 QCD 层面关联函数的费曼图。注意到关联函数需要表示成关于洛

伦兹不变量 (pΛ + q)2 和 q2 的函数。通过提取关联函数 (5–58) 在 (pΛ + q)2 的复平面上

穿过支割线的不连续部分，可以将关联函数表示成色散积分的形式

ΠQCD
µ,V (pΛ, q) =

1

π

∫ ∞
(mQ+mQ′+mq)2

ds
ImΠQCD

µ,V (s, q2)

s− (pΛc + q)2
. (5–61)

根据全局的夸克强子对偶公式 (5–54) 中的积分可以和相应的 QCD 层面的 (5–61) 近似

等同起来，这样我们就能得到

− fH
(q + pΛ)2 −m2

Ξ

ūΛ(pΛ)
[
F1(q

2)(mΞ −mΛ)γµ
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q

x

ūωv

pΛ = mΛv

0

图 5–5 QCD 层面的关联函数的费曼图表示。绿色部分表示 ΛQ′ 重子，其四速度为 v。左侧黑点表

示 V −A，右侧黑点表示双重味重子流。左侧夸克线表示 ΛQ′ 中的一个轻夸克，其动量为 ūωv，ū

是其相对于双轻夸克对的动量分数。

Figure 5–5 Feynman diagram of the QCD level correlation function. The green ellipse denotes the final
ΛQ′ which has velocity v. The left black dot denotes the V − A current while the right dot denotes the
doubly-heavy baryon current. The left straight line denote one of the light quark inside the ΛQ′ . It has
momentum ūωv, where ū is its momentum fraction related to the diquark.

+[(m2
Λ +mΞmΛ)(F2(q

2) + F3(q
2)) + 2mΛF1(q

2)]vµ

+(mΞ +mΛ)F3(q
2)qµ + F1(q

2)γµ/q +mΛ(F2(q
2) + F3(q

2))vµ/q + F3(q
2)qµ/q

]
=

1

π

∫ sth

(mQ+mQ′+mq)2
ds

ImΠQCD
µ,V (s, q2)

s− (pΛc + q)2
. (5–62)

对公式 (5–62) 两边同时做 Borel 变换，我们可以抽取出形状因子 Fi，具体表达式为

F1(q
2) =

1

fΞ(mΞ −mΛ)
exp(

m2
Ξ

M2
)

×
{
−
∫ 1

0

du

∫ 2s0

0

dω
mΛ

ū
exp(− sr

M2
)θ(sth − sr)θ(sr − (2mQ +mq)

2)

× [ψ3s(ω, u)f
(2)1

2
mQ − ψ2(ω, u)f

(1)ūω]

+

∫ 1

0

du θ(∆)θ(2s0 −
ξ+

ū
)θ(ξ+)

1

ū
√
∆

mΛ

ω
exp(− s0

M2
)

×
[
(ψ̃2(ω, u)− ψ̃4(ω, u))f

(1)m2
Q − ψ̃3σ(ω, u)f

(2)mQ

mΛ

(s0 − q2 −m2
Λ)
]∣∣∣
ω= ξ+

ū

−
∫ 1

0

du θ(∆)θ(2s0 −
ξ+

ū
)θ(ξ+)

1

ū
√
∆

mΛ

ω
exp
(
− (mQ +mQ′ +mq)

2

M2

)
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×
[
(ψ̃2(ω, u)− ψ̃4(ω, u))f

(1)m2
Q

− ψ̃3σ(ω, u)f
(2)mQ

mΛ

((mQ +mQ′ +mq)
2 − q2 −m2

Λ)
]∣∣∣
ω= ξ+

ū

−
∫ 1

0

du

∫ ∞
0

dω
mΛ

ū
exp(− sr

M2
)θ(sth − sr)θ(sr − (2mQ +mq)

2)

× d

ds

{
exp(− s

M2
)
[
(ψ̃2(ω, u)− ψ̃4(ω, u))f

(1)m2
Q

− ψ̃3σ(ω, u)f
(2)mQ

mΛ

(s− q2 −m2
Λ)
]}∣∣∣

s=sr

}
,

F3(q
2) =

1

fΞ(mΞ +mΛ)
exp(

m2
Ξ

M2
)

×
{
−
∫ 1

0

du

∫ 2s0

0

dω
mΛ

ū
exp(− sr

M2
)θ(sth − sr)θ(sr − (2mQ +mq)

2)ψ3s(ω, u)

+

∫ 1

0

du θ(∆)θ(2s0 −
ξ+

ū
)θ(ξ+)

1

ū
√
∆

mΛ

ω
exp(− sth

M2
)

×
[
4(mQ + ūω +

sth − q2 −m2
Λ

2mΛ

)ψ̃3σ(ω, u)f
(2)

+ 2(mQ + ūω)(ψ̃4(ω, u)− ψ̃2(ω, u))f
(1)
]∣∣∣
ω= ξ+

ū

−
∫ 1

0

du θ(∆)θ(2s0 −
ξ+

ū
)θ(ξ+)

1

ū
√
∆

mΛ

ω
exp
(
− (mQ +mQ′ +mq)

2

M2

)
×
[
4
(
m+ ūω +

(mQ +mQ′ +mq)
2 − q2 −m2

Λ

2mΛ

)
ψ̃3σ(ω, u)f

(2)

+ 2(mQ + ūω)(ψ̃4(ω, u)− ψ̃2(ω, u))f
(1)
]∣∣∣
ω= ξ+

ū

−
∫ 1

0

du

∫ 2s0

0

dω
mΛ

ū
exp(− sr

M2
)θ(sth − sr)θ(sr − (2mQ +mq)

2)

× d

ds

{
exp(− s

M2
)
[
4
(
mQ + ūω +

s− q2 −m2
Λ

2mΛ

)
ψ̃3σ(ω, u)f

(2)

+ 2(mQ + ūω)(ψ̃4(ω, u)− ψ̃2(ω, u))f
(1)
]}∣∣∣

s=sr

}
,

F ′2(q
2) =

1

fΞ
exp(

m2
Ξ

M2
)

×
{
−
∫ 1

0

du

∫ 2s0

0

dω
mΛ

ū
exp(− sr

M2
)θ(sth − sr)θ(sr − (2mQ +mq)

2)

× [2(ūω +mQ)ψ2(ω, u)f
(1) + ūωψ3s(ω, u)f

(2)]
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+

∫ 1

0

du θ(∆)θ(2s0 −
ξ+

ū
)θ(ξ+)

1

ū
√
∆

mΛ

ω
exp(− sth

M2
)

×
[
2ūω(mQ + ūω)(ψ̃4(ω, u)− ψ̃2(ω, u))f

(1)

+ 2ψ̃3σ(ω, u)f
(2)(4ūω

sth − q2 −m2
Λ

2mΛ

+ q2 − 3m2
Q + 3ū2ω2)

]∣∣∣
ω= ξ+

ū

−
∫ 1

0

du θ(∆)θ(2s0 −
ξ+

ū
)θ(ξ+)

1

ū
√
∆

mΛ

ω
exp
(
− (mQ +mQ′ +mq)

2

M2

)
×
[
2ūω(mQ + ūω)(ψ̃4(ω, u)− ψ̃2(ω, u))f

(1)

+ 2ψ̃3σ(ω, u)f
(2)(4ūω

(mQ +mQ′ +mq)
2 − q2 −m2

Λ

2mΛ

+ q2 − 3m2
Q + 3ū2ω2)

]∣∣∣
ω= ξ+

ū

−
∫ 1

0

du

∫ 2s0

0

dω
mΛ

ū
exp(− sr

M2
)θ(sth − sr)θ(sr − (2mQ +mq)

2)

× d

ds

{
exp(− s

M2
)
[
2ūω(mQ + ūω)(ψ̃4(ω, u)− ψ̃2(ω, u))f

(1)

+ 2ψ̃3σ(ω, u)f
(2)
(
4ūω

s− q2 −m2
Λ

2mΛ

+ q2 − 3m2
Q + 3ū2ω2

)]}∣∣∣
s=sr

}
,

F2(q
2) =

F ′2(q
2)− 2mΛF1(q

2)

m2
Λ +mΞmΛ

− F3(q
2), (5–63)

其中一些组合物理量为

sr =
mΛ

ūω
(m2

Q −H(u, ω, q2)),

∆ =
1

mΛ2
c

(sth − q2 −m2
Λ)− 4(q2 −m2

Q),

ξ+ =
1

2

[
− 1

mΛ

(sth − q2 −m2
Λ) +

√
∆

]
. (5–64)

轴矢量形状因子 Gi 和矢量形状因子 Fi 之间存在如下关系

G1(q
2) = F1(q

2)
∣∣
ψ2→−ψ2, ψ4→−ψ4

,

G2(q
2) = F2(q

2)
∣∣
ψ2→−ψ2, ψ4→−ψ4

,

G3(q
2) = F3(q

2)
∣∣
ψ2→−ψ2, ψ4→−ψ4

. (5–65)

从公式 (5–62) 可以看出，对于每个形状因子可以从两种结构抽取。例如 f1(q
2) 可

以从关联函数中 γµ 的系数抽取得到也可以从 γµ/q 的系数抽取得到。但是只有从 γµ 的

系数抽取得到的 f1(q
2) 对所有四种扭度的 LCDAs 都有依赖。我们希望尽可能所有的

LCDAs 都能对形状因子有贡献，因此选择了 γµ, vµ, qµ 三种结构分别抽取 f1, f2, f3。
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另外注意到公式 (5–62) 中 vµ 的系数包含了所有的 fi，因此需要先抽取出 f1 和 f3，然

后从 vµ 项的系数中抽取 f2。

5.3 基于 SVZ求和规则的计算

这节我们将简单地介绍如何用 SVZ 求和规则计算双重味到单重味重子的跃迁形

状因子，详细计算可以参考文章 [129]，由于篇幅原因我们只介绍其基本框架。类似

于光锥 QCD 求和规则，我们需要分别在强子层面和 QCD 层面计算关联函数

ΠV,A
µ (p21, p

2
2, q

2) = i2
∫
d4xd4ye−ip1·x+ip2·y⟨0|T{JBq′1Q2q3

(y)JV/A(0)J̄BQ1Q2q3
(x)}|0⟩,

(5–66)
其中味道转移过程为 Q1 → q′1，其包括 c→ d/s或者 b→ u，旁观者夸克为 Q2 = c/b,
q3 = u/d/s，弱流算符为 JVµ (J

A
µ ) = q̄′1γµ(γµγ5)Q1，JBq′1Q2q3

和 JBQ1Q2q3
分别是产生双

重味重子和湮灭单重味重子的强子流算符。

将强子层面和 QCD 层面的关联函数计算结果相匹配，再利用 Borel 变换以及夸

克强子对偶，我们能够得到如下等式，从而抽取出形状因子

λBq′1Q2q3
λBQ1Q2q3

(/p2 +M2)(γµf1 + iσµν
qν

M1

f2 +
qµ
M1

f3)(/p1 +M1)e
−M2

1 /T
2
1 e−M

2
2 /T

2
2

=

∫ s01

0

ds1

∫ s02

0

ds2ρ
V,QCD
µ (s1, s2, q

2)e−s1/T
2
1 e−s2/T

2
2 , (5–67)

其中形状因子的定义和公式 (5–45) 相同，Ti 是 Borel 参数，重子衰变常数定义为

⟨0|JB|B(p, s)⟩ = λBu(p, s). (5–68)

ρV,QCD
µ 是 QCD 层面关联函数的不连续部分，由如下双重色散积分定义

ΠV,pert
µ (p21, p

2
2, q

2) =

∫
ds1ds2

ρV,pertµ (s1, s2, q
2)

(s1 − p21)(s2 − p22)
. (5–69)

在 SVZ 求和规则中，非微扰效应的贡献来自于真空凝聚。关联函数 (5–66)在夸克

胶子层面与真空的相互效应可以通过 OPE 逐阶展开为微扰贡献，夸克凝聚贡献和夸

克胶子凝聚贡献，如图 5–6 所示。

5.4 数值结果与唯象应用

5.4.1 形状因子数值结果

我们详细给出基于 LCSR 方法的数值计算结果。重夸克质量取为 mc = (1.35 ±
0.10) GeV 和 mb = (4.7 ± 0.1) GeV，轻夸克质量近似为零。表 5–7 给出了双重为重
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图 5–6 第一行：跃迁形状因子的微扰图贡献，双线表示重夸克，普通实线表示轻夸克。第二行：轻

夸克凝聚图，重夸克没有真空凝聚，因此只有两条轻夸克传播子和真空相互作用。第三行：夸克

胶子混合凝聚图。

Figure 5–6 The first line: The perturbative contribution to transition form factors. The doubly-solid
line denotes a heavy quark, and the ordinary solid line corresponds to a light quark. The second line:
Light-quark condensate diagrams. Heavy quark will not condensate and thus only the two light-quark
propagators give condensate contributions. The third line: Mixed quark-gluon condensate diagrams.
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子的质量，寿命以及衰变常数 fΞ
[130-133]。LCDAs 定义式 (5–35) 中 ΛQ 的衰变常数取为

f (1) = f (2) = 0.03 ± 0.005，质量为 mΛc = 2.286 GeV 和 mΛb
= 5.620 GeV。式 (5–43)

中 LCDAs 参数选为 s0 = 1.2 GeV 和 τ = (0.6± 0.1) GeV。

表 5–7 双重味重子的质量，寿命和衰变常数。

Table 5–7 Masses, lifetimes and decay constants of doubly heavy baryons.

Baryons Mass (GeV) Lifetime (fs) fΞ (GeV3)

Ξ++
cc 3.621[134] 256 0.109± 0.020

Ξ+
bc 6.943[135] 244 0.150± 0.035

Ξ0
bc 6.943[135] 93 0.150± 0.035

Ξ−bb 10.143[135] 370 0.199± 0.052

我们需要适当地选取 Borel 参数使得数值结果尽可能稳定，对于 ΞQQ′ 的阈值 sth

和 Borel 参数 M2 的选取我们参考了 QCDSR 中三点关联函数的结果[129]。另一方面，

重子衰变过程中光锥 OPE 只能在 q2 为正但是接近零点的区域成立[136]，因此我们需

要参数化形状因子并将其延拓到更高的能量区域。表 5–8 中最后一列给出了对不同衰

变道所采用的 q2 拟合区间。表 5–9 给出了对形状因子拟合的结果，其中不带星号的

是用标准的双奇点公式拟合的

F (q2) =
F (0)

1− q2

m2
fit
+ δ

(
q2

m2
fit

)2 , (5–70)

带星号的是用修正过的参数化公式拟合得到的

F (q2) =
F (0)

1 + q2

m2
fit
+ δ

(
q2

m2
fit

)2 . (5–71)

对于 q2 依赖很小的形状因子，我们不采用上述公式进行拟合。其中 fΞbb→Λb
2 当做一个

常数处理，并且取它在 q2 = 0 处的值。另外因为我们采用了 LCSR 的方法，因此我

们期望估计由我们采用的方法导致的误差大小。对于误差我们考虑了来自于阈值 sth，

Borel 参数 M2 以及 LCDAs 参数 τ 的误差。图 5–7 给出了不同形状因子对 q2 的依赖

曲线，其中 sth, M2 取为它们在表 5–8中的中心值，τ = 0.6 GeV。

在表 5–10和表 5–11中，我们分别将 Ξcc 衰变和 Ξbb，Ξbc 衰变形状因子的结果和

其他文献中的结果进行了比较。通过比较，发现大部分结果和以往结果在同一个量
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表 5–8 ΞQQ′ 的阈值 sth，Borel 参数M2 和拟合形状因子的 q2 区间。

Table 5–8 Threshold sth of ΞQQ′ , Borel parameters M2, and q2 range for fitting form factors.

Channel sth (GeV2) M2 (GeV2) Fit Range (GeV2)

Ξcc → Λc 16± 1 6± 1 0 < q2 < 0.8

Ξbb → Λb 112± 2 12± 1 0 < q2 < 3

Ξbc → Λc 54± 1.5 9± 1 0 < q2 < 3

Ξbc → Λb 54± 1.5 9± 1 0 < q2 < 0.8

表 5–9 双重味重子衰变形状因子：F (0), mfit 和 δ 对应于公式 (5–70) 或 (5–71) 中的三个拟合参数。

没有打星号的结果由标准的公式 (5–70) 拟合得到，而打星号的结果通过公式 (5–71) 拟合得到。

Table 5–9 The decay form factors of doubly-heavy baryons. F (0), mfit and δ correspond to the three
fitting parameters in Eq. (5–70) or (5–71). The results without asterisks are obtained by fitting the form
factors with Eq. (5–70), while the results with asterisks are obtained by Eq. (5–71).

F F (0) mfit δ F F (0) mfit δ

fΞcc→Λc
1 −0.81± 0.01 1.38± 0.05 0.34± 0.01 gΞcc→Λc

1 −1.09± 0.02 2.02± 0.08 0.66± 0.05

fΞcc→Λc
2 −0.32± 0.01 1.92± 0.08 0.40± 0.04 gΞcc→Λc

2 0.86± 0.02 2.17± 0.1 0.95± 0.11

fΞcc→Λc
3 0.9± 0.07 1.62± 0.1 1.38± 0.7 gΞcc→Λc

3 −0.76± 0.01 1.95± 0.02 −0.4± 0.08

fΞbb→Λb
1 −0.01± 0.003∗ 1.33± 0.24∗ 0.71± 0.16∗ gΞbb→Λb

1 −0.02± 0.004∗ 1.1± 0.13∗ 0.53± 0.08∗

fΞbb→Λb
2 0.03± 0.0 - - - - gΞbb→Λb

2 −0.03± 0.002 2.03± 0.04 0.35± 0.006

fΞbb→Λb
3 0.1± 0.007∗ 3.34± 0.13∗ 5.28± 0.08∗ gΞbb→Λb

3 0.14± 0.003∗ 7.24± 0.40∗ −2.35± 1.37∗

fΞbc→Λc
1 −0.14± 0.005 2.93± 0.06 0.39± 0.001 gΞbc→Λc

1 −0.16± 0.001 3.45± 0.05 0.43± 0.0

fΞbc→Λc
2 −0.09± 0.002 3.19± 0.04 0.34± 0.001 gΞbc→Λc

2 0.17± 0.0 3.72± 0.04 0.39± 0.001

fΞbc→Λc
3 0.1± 0.005 2.6± 0.08 0.44± 0.0 gΞbc→Λc

3 −0.17± 0.001 4.43± 0.03 0.22± 0.01

fΞbc→Λb
1 0.39± 0.01 1.23± 0.03 0.44± 0.02 gΞbc→Λb

1 1.06± 0.03 1.77± 0.06 0.65± 0.03

fΞbc→Λb
2 0.06± 0.01 0.73± 0.03 1.29± 0.06 gΞbc→Λb

2 −0.69± 0.02 1.89± 0.06 0.81± 0.06

fΞbc→Λb
3 −0.79± 0.06 1.60± 0.1 2.62± 1.15 gΞbc→Λb

3 0.56± 0.01 1.79± 0.01 −0.48± 0.04

级，尤其是 f1(0) 符合得很好。但是，我们得到的 g1(0) 比文献中的普遍大了一个量

级。从另一方面来看，我们得到的 f1(0) 和 g1(0) 是在一个量级的。根据重夸克有效理

论 (HQET) 对 ΛQ → ΛQ 过程的 f1(0) 和 g1(0) 都约化成同一个 Isgur-Wise 函数。尽管

HQET 无法处理双重味重子的衰变，我们的计算结果中仍然显示出了重夸克对称性的

效应。
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图 5–7 ΞQQ′ → ΛQ′ 形状因子对 q2 的依赖关系。第一行是Ξcc → Λc 形状因子，第二行是Ξbb → Λb，

第三行是 Ξbc → Λc ，第四行是 Ξbc → Λb。

Figure 5–7 q2 dependence of the ΞQQ′ → ΛQ′ form factors. The first two graphs correspond to Ξcc → Λc,
the second two graphs correspond to Ξbb → Λb, the third two graphs correspond to Ξbc → Λc and the
fourth two graphs correspond to Ξbc → Λb. Here the parameters sth, M2 are fixed at their center values
as shown in Table 5–8, while τ = 0.6 GeV.
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表 5–10 Ξcc 衰变形状因子的 LCSR 结果与 QCD 求和规则 (QCDSR)[129], 光前夸克模型 (LFQM)[97],
相对论夸克模型 (NRQM) 和 MIT 袋模型 (MBM)[137] 的结果比较。

Table 5–10 Comparison of our results of Ξcc decay form factors with the results from QCD sum rules
(QCDSR)[129], light-front quark model (LFQM)[97], the nonrelativistic quark model (NRQM) and the MIT
bag model (MBM)[137].

Transitions F (0) This work QCDSR[129] LFQM[97] NRQM[137] MBM[137]

Ξ++
cc → Λ+

c f1(0) −0.81± 0.01 −0.59± 0.05 −0.79 −0.36 −0.45

f2(0) −0.32± 0.01 0.039± 0.024 0.008 −0.14 −0.01

f3(0) 0.9± 0.07 0.35± 0.11 - - −0.08 0.28

g1(0) −1.09± 0.02 −0.13± 0.08 −0.22 −0.20 −0.15

g2(0) 0.86± 0.02 0.037± 0.027 0.05 −0.01 −0.01

g3(0) −0.76± 0.01 0.31± 0.09 - - 0.03 0.70

5.4.2 半轻衰变

我们考虑 ΞQQ′ → ΛQ′ 的半轻衰变过程，其有效哈密顿量为

Heff =
GF√
2

(
V ∗cd[d̄γµ(1− γ5)c][ν̄γµ(1− γ5)l+ Vub[ūγµ(1− γ5)b][l̄γµ(1− γ5)ν]]

)
, (5–72)

GF 是费米常数，Vcs,cd,ub 是 CKM 矩阵元，我们采用以下数值[53, 138]：

GF = 1.166× 10−5GeV−2,

|Vud| = 0.974, |Vus| = 0.225, |Vcd| = 0.225, |Vub| = 0.00357. (5–73)

我们采用螺旋度振幅的方法计算振幅，矢量流和轴矢流的螺旋度振幅为

HV
1
2
,0
=− i

√
Q−√
q2

(
(M1 +M2)f1 −

q2

M1

f2

)
, HA

1
2
,0
= −i

√
Q+√
q2

(
(M1 −M2)g1 +

q2

M
g2

)
,

HV
1
2
,t
=− i

√
Q+√
q2

(
(M1 −M2)f1 +

q2

M1

f3

)
, HA

1
2
,t
= −i

√
Q−√
q2

(
(M1 +M2)g1 −

q2

M1

g3

)
,

HV
1
2
,1
=i
√
2Q−

(
−f1 +

M1 +M2

M1

f2

)
, HA

1
2
,1
= i
√
2Q+

(
−g1 −

M1 −M2

M1

g2

)
.

(5–74)

其中 Q± = (M1 ±M2)
2 − q2，M1, M2 分别是初末态重子的质量。正反螺旋度振幅之

间存在以下关系

HV
−λ2,−λW = HV

λ2,λW
和 HA

−λ2,−λW = −HA
λ2,λW

, (5–75)
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表 5–11 Ξbb，Ξbc 衰变形状因子的 LCSR 结果和文献 QCD 求和规则 (QCDSR)[129], 光前夸克模型

(LFQM)[97] 的结果比较。

Table 5–11 Comparison of our results on Ξbb and Ξbc decay form factors with the results from QCD sum
rules (QCDSR)[129] and light-front quark model (LFQM)[97].

Transitions F (0) This work QCDSR[129] LFQM[97]

Ξbb → Λb f1(0) −0.01± 0.003 −0.086± 0.013 −0.102

f2(0) 0.03± 0.0 0.0022± 0.0020 0.0006

f3(0) 0.1± 0.007 0.0071± 0.0072 - -

g1(0) −0.02± 0.004 −0.074± 0.013 −0.036

g2(0) −0.03± 0.002 0.0011± 0.0024 0.012

g3(0) 0.14± 0.003 0.0085± 0.0055 - -

Ξbc → Λb f1(0) 0.39± 0.01 −0.65± 0.06 −0.55

f2(0) 0.06± 0.01 0.67± 0.07 0.30

f3(0) −0.79± 0.06 −1.73± 0.48 - -

g1(0) 1.06± 0.03 −0.15± 0.08 −0.15

g2(0) −0.69± 0.02 −0.16± 0.08 0.10

g3(0) 0.56± 0.01 3.26± 0.44 - -

Ξbc → Λc f1(0) −0.14± 0.005 −0.11± 0.01 −0.11

f2(0) −0.09± 0.002 −0.11± 0.02 −0.03

f3(0) 0.1± 0.005 0.16± 0.03 - -

g1(0) −0.16± 0.001 −0.085± 0.014 −0.047

g2(0) 0.17± 0.0 0.11± 0.02 0.02

g3(0) −0.17± 0.001 −0.14± 0.02 - -

— 107 —



上海交通大学博士学位论文

λ2 和 λW 分别表示末态重子和中间态W 玻色子的极化。由此得到对应于 V −A流的

总螺旋度振幅

Hλ2,λW = HV
λ2,λW

−HA
λ2,λW

. (5–76)

ΞQQ′ → ΛQ′lν 的衰变宽度可以按照 lν 对的极化分为两类，分别对应于 lν 对纵向和横

向极化的情况

dΓL
dq2

=
G2
F |VCKM|2q2 p (1− m̂2

l )
2

384π3M2
1

×
(
(2 + m̂2

l )(|H− 1
2
,0|2 + |H 1

2
,0|2) + 3m̂2

l (|H− 1
2
,t|2 + |H 1

2
,t|2)
)
, (5–77)

dΓT
dq2

=
G2
F |VCKM|2q2 p (1− m̂2

l )
2(2 + m̂2

l )

384π3M2
1

(|H 1
2
,1|2 + |H− 1

2
,−1|2). (5–78)

其中 m̂l ≡ ml/
√
q2, p =

√
Q+Q−/(2M1) 是在 ΞQQ′ 静止系中 ΛQ′ 的三动量大小。对转

移动量 q2 积分可以得到总衰变宽度：

Γ =

∫ (M1−M2)2

m2
l

dq2
dΓ

dq2
, (5–79)

dΓ

dq2
=
dΓL
dq2

+
dΓT
dq2

. (5–80)

表 5–12给出了不同半轻衰变道 ΞQQ′ → ΛQ′l(τ)νl 衰变宽度结果，分支比以及纵向和

横向宽度比值 ΓL/ΓT，其中 l = e/µ。e和 µ质量近似为零，τ 的质量取为 1.78 GeV[53]。

图 5–8 给出了对应于四种衰变道的微分宽度关于 q2 的依赖曲线。表 5–13中对比了我

们计算得到的和文献中的结果。

对于半轻的数值结果，我们有以下几点说明：

• 表 5–12和图 5–8中，数值结果的误差来自于形状因子参数化的误差。

• 通过表 5–12, 我们可以发现 c→ d过程的宽度要比 b→ u过程的宽度大几个数

量级。这一现象与底重子、粲重子衰变的情况是一致的[140, 141]。

• 本章第一节中用 SU(3) 对称性方法分析了双重味重子的半轻弱衰变过程，系统

地研究了不同衰变道宽度之间的关联性。尽管本节只考虑了末态为 ΛQ′ 的情

况，我们可以根据 SU(3) 对称性预言一些其他衰变道的宽度

Γ(Ω+
cc → Ξ0

c l
+ν) = Γ(Ξ++

cc → Λ+
c l

+ν) = (3.95± 0.21)× 10−14GeV,

Γ(Ω0
bc → Ξ−b l

+ν) = Γ(Ξ+
bc → Λ0

b l
+ν) = (5.51± 0.38)× 10−14GeV,

Γ(Ω−bb → Ξ0
b l
−ν̄) = Γ(Ξ−bb → Λ0

b l
−ν̄) = (7.35± 1.43)× 10−19GeV. (5–81)
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图 5–8 半轻过程 ΞQQ′ → ΛQ′ lνl 的衰变宽度随 q2 的变换曲线。蓝带表示 ΓL，红带表示 ΓT。虚线

和点线表示中心值，带宽则反映了误差的大小。

Figure 5–8 q2 dependence of the semi-leptonic ΞQQ′ → ΛQ′ lνl decay widths. The blue bands correspond
to ΓL while the red bands correspond to ΓT . The dashed and dotted lines describe the center value curves
and the band width reflects the error.
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表 5–12 半轻过程 ΞQQ′ → ΛQ′ lνl 的衰变宽度和分支比，其中 l = e/µ。

Table 5–12 Decay widths and branching ratios of the semi-leptonicΞQQ′ → ΛQ′ lνl decays, where l = e/µ.

Channels Γ/GeV B ΓL/ΓT

Ξ++
cc → Λ+

c l
+νl (3.95± 0.21)× 10−14 (1.53± 0.1)× 10−2 2.6± 0.35

Ξ−bb → Λ0
b l
−νl (7.35± 1.43)× 10−19 (4.13± 0.8)× 10−7 0.21± 0.12

Ξ−bb → Λ0
bτ
−νl (6.1± 1.1)× 10−19 (3.43± 0.65)× 10−7 0.08± 0.04

Ξ0
bc → Λ+

c l
−νl (7.17± 0.4)× 10−17 (1.01± 0.06)× 10−5 13.38± 2.74

Ξ0
bc → Λ+

c τ
−νl (4.09± 0.28)× 10−17 (5.77± 0.4)× 10−6 7.38± 1.61

Ξ+
bc → Λ0

b l
+νl (5.51± 0.38)× 10−14 (2.04± 0.14)× 10−2 1.39± 0.21

表 5–13 QCD 求和规则 (QCDSR)[129], 光前夸克模型 (LFQM)[97], 重夸克自旋对称性 (HQSS)[139], 非
相对论夸克模型 (NRQM)[137] 和 MIT 袋模型 (MBM)[137] 计算结果之间的比较。

Table 5–13 Comparison of the decay widths (in units of GeV) for the semi-leptonic decays in this work
with the results derived from QCD sum rules (QCDSR)[129], the light-front quark model (LFQM)[97], the
heavy quark spin symmetry (HQSS)[139], the nonrelativistic quark model (NRQM)[137] and the MIT bag
model (MBM)[137] in literatures.

Channels This work QCDSR[129] LFQM[97] HQSS[139] NRQM[137] MBM[137]

Ξ++
cc → Λ+

c l
+νl (3.95± 0.21)× 10−14 (6.1± 1.1)× 10−15 1.05× 10−14 3.20× 10−15 1.97× 10−15 1.32× 10−15

Ξ−bb → Λ0
b l
−ν̄l (7.35± 1.43)× 10−19 (3.0± 0.7)× 10−17 1.58× 10−17 - - - - - -

Ξ0
bc → Λ+

c l
−ν̄l (7.17± 0.4)× 10−17 (2.2± 0.5)× 10−17 1.84× 10−17 - - - - - -

Ξ+
bc → Λ0

b l
+νl (5.51± 0.38)× 10−14 (1.1± 0.2)× 10−14 6.85× 10−15 - - - - - -
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5.5 本章总结

本章首先用味道 SU(3) 对称性分析了双重味重子的半轻衰变。根据味道 SU(3) 对

称性，我们预言了几种半轻衰变道之间的宽度关系，并且列出了所有 Cabibbo 角允的

黄金衰变道，它们是实验上最有可能用来重建出双重味重子的衰变道。之后我们用

LCSR 计算了双重味重子衰变到反三重态重子 ΛQ 的形状因子。根据重夸克对称性，

我们论证了对于末态分别为 Λb 和 Λc 重子的情况，可以近似地用同一套 LCDAs 描述。

从形状因子的数值结果中，我们发现虽然双重系统不能用 HQET 描述，但得到的 f1

和 g1 大约在同一个量级，这意味着在双重味重子的衰变中也存在有重夸克对称性的

效应。接下来采用所得的形状因子计算了双重半轻过程的衰变宽度和分支比，其中大

部分结果和过去文献中给出的是基本一致的。我们得到的唯象结果可以通过 LHCb，
BES-III 等实验组检验，这对于检验并理解重子 LCDAs 有重要的意义。
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重味强子弱衰变过程是一个用于精确检验标准模型、理解 CP 破坏乃至寻找新物

理的理想平台。其中重味强子的半轻树图弱衰变过程可以用来精确测量 CKM 矩阵元。

底味强子的 FCNC 过程对新物理效应的高度敏感性可以用来探测新物理。通过对衰变

末态粒子的角分布、前反对称性、极化或自旋等物理量的计算和测量，人们可以定量

地确定实验结果和标准模型预言的偏离程度。

在重味物理的研究中，我们可以采用一些有效的非微扰方法来处理涉及低能强子

能标的物理过程。其中包括了光锥 QCD 求和规则、手征微扰论和 SU(3) 对称性分析。

光锥 QCD 求和规则是基于算符乘积展开，将小尺度的量子涨落和长程非微扰效应分

离开来，非常适用于重味强子的跃迁过程，能够描述粲强子衰变等小反冲情形下的强

子跃迁行为。光锥 QCD 求和规则的基本思想是在光锥面上对算符乘积做非定域的部

分展开，并且用光锥分布振幅作为非微扰输入，从而抽取出与强子相关的非微扰物理

量。手征微扰论作为 QCD 的低能有效理论，是以强子场作为基本自由度，可以描述

QCD 的低能动力学行为。手征微扰论适用于处理重味强子衰变的末态中轻强子之间

的相互作用。味道 SU(3) 对称性分析是一种能够系统地分析强子弱衰变的方法。基于

u, d, s夸克的 SU(3) 味道对称性，我们可以用一系列独立的 SU(3) 不可约表示振幅表

示出每一个衰变道的振幅，并进一步给出不同衰变道振幅之间的关系。

本论文中，我们首先用手征微扰论系统地研究了两介子的标量、矢量和张量形状

因子，同时采用幺正化的方法将形状因子的适用范围延拓到较高的能量区域。之后我

们将所得的标量形状因子应用于一些由 S-波共振态主导的重味介子弱衰变过程，详

细分析了半轻衰变 D, Ds → ππℓν̄ 以及味道改变中性流引发的半轻过程 Bs → π+π−。

在这些过程中，中间标量共振态衰变为末态两个轻介子对。我们用 LCSR 计算了强子

跃迁矩阵元，同时用介子低能形状因子处理末态介子相互作用。对于 D → ππℓν̄ 衰

变，我们给出了一个普适的并且包含任意 ππ 分波成分的角分布，并研究了分支比，

前反对称性和一些其他的可观测量。其中 P-波的贡献由 ρ0 共振态主导，而 S-波的贡

献则是通过幺正化的手征微扰论进行分析。最终得到的 D → ρℓν 分支比和目前的实

验结果是相符的，我们也预言了 S-波在其中的贡献，部分结果得到了 BES-III 实验的

证实[84]，其它预言有待于今后 BES-III 或者 LHCb 实验组进行验证。对于 Bs 的 FCNC
过程：Bs → π+π−l+l−(νν̄)。我们利用标量形状因子归一化 S-波 π+π− 光锥分布振幅，

并比较了用幺正化的手征微扰论结果与用 Bs → J/ψπ+π− 数据进行拟合得到的标量

形状因子，发现两者的形状是相似的。我们计算了相应的微分衰变宽度，其结果和实
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验也是基本符合的。对此我们期望在未来 BES-III，LHCb 和 Super-B 工厂能够更精确

地检验我们的结果。

双粲重子的发现对于检验夸克模型以及研究强子结构有着重要的意义。在本文

中，我们用味道 SU(3) 对称性分析了双重味重子的半轻衰变振幅，并对不同半轻衰变

道之间的宽度关系做了预言。之后进一步针对双重味重子衰变到反三重态重子 ΛQ 的

过程，分别用光锥 QCD 求和规则和 SVZ 求和规则计算了跃迁形状因子。两种方法得

到的形状因子在最大反冲处的值基本上具有相同的数量级。在 LCSR 的结果中 f1 和

g1 的数值比较接近，这意味着在双重味重子的衰变过程中可能仍然存在有重夸克对

称的效应。另外对双重半轻过程的衰变宽度和分支比的计算结果和以往文献中给出的

是基本一致的。我们得到的唯象结果可以通过 LHCb，BES-III 等实验组检验，这对于

检验并理解重子 LCDAs 有重要的意义。

双重味重子在未来将是一个热门的研究对象。目前能够处理双重味重子弱衰变的

理论方法非常有限，除了 QCD 求和规则和夸克模型，还没有一套成熟的有效理论能

够描述双重味重子的动力学。对于只含有一个重夸克的强子，我们可以用 HQET 来处

理。可是如果同时存在有两个重夸克，重夸克散射的单圈图由于存在库仑发散从而使

得 HQET 失效。我们期望能够发展出一套新的有效理论，其中重夸克对或者重轻夸

克对能够被作为一个整体，称为 Diquark。在这样的有效理论中将只存在两种场自由

度：Diquark 场和轻夸克场，而不再有重夸克场。然而要建立这套 Diquark 有效理论我

们需要解决三个问题：第一，在怎样的动力学区域 Diquark 有效理论可以适用？第二，

对不同自旋的 Diquark 场如何构造有效拉氏量？第三，Diquark 有效理论如何与完整

的 QCD 理论进行匹配？如果所有这些问题得以解决，那么 Diquark 有效理论的建立

将极大地帮助我们理解双重味重子的结构。

我们期望在不久的将来，LHCb，BES-III 以及其他实验组能够提供更多更精确的

测量数据，为标准模型的验证、强子谱的研究乃至新物理的寻找指引方向。我们不仅

需要提高理论计算的精度，更需要发展新的理论方法，包括新的有效理论或者非微扰

方法，从而进一步理解强子结构以及 QCD 的低能动力学机制。我们相信，作为粒子

物理的主要研究领域之一，重味物理在未来对于人们理解基本粒子及其相互作用仍将

起着至关重要的作用。
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在第三章第三节我们计算了具有确定总同位旋的两介子散射振幅，并且可以证明

所有散射振幅都可以用公式 (3–21) 中八个独立散射道的振幅表示出来。这里我们给

出这八个振幅的解析表达式：

T1(s, t, u)

=
s−M2

π

f2
π

− µπ

3f2
πM2

π

{
4s2 − 4tu− 4sM2

π + 9M4
π

}
− µK

6f2
πM

2
K

{
s2 − tu+ 2sM2

π

}
− µηM

4
π

9f2
πM2

η

+
4

f4
π

{
(2Lr

1 + L3)(s− 2M2
π)

2 + Lr
2[(t− 2M2

π)
2 + (u− 2M2

π)
2]
}

+
8M2

π

f4
π

{
(2Lr

4 + Lr
5)s+ 2(2Lr

6 + Lr
8 − 2Lr

4 − Lr
5)M

2
π

}
+

1

576π2f4
π

{
30(M2

π − s)s+ 21tu− 56M4
π

}
+

1

2f4
π

{
s2J̄KK(s)

4
+

M4
π J̄ηη(s)

9
+ (s2 −M4

π)J̄ππ(s)
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+

1

6f4
π

{
(t− 4M2
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π)J̄KK(t)

4
+

[
t(t− u)− 2M2

π(t− 2u+M2
π)
]
J̄ππ(t) + [t ↔ u]

}
, (A–1)

T2(s, t, u)

=
M2

K +M2
π − s

2f2
π

+
2

f4
π

{
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(
t− 2M2

K

) (
t− 2M2

π

)
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(
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K −M2
π
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2
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K −M2
π
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4

[
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K

(
t− 4M2

π
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5M
2
π
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s+M2

K −M2
π

)
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6 + Lr
8)M

2
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π

}
+
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24f2
πM2

π (M2
π −M2
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π
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+
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π

(
5s+ 4u− 9M2

π

) (
2M2

K − t
)
+ 4M4
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+
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π
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π
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η
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+
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π
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π
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K

)
M2

π − 8M4
π
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π
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— 115 —



上海交通大学博士学位论文

−
(
M2

K −M2
π

)2 J̄Kπ(u)
(
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π

)
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=
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+
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π
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π
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(
18s+ 27u− 47M2

π − 78M2
η

)
+ 6M2

π

(
9u− 6s+ 8M2

η

)]
− J̄Kπ(s)

s

[
M4

K

(
3u+ 14M2

π − 8M2
η

)
+ 2M6

K − 2M2
KM2

π

(
3u+ 5M2

π + 4M2
η

)
+M2

π

(
6M4

η +M2
π

(
3u+ 4M2

η

))]
+

J̄Kη(s)

s

(
M2

K −M2
η

)2 (
4M2

π − 18M2
K − 6M2

η − 3u
)

+ 6
(
M2

K −M2
η

)2 j̄Kπ(s)
(
M2

K −M2
π

)2
+ j̄Kη(s)

(
M2

K −M2
η

)2
s2

+ [s ↔ u]

}
, (A–5)

T6(s, t, u)

=
8M2

K + 3M2
η +M2

π − 9t

12
√
3f2

π

+
µπ

48
√
3f2

π(M
2
K −M2

π)

{
27s2 + 18su+ 27u2 + 174tM2

K

− 292M4
K + 12(5M2

K − 6t)M2
π − 32M4

π

}
− µK

24
√
3f2

πM
2
K(M2

K −M2
π)

{
9t2M2

π + 24M6
K

+ 4M4
K(17M2

π − 15t) + 2M2
K

[
9(s− u)2 + 6tM2

π − 22M4
π

]}
− µη

16
√
3f2

π(M
2
K −M2

η )

{
3(s− u)2

+ 2(3t− 14M2
K + 10M2

η )(M
2
k − 2M2

η )
}
+

1

256
√
3π2f4

π

{
2(2s+ u)(s+ 2u)− 192M4

K − 23tM2
η − 16M4

η

+ 5M2
K

(
13t+ 24M2

η

)}
− L3√

3f4
π

{
s2 + 4su+ u2 − 30M4

K − 2tM2
η + 2M4

η + 6M2
K(t+ 2M2

η )
}

+
1√
3f4

π

{
3M4

π [Lr
5 − 2(2L7 + Lr

8)] +M4
η [6(2L7 + Lr

8)− Lr
5]− 6Lr

5M
2
π(t−M2

η )
}

−
9t− 8M2

K −M2
π − 3M2

η

144
√
3f4

π

[
3tJ̄KK(t) + 4M2

π J̄πη(t)
]
+

1

288
√
3f4

π

{
J̄Kη(s)

[
27s(u− s)− 45M4

K + 14M4
π

− 6M2
η

(
9u+ 7M2

π

)
− 9M4

η +M2
K

(
36s− 54u+ 22M2

π + 156M2
η

)]
+ 3J̄Kπ(s)

[
29M4

K + 7M4
π

+ 3s
(
9s+ 3u− 4M2

η

)
− 2M2

K

(
16s+ 9u− 18M2

π + 3M2
η

)
−M2

π

(
40s+ 18u− 30M2

η

)]
+ 9

J̄Kη(s)

s

(
M2

K −M2
η

) [
10M4

K + 2M4
π −M2

η

(
3u+ 8M2

π

)
+M2

K

(
3u− 12M2

π + 8M2
η

)]
+ 9

J̄Kπ(s)

s

(
M2

K −M2
π

)2
(3u− 2M2

K + 2M2
π)−

54j̄Kη(s)

s2
(
M2

K −M2
π

) (
M2

K −M2
η

)3
− 54j̄Kπ(s)

s2
(
M2

K −M2
π

)3 (
M2

K −M2
η

)
+ [s ↔ u]

}
, (A–6)
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T7(s, t, u)

=
M2

π

3f2
π

−
(
13M4

π + 6t
(
M2

π −M2
η

)
− 9M2

πM
2
η

)
µπ

9f2
π (M2

π −M2
η )

+

(
M6

π −M4
πM

2
η + 4M2

πM
4
η

)
µη

9f2
πM2

η (M2
π −M2

η )

− µK

6f2
πM

2
K

{
20M2

π

(
t− 3M2

η

)
− 25M4

π + 3
[
3
(
s2 + su+ u2)+ 8tM2

η − 9M4
η

]}
+

4

f4
π

{
2 (Lr

1 + L3/6) (t− 2M2
π)(t− 2M2

η ) + (Lr
2 + L3/3)

[
(s−M2

π −M2
η )

2 + (u−M2
π −M2

η )
2]}

+
8

f4
π

{[
t(M2

π +M2
η )− 4M2

πM
2
η

]
Lr

4 + 2(2Lr
6 − Lr

5/3)M
2
πM

2
η + 4L7M

2
π(M

2
π −M2

η ) + 2Lr
8M

4
π

}
+

1

576f4
ππ2

{
77M4

π +M2
π

(
154M2

η − 72t
)
− 9

[
3
(
s2 + su+ u2)+ 8tM2

η − 9M4
η

]}
+

1

6f4
π

{
M2

π

9
J̄ηη(t)(16M

2
K − 7M2

π) +
t

4
J̄KK(t)(9t− 2M2

π − 6M2
η ) + J̄ππ(t)M

2
π

(
2t−M2

π

)}
+

1

9f4
π

{
M4

π J̄πη(s) +
1

24
J̄KK(s)

(
9s− 8M2

K −M2
π − 3M2

η

)2
+ [s ↔ u]

}
, (A–7)

T8(s, t, u)

=
16M2

K − 7M2
π

9f2
π

+
µπ

9f2
π

{
7M2

π − 48M2
η

}
− µK

18f2
πM

2
K

{
81

[
t2 − su− 4tM2

η

]
+ 14M4

π − 48M2
πM

2
η + 378M4

η

}
− µη

3f2
πM2

η

{
M4

π − 8M2
πM

2
η + 24M4

η

}
+

4

f4
π

(2Lr
1 + 2Lr

2 + L3)
{
s2 + t2 + u2 − 4M4

η

}
− 8

3f4
π

{
12M4

ηL
r
4 + (3M4

π − 10M2
πM

2
η + 13M4

η )L
r
5 − 36M4

ηL
r
6 − 24(M4

π − 3M2
πM

2
η + 2M4

η )L7

− 6Lr
8(2M

4
π − 6M2

πM
2
η + 7M4

η )
}
− 1

192π2f4
π

{
27

(
t2 − su− 4tM2

η

)
+ 16

(
23M4

η − 22M2
KM2

η + 10M4
K

)}
+

1

6f4
π

{
1

27
(16M2

K − 7M2
π)

2J̄ηη(s) +M4
π J̄ππ(s) +

1

12
(9s− 2M2

π − 6M2
η )

2J̄KK(s) + [s ↔ t] + [s ↔ u]

}
. (A–8)
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附录 B χPT中介子形状因子表达式

在第三章第二节我们介绍了如何通过 χPT 计算精确到次领头阶的标量、矢量和

张量形状因子，这里给出具有确定同位旋的两介子形状因子解析表达式。初末态介子

选为两粒子同位旋本征态，通过计算费曼图 Fig. 3–3可以得到形状因子。

B.1 标量形状因子

I = 0 两介子系统:

−
Fn
S,ππ(s)√

3
= 1 + µπ −

1

3
µη −

8(2m2
K + 3m2

π − s)
f2
π

Lr
4 +

4(s− 4m2
π)

f2
π

Lr
5 +

16(2m2
K + 3m2

π)

f2
π

Lr
6

+
32m2

π

f2
π

Lr
8 +

2s−m2
π

2f2
π

Jr
ππ(s) +

s

4f2
π

Jr
KK(s) +

m2
π

18f2
π

Jr
ηη(s),

−Fn
S,KK̄(s) = 1 +

2

3
µη −

8(6m2
K +m2

π − 2s)

f2
π

Lr
4 +

4(s− 4m2
K)

f2
π

Lr
5 +

16(6m2
K +m2

π)

f2
π

Lr
6

+
32m2

K

f2
π

Lr
8 +

3s

4f2
π

Jr
ππ(s) +

3s

4f2
π

Jr
KK(s) +

9s− 2m2
π − 6m2

η

36f2
π

Jr
ηη(s),

3Fn
S,ηη(s) = 1− 3µπ + 4µK −

1

3
µη +

8(−10m2
K +m2

π + 3s)

f2
π

Lr
4 −

4(16m2
K − 4m2

π − 3s)

3f2
π

Lr
5

+
16(10m2

K −m2
π)

f2
π

Lr
6 −

128(m2
K −m2

π)

f2
π

Lr
7 +

32m2
π

f2
π

Lr
8 +

3m2
π

2f2
π

Jr
ππ(s)

+
9s− 2m2

π − 6m2
η

4f2
π

Jr
KK(s) +

16m2
K − 7m2

π

18f2
π

Jr
ηη(s),

−
√

2

3
F s̄s
S,ππ(s) =

8(s− 2m2
π)

f2
π

Lr
4 +

32m2
π

f2
π

Lr
6 +

s

2f2
π

Jr
KK(s) +

2m2
π

9f2
π

Jr
ηη(s),

−
F s̄s
S,KK̄

(s)
√
2

= 1 +
2

3
µη −

8(4m2
K +m2

π − s)
f2
π

Lr
4 +

4(s− 4m2
K)

f2
π

Lr
5 +

16(4m2
K +m2

π)

f2
π

Lr
6

+
32m2

K

f2
π

Lr
8 +

3s

4f2
π

Jr
KK(s) +

9s− 2m2
π − 6m2

η

18f2
π

Jr
ηη(s),

3
√
2F s̄s

S,ηη(s)

4
= 1 + 2µK −

4

3
µη +

2(−16m2
K − 2m2

π + 3s)

f2
π

Lr
4 −

4(16m2
K − 4m2

π − 3s)

3f2
π

Lr
5 (B–1)

+
8(8m2

K +m2
π)

f2
π

Lr
6 +

64(m2
K −m2

π)

f2
π

Lr
7 +

32(2m2
K −m2

π)

f2
π

Lr
8

+
9s− 2m2

π − 6m2
η

8f2
π

Jr
KK(s) +

16m2
K − 7m2

π

18f2
π

Jr
ηη(s). (B–2)
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I = 1
2
两介子系统:√

2

3
F ūs
S,Kπ(s) = 1 +

5s− 4m2
π

4(m2
K −m2

π)
µπ −

s

2(m2
K −m2

π)
µK +

8m2
K + 4m2

π − 9s

12(m2
K −m2

π)
µη

− 8(2m2
K +m2

π)

f2
π

(Lr
4 − 2Lr

6) +
4(−2m2

K − 2m2
π + s)

f2
π

Lr
5 +

16(m2
K +m2

π)

f2
π

Lr
8

−
3m2

η(3m
2
K − 3m2

π + s)− 9m4
K +m2

K(9m2
π + 2s) + s(7m2

π − 9s)

72f2
πs

J̄Kη(s)

− 3m4
K +m2

K(2s− 6m2
π) + 3m4

π + 2m2
πs− 5s2

8f2
πs

J̄πK(s),

−
√
6F ūs

S,Kη(s) = 1− 3(4m2
π − 3s)

4(m2
K −m2

π)
µπ +

16m2
K − 9s

2(m2
K −m2

π)
µK +

−88m2
K + 28m2

π + 27s

12(m2
K −m2

π)
µη

− 8(2m2
K +m2

π)

f2
π

(Lr
4 − 2Lr

6) +
4(−14m2

K + 2m2
π + 3s)

3f2
π

Lr
5 +

128(m2
K −m2

π)

f2
π

Lr
7

−
9m4

η − 6m2
η(3m

2
K + s) + 9m4

K − 18m2
Ks+ s(4m2

π + 9s)

24f2
πs

J̄Kη(s)

−
3m2

η(3m
2
K − 3m2

π + s)− 9m4
K +m2

K(9m2
π + 2s) + s(7m2

π − 9s)

8f2
πs

J̄πK(s)

+
16(5m2

K − 3m2
π)

f2
π

Lr
8. (B–3)

I = 1 两介子系统:

F ūd
S,KK̄(s) = 1 +

2

3
µη −

8(2m2
K +m2

π)

f2
π

(Lr
4 − 2Lr

6) +
4(s− 4m2

K)

f2
π

Lr
5 +

32m2
K

f2
π

Lr
8

+
s

4f2
π

Jr
KK(s)−

8m2
K +m2

π + 3m2
η − 9s

18f2
π

Jr
πη(s),

−
√

3

2
F ūd
S,πη(s) = 1− µπ + 2µK −

1

3
µη −

8(2m2
K +m2

π)

f2
π

(Lr
4 − 2Lr

6)−
4(8m2

K + 4m2
π − 3s)

3f2
π

Lr
5

− 64(m2
K −m2

π)

f2
π

Lr
7 +

32m2
π

f2
π

Lr
8 +

9s− 8m2
K −m2

π − 3m2
η

12f2
π

Jr
KK(s) +

m2
π

3f2
π

Jr
πη(s),

F ūd
S,ππ(s) = 0. (B–4)

B.2 矢量形状因子

I = 0 两介子系统:

F s̄s
V−,KK̄

(s)
√
2

= 1− 2µK +
s− 6m2

K

96π2f2
π

+
2s

f2
π

Lr
9 +

s− 4m2
K

4f2
π

Jr
KK(s),

F s̄s
V−,ππ(s) = 0,
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F s̄s
V−,ηη(s) = 0. (B–5)

I = 1
2
两介子系统:

−
√

2

3
F ūs
V−,Kπ(s) = 1 +

s− 4m2
K

4(m2
K −m2

π)
µπ +

−8m2
K + 4m2

π + s

2(m2
K −m2

π)
µK +

3(4m2
K − s)

4(m2
K −m2

π)
µη

− 5m2
K +m2

π − s
96π2f2

π

+
2s

f2
π

Lr
9 +

m4
η − 2m2

η(m
2
K + s) + (m2

K − s)2

8f2
πs

J̄Kη(s)

+
m4

K − 2m2
K(m2

π + s) + (m2
π − s)2

8f2
πs

J̄πK(s)

= −
√

2

3
F ūs
V−,Kη(s). (B–6)

I = 1 两介子系统:

F ūd
V−,ππ(s)√

2
= 1− 4

3
µπ −

2

3
µK +

s− 2m2
K − 4m2

π

96π2f2
π

+
2

f2
π

Lr
9

+
s− 4m2

π

6f2
π

Jr
ππ(s) +

s− 4m2
K

12f2
π

Jr
KK(s) = F ūd

V−,KK̄(s),

F ūd
V−,πη(s) = 0. (B–7)

B.3 张量形状因子

I = 0 两介子系统:

Fn
T,KK̄(s) = 1− 7µπ −

1

3
µη +

s− 6m2
K

96π2f2
π

− 8(m2
K −m2

π)

f2
π

Lr
5 − 4m2

πC̃
r
34

+ 2(m2
π − 2m2

K)C̃r
35 − 2(2m2

K +m2
π)C̃

r
36 + 8(m2

K −m2
π)C̃

r
37 − 2sC̃r

88

+ 2(s− 2m2
K)C̃r

89 − 4m2
KC̃

r
106 + 2(s− 2m2

K)C̃r
107 +

s− 4m2
K

4f2
π

Jr
KK(s),

Fn
T,ππ(s) = 0,

Fn
T,ηη(s) = 0, (B–8)

−
F s̄s
T,KK̄

(s)
√
2

= 1− 4µπ − 2µK −
4

3
µη +

s− 6m2
K

96π2f2
π

− 8(m2
K −m2

π)

f2
π

Lr
5

+ 4(m2
π − 2m2

K)C̃r
34 − 2m2

πC̃
r
35 − 2(2m2

K +m2
π)C̃

r
36 − 4(m2

K −m2
π)C̃

r
37 − 2sC̃r

88

+ 2(s− 2m2
K)C̃r

89 − 4m2
KC̃

r
106 + 2(s− 2m2

K)C̃r
107 +

s− 4m2
K

4f2
π

Jr
KK(s),

F s̄s
T,ππ(s) = 0,
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F s̄s
T,ηη(s) = 0. (B–9)

I = 1/2 两介子系统:√
2

3
F ūs
T,Kπ(s) = 1 +

−20m2
K + 16m2

π + s

4(m2
K −m2

π)
µπ +

−12m2
K + 8m2

π + s

2(m2
K −m2

π)
µK +

44m2
K − 8m2

π − 9s

12(m2
K −m2

π)
µη

− 5m2
K +m2

π − s
96π2f2

π

− 4(m2
K −m2

π)

f2
π

Lr
5 − 4m2

KC̃
r
34 − 2m2

πC̃
r
35 − 2(2m2

K +m2
π)C̃

r
36

− 2sC̃r
88 − 2(m2

K +m2
π − s)C̃r

89 − 2(m2
K +m2

π)C̃
r
106 − 2(m2

K +m2
π − s)C̃r

107

+
m4

η − 2m2
η(m

2
K + s) + (m2

K − s)2

8f2
πs

J̄Kη(s)

+
m4

K − 2m2
K(m2

π + s) + (m2
π − s)2

8f2
πs

J̄πK(s),√
2

3
F ūs
T,Kη(s) = 1 +

−20m2
K + 16m2

π + s

4(m2
K −m2

π)
µπ +

−12m2
K + 8m2

π + s

2(m2
K −m2

π)
µK +

44m2
K − 8m2

π − 9s

12(m2
K −m2

π)
µη

− 5m2
K +m2

π − s
96π2f2

π

− 28(m2
K −m2

π)

3f2
π

Lr
5 − 4m2

KC̃
r
34 +

2(m2
π − 4m2

K)

3
C̃r

35

− 2(2m2
K +m2

π)C̃
r
36 − 2sC̃r

88 +
2(−7m2

K +m2
π + 3s)

3
C̃r

89 +
2(m2

π − 7m2
K)

3
C̃r

106

+
2(−7m2

K +m2
π + 3s)

3
C̃r

107 +
m4

η − 2m2
η(m

2
K + s) + (m2

K − s)2

8f2
πs

J̄Kη(s)

+
m4

K − 2m2
K(m2

π + s) + (m2
π − s)2

8f2
πs

J̄πK(s). (B–10)

I = 1 两介子系统:

−
F ūd
T,ππ(s)√

2
= 1− 13

3
µπ −

8

3
µK −

1

3
µη +

−2m2
K − 4m2

π + s

96π2f2
π

− 4m2
πC̃

r
34 − 2m2

πC̃
r
35

− 2(2m2
K +m2

π)C̃
r
36 − 2sC̃r

88 + 2(s− 2m2
π)C̃

r
89 − 4m2

πC̃
r
106 + 2(s− 2m2

π)C̃
r
107

+
s− 4m2

π

6f2
π

Jr
ππ(s) +

s− 4m2
K

12f2
π

Jr
KK(s),

−F ūd
T,KK̄(s) = 1− 13

3
µπ −

8

3
µK −

1

3
µη +

−2m2
K − 4m2

π + s

96π2f2
π

− 8(m2
K −m2

π)

f2
π

Lr
5 − 4m2

πC̃
r
34

+ 2(m2
π − 2m2

K)C̃r
35 − 2(2m2

K +m2
π)C̃

r
36 − 2sC̃r

88 + 2(s− 2m2
K)C̃r

89 − 4m2
KC̃

r
106

+ 2(s− 2m2
K)C̃r

107 +
s− 4m2

π

6f2
π

Jr
ππ(s) +

s− 4m2
K

12f2
π

Jr
KK(s),

F ūd
T,πη(s) = 0. (B–11)
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附录 C 螺旋度振幅方法

第四章第四节给出了半轻衰变D → ππℓν̄ 的衰变宽度计算以及角分布分析，其中

用到了螺旋度振幅方法。这里将简要介绍如何用螺旋度振幅方法计算 P-波的贡献，也

就是 D → ρℓν̄ 过程。对于末态为 S-波的情况，计算方法也是类似的。D → ρℓν̄ 过程

的有效哈密顿量为

Heff =
GF√
2
Vcd (cγµ (1− γ5) d))

(
lγµ (1− γ5) νl

)
. (C–1)

我们引入一个辅助的矢量粒子 V，度规张量可以用这一粒子的极化矢量 ϵµV 表示

gµν = −
∑
λt

ϵµ(λt)ϵ
∗
ν(λt) + ϵµ(t)ϵ

∗
ν(t), ϵµ(t) =

qµ√
q2
, (C–2)

其中 λt = 0,±1 表示横向和纵向极化，t 表示类时极化。总衰变振幅可以被分离为强

子部分和轻子部分，它们都是洛伦兹不变量，可以在特定的参考系中独立计算。

M =
⟨
lν |Heff |D

⟩
=
GF√
2
Vcd
⟨
ρ |cγµ (1− γ5) d|D

⟩ ⟨
lν
∣∣lγµ (1− γ5) νl∣∣ 0⟩

=
GF√
2
VcdH

µLνgµν

=
GF√
2
Vcd

(
Hµϵ∗V µ(t)× LνϵV ν(t)−

∑
λt

Hµϵ∗V µ(λt)× LνϵV ν(λt)

)
, (C–3)

其中强子部分和轻子部分定义为⟨
ρ |cγµ (1− γ5) d|D

⟩
≡ Hµ,

⟨
lν
∣∣lγµ (1− γ5) νl∣∣ 0⟩ ≡ Lµ, (C–4)

C.1 强子部分振幅

强子部分的洛伦兹不变振幅为

Hµϵ∗V µ(λ) =
⟨
ρ |cγµ (1− γ5) d|D

⟩
ϵ∗V µ(λ) (C–5)

在 D̄ 的静止系中，假定矢量粒子 V 的运动方向沿 z 轴正方向，而 ρ 介子运动方向沿

z 轴负方向，它们的动量和极化矢量表示为

qµ = P µ
V = (EV , 0, 0, |p⃗V |) , ϵµV (0) =

1√
q2

(|p⃗V | , 0, 0, EV ) ,
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ϵµV (±) =
1√
2
(0,∓1,−i, 0), ϵµV (t) =

1√
q2

(EV , 0, 0, |p⃗V |) , (C–6)

P µ
ρ = (Eρ, 0, 0,− |p⃗V |) , ϵµρ(0) =

1

mρ

(|p⃗V | , 0, 0,−Eρ) ,

ϵµρ(±) =
1√
2
(0,∓1, i, 0), (C–7)

另外有 ϵµρ(t) = 0。根据末态粒子的不同极化组合，我们可以定义螺旋度振幅

A (λλ′) = ϵ∗V µ(λ)
⟨
ρ
(
Pρ, ϵ

∗
ρ (λ

′)
)
|cγµ (1− γ5) d|D (PD̄)

⟩
, (C–8)

其中 λ, λ′ = 0,±1, t分别是矢量粒子 V 和 ρ介子的螺旋度，根据自旋守恒条件，它们

满足 λ = λ′。根据形状因子的定义 (4–41)，螺旋度振幅用形状因子表示为

A (λλ′) =− 2V

mD̄ +mρ

ϵµνρσϵ∗V µϵ
∗
ρν (PD̄)ρ (Pρ)σ

− 2imρA0

(
ϵ∗ρ · q

)
(ϵ∗V · q)
q2

− i (mD̄ +mρ)A1

[
ϵ∗ρ · ϵ∗V −

(
ϵ∗ρ · q

)
(ϵ∗V · q)
q2

]

+ iA2

ϵ∗ρ · q
mD̄ +mρ

[
(PD̄ + Pρ) · ϵ∗V −

m2
D̄
−m2

ρ

q2
ϵ∗V · q

]
, (C–9)

非零的强子部分螺旋度振幅为

A(00) = −i 1

2mρ

√
q2

[(
m2
D̄ −m

2
ρ − q2

)
(mD̄ +mρ)A1 −

λ

mD̄ +mρ

A2

]
,

A(++) = i

[
−V

√
λ

mD̄ +mρ

+ (mD̄ +mρ)A1

]
,

A(−−) = i

[
V

√
λ

mD̄ +mρ

+ (mD̄ +mρ)A1

]
,

A(t0) = −i
√
λ√
q2
A0, (C–10)

λ =

[
m2
D̄ −

(√
q2 +mρ

)2] [
m2
D̄ −

(√
q2 −mρ

)2]
. (C–11)

这些螺旋度振幅对应于公式 (4–64) 中一般末态自旋的结果，两者相差一个 CG 系数。

C.2 轻子部分振幅

轻子部分的洛伦兹不变振幅为

LµϵV µ(λ) =
⟨
lν
∣∣lγµ (1− γ5) νl∣∣ 0⟩ ϵV µ(λ) = l/ϵV (λ) (1− γ5) νl. (C–12)
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旋量定义为

u(p⃗, 1) = Np

 ϕ1

|p⃗|
E +m

ϕ1

, u(p⃗, 2) = Np

 ϕ2

− |p⃗|
E +m

ϕ2

, (C–13)

反粒子旋量定义为 v(p⃗, s) = −iγ2(u(p⃗, s))∗，其中归一化系数为 Np =
√
E +m，两分

量旋量为

ϕ1 =

 cos
θ

2

eiϕ sin
θ

2

 e−iϕ/2, ϕ2 =

 −e−iϕ sin θ2
cos

θ

2

 eiϕ/2. (C–14)

非零的轻子部分螺旋度振幅为

ū(1)/ϵV (0)(1− γ5)v(1) = (±i) cos θl
√
q2 −m2

l

2ml√
q2
,

ū(1)/ϵV (+)(1− γ5)v(1) = (±i)
(
−eiϕ

)
sin θl

√
q2 −m2

l

√
2ml√
q2
,

ū(1)/ϵV (−)(1− γ5)v(1) = (±i)e−iϕ sin θl
√
q2 −m2

l

√
2ml√
q2
,

ū(1)/ϵV (t)(1− γ5)v(1) = (±i)
√
q2 −m2

l

2ml√
q2
,

ū(2)/ϵV (0)(1− γ5)v(1) = (±i)(−2sinθl)
√
q2 −m2

l ,

ū(2)/ϵV (+)(1− γ5)v(1) = (±i)
√
2eiϕ (1− cos θl)

√
q2 −m2

l ,

ū(2)/ϵV (−)(1− γ5)v(1) = (±i)
√
2eiϕ (1 + cos θl)

√
q2 −m2

l ,

ū(2)/ϵV (t)(1− γ5)v(1) = 0. (C–15)

对末态自旋求和就能得到总衰变振幅，见第四章第三节。
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